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Codigo Concatenado para a Correcao de Erro e
Apagamento Quantico

Gilson Oliveira dos Santos, Francisco Marcos de Assis, Aércio Ferreira de Lima

Resumo— Este trabalho apresenta um codigo concatenado que
possibilita tanto protecio contra erro arbitrario quanto protecio
contra a ocorréncia de apagamento quantico. Para isso, utiliza-se
como codigo externo um codigo grafo quantico de cinco gbits,
o qual ira realizar protecio contra a ocorréncia de um erro
arbitrario. Como cédigo interno, utiliza-se uma codificacdo via
estado GHZ de cinco qbits, na protecdo contra um apagamento
quantico.

Palavras-Chave— Cédigo concatenado, cédigo corretor de erro
quintico, apagamento quantico, codigo grafo quéantico, estado
GHZ.

Abstract— This paper presents a concatenated code that allows
both the protection against arbitrary error and the quantum
erasure occurrence. For this, is used as external code a quantum
graph code of five-qbit, which will achieve the protection against
the occurrence of an arbitrary error. As internal code, is used an
encoding of five-qbit GHZ state for protection against a quantum
erasure.

Keywords— Concatenated code, quantum error-correcting
code, quantum erasure, quantum graph code, GHZ state.

I. INTRODUCAO

Sistemas quanticos estdo sujeitos a descoeréncia, que
¢ uma séria limitacdo para o processamento quantico de
informagdo [1], [2]. Cédigos corretores de erros quanticos
(CCEQ) permitem neutralizar os efeitos da descoeréncia.

Knill e Laflamme [5] estabeleceram as condigdes
necessdrias e suficientes a serem obedecidas por um CCEQ.

Gottesman [6] estabeleceu o formalismo de estabilizadores
que foi utilizado com bastante sucesso na definicio de uma
ampla classe de cédigos quanticos, os cédigos estabilizadores.

Grassl e outros [7] consideraram uma situacdo em que
a posicdo dos gbits errdneos € conhecida, denominando-a
modelo de canal de apagamento quantico (QEC - quantum
erasure channel, em inglg€s).

Recentemente, Schlingemann e Werner [8] apresentaram
uma técnica para construir cédigos estabilizadores quanticos
por meio de grafos com propriedades especificas, denominados
codigos grafos quinticos. Eles também estabeleceram as
condigdes necessdrias e suficientes para um grafo gerar um
c6digo de correcio de erro quantico, adaptadas de Knill e
Laflamme [5].

Este trabalho apresenta um cddigo concatenado que
possibilita tanto protecio contra um erro arbitrdrio quanto
protecdo contra a ocorréncia de um apagamento. Para isso,
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utiliza-se como cddigo externo um cédigo grafo quéntico de
cinco gbits, o qual ird realizar protecdo contra a ocorréncia
de um erro arbitrario. Como cdédigo interno, utiliza-se uma
codificagdo via estado GHZ de cinco gbits, na protecdo contra
um apagamento.

O trabalho € organizado como segue. Na secdo II serdo
brevemente apresentadas as ideias de apagamento quantico e
estado GHZ. Na sec¢do III mostra-se a construcdo do cédigo
concatenado fazendo uso de um cédigo grafo quéntico e de
um esquema via estado GHZ. Finalmente, na sec¢do IV faz-se
as conclusdes a respeito deste trabalho.

II. PRELIMINARES

Usualmente admite-se que o espago do sistema Hys seja
um produto tensorial de espacos bidimensionais Hs (gbits),
isto €,

Hsys:H2®~~®H2' (1)

2

Entretanto, isso € uma aproximagdo. Por exemplo, dtomos
usualmente tem muitos niveis que podem ser ocupados,
isso ¢ atribuido a uma evolu¢do dindmica ndo desejada do
sistema [7]. Portanto, o espaco de Hilbert do sistema H,ys
€ um produto tensorial de espacos multidimensionais com
subespacos bidimensionais usados para computagdo:

Hsys:Hk®~-~®Hk7
Hcomp:H2®---®H2;

em que Hcomp € 0 subespago de estados computacionais
"permitidos". Cada espaco bidimensional Hy é um subespago
de Hj, mas ndo necessariamente um fator tensorial de Hjy
(para simplificar foi assumido que a dimensdo de todos os
fatores tensoriais s@o iguais). Consequentemente, o espagco do
sistema H,,s somente pode ser decomposto como uma soma
direta de subespagos

1
Hsys = Hcomp S) Hcomp

e geralmente ndo como um produto tensorial. Durante as
computacdes livres de erro o sistema permanece em Heomp.
Qualquer populagc@o encontrada em Himp ¢ uma indicacao
de erro [7].

O modelo QEC ¢ ilustrado na situacdo a seguir [9].
Considere um sistema fisico constituido por um 4tomo no
qual a informacdo € corretamente codificada em dois niveis
energéticos. Estes niveis constituem o espagco computacional
Hcomp- Uma transi¢@o que leva um estado do sistema para fora
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do espaco computacional Hi;,mp ¢ entdo chamada transicdo

ndo-ressonante. A manipulacdo do sistema se faz através
de técnicas, utilizando um laser sintonizado na diferenca de
energia entre esses dois estados (transicio ressonante), que
permitem identificar a populagdo dos niveis de trabalho. Se
uma transi¢do é sinalizada através da emissdo de um féton,
por exemplo, e a medicdo da populacdo do nivel previsto
ndo indica variag@o, conclui-se que houve uma transi¢do néo-
ressonante. O estado assim foi levado para fora do espaco
computacional. Este fato caracteriza o canal de apagamento
quantico.

Para explicitar o que foi exposto acima, considere uma
situacdo de transicdo de niveis via emissdo espontdnea, um
fendmeno que naturalmente € produzido em sistemas quan-
ticos, que é uma fonte de erro (transi¢do ndo-ressonante)
cuja importdncia ndo deve ser desprezada. Pode-se medir
a populacdo nesses niveis, por exemplo, pela aplicacdo de
técnicas de salto quantico (quantum-jump, em inglés). Além
disso, tem-se que, apesar das transi¢cdes estimuladas serem
mais frequentes que as espontineas na faixa de microondas
(frequéncia v ~ 2 x 10'°Hz), as transi¢des espontineas sio
bem mais frequentes que as estimuladas no dominio 6ptico
(frequéncia v ~ 6 x 10'*Hz) [10]. Deve-se observar que a
optica é atualmente o dominio para comunicacdo quantica, o
que torna a ocorréncia de apagamento bastante relevante para
esse tipo de comunicacao.

Se ha a possibilidade de deteccdo de apagamento, entdo nio
€ necessario fazer uso de um cédigo que proteja contra erros
arbitrdrios para realizar a corre¢@o de erros ocorridos no canal
de apagamento. Para tal, pode-se usar um cédigo que realize
a protecdo somente contra apagamento [1], [7]. Levando em
conta isso e o que foi exposto acima, considera-se aqui um
c6digo concatenado em que a codificacdo e a decodificacio
internas sejam para protecdo contra apagamento.

Em geral, corrup¢do de informagdo nio é a priori 6bvia
para o observador, que deve codificar a informagdo de modo
especial para detectar tal corrup¢do. Uma forma que pode ser
explorada para realizar essa codificacdo € o uso de estado
Greenberger-Horne-Zeilinger (GHZ) [11], [12], [13]. O estado
GHZ é um estado maximamente emaranhado de trés gbits
[11]. Mas, apesar do estado GHZ ter sido idealizado para trés
gbits, ele pode ser estendido para N-gbits, conforme [13], [15],
[16]. Devido a isso, o estado GHZ tem sido util para muitas
aplicacdes, entre elas a constru¢do de cddigos corretores de
erros quanticos para sistemas multidimensionais [13].

III. CODIGO CONCATENADO PARA A CORRECAO DE UM
ERRO E UM APAGAMENTO QUANTICO

Nesta secdo apresenta-se a principal contribui¢do deste
artigo que € a construgcdo de um cdédigo quantico concatenado
para protec@o contra a ocorréncia de um erro arbitrdrio e um
apagamento.

Para mostrar como esse esquema de protecio da informagio
pode ser realizado por concatenagdo, serd considerado como
codigo externo o cddigo quantico [[5,1,3]] obtido via um
grafo 3-regular, o qual ird proteger a informagdo contra um
erro arbitrdrio. Como cédigo interno, para a prote¢do contra

um apagamento, faz-se uso de um esquema via estado GHZ
obtido em [19], devidamente adaptado e estendido para a
situacdo de cinco gbits, ja4 que o mesmo foi apresentado para
trés gbits.

O cédigo [[5,1,3]], o menor cdédigo de Hamming, foi
independentemente descoberto por Laflamme e outros [20] e
por Bennet e outros [21]. Uma nova prova da existéncia desse
codigo quantico foi dada por Schlingemann e Werner [8]
via cédigos grafos, fazendo uso do grafo roda Ws. J4 neste
trabalho, serd apresentado a obtengcdo do cddigo quéntico
[[5,1,3]] via um grafo 3-regular, o qual satisfaz as condigdes
estabelecidas em [8] para um cddigo grafo corretor de erro
quantico, conforme mostrado em [22].

Schlingemann [17] estabelece uma relagdo direta entre
codigos grafos e os chamados "estados agrupados'(cluster
states, em inglés). Esses estados foram introduzidos por
Briegel e Raussendorf para desenvolver algoritmos quénticos
por meio das medidas locais de von Neumann [23],
[24]. Dessa forma, considera-se que um estado agrupado
corresponde a um sistema de multiplos gbits para os quais
as posi¢des sdo rotuladas por vértices do grafo. Cada aresta
do grafo pode ser vista como uma interacdo entre os gbits
(vértices) conectados por ela. Um nimero ndo nulo (peso)
associado a aresta pode ser visto como a forca ou poder
da interacdo. Isso pode ser pensado, por exemplo, como
uma estrutura de um reticulado 6ptico bidimensional, em
que cada gbit ocupa um ponto dentro de um reticulado
ctibico bidimensional com interagdes entre os vizinhos mais
préximos.

Este trabalho segue a notacdo dada por Feng [25] para
coédigos grafos quénticos. [, representa um corpo finito com
p (primo) elementos.

Definicdo 1: Considere um mapeamento C-linear

Fro@E)F — @)
EREE ()

Um gbit |v) é um vetor ndo nulo em C?, neste caso k=1, em
que

lv) = ¢ol0) +c1|l) + ...+ cpilp— 1) (¢; € C).

Um n-gbit é um vetor ndo nulo em (C?)®" = CP". Pode-se
escolher uma base de CP por
{la1...an) =la1) ®laz) ® ... @ lan) : (a1,...,an) EF}. ()

Dessa forma, um k-qbit pode ser expresso como um vetor
ndo nulo

[v) = Z Cala) = Z Cay,..oaplar, ..., ak)
a=(ay,..., ak>g|r§ (ag,... ak)err,’;
= Y c(d®))d¥) € (€")®*, sendo (ca,, c(d¥) € C) 3)
aXerX
e f(|v)) (estado codificado) definido por
Fv)) = > f@)ld") e@Enen 4)

a¥yery
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em que

<%)(%((dx>t,<dy>t>.ft( d); ))
FICADIETED d cd®).  ©®

X X
d EFP

O conjunto @ = {f(Jv)) : |v) €
quantico [[n, k, d]],.

(CP)®FY ¢ um cédigo

Sejam X e Y dois conjuntos disjuntos representando
os gbits de entrada e sdida, respectivamente, e |X| = k e
|Y| = n. Para o cédigo [[5, 1, 3]], tem-se n = 5, k = 1
e d = 3. Assim, = 1le |Y| = 5. O grafo 3-regular
considerado possui seis vértices, como pode ser visto na
Figura 1.

e

) )

Fig. 1. Uma representacdo geométrica de um grafo 3-regular para o cédigo
(s, L, 311

Considerando o corpo Z,, este grafo tem matriz

To Yo Y1 Y2 Y3z Ya
To 0 \ 1 1 1 0 0
Yo 110 1 0 1 O
A_(AXX AXY)_yl 111 0 0 0 1
T\ Avx | Avy Ty 110 0 O 1 1
Y3 o1 o 1 0 1
Y4 oo 1 1 1 0

Considere o vértice xg € X como vértice de entrada e
os cinco vértices restantes como sendo de saida, ou seja,
Yo, Y1, Y2, Y3, Ya € Y (ver Figura 1). Assim, tem-se que

Yo

Y1

X = (z0); d¥ = Yo

Y3

Ya
Portanto, de acordo com a Definicdo 1, o cédigo quantico
para esse grafo é:
|v) = Z c(zo)|xo), em que c(zg) € C (6)

IOE[Fg(
¢ o estado inicial a ser codificado, e

flv) = > F(d”

(y0,y1,Y2,y3,y4)EFY

MYoy1y2y3ya) @)

em que

fd) =

Z e‘n’i(w)c(l,o)

onlFé(

sendo w = xoyo + Toy1 + Toy2 + Yoy1 + Yoys + Y1ya + Yy2ys +
y2y4 + y3ys, fornece o estado codificado por meio do grafo
utilizado (3-regular).

Tendo os elementos o, yo, Y1, Y2, 3,94 € Zo = {0,1},

assim o gbit serd dado pelo vetor

[v) = ¢(0)[0) +

c(D)[1),

em que ¢(0),¢(1) € C. (8)

Substituindo o vetor acima na equagdo (7), e realizando os

célculos, obtém-se que o estado codificado f(|v)) =

é

[)12345 =

[9)12345

@0]|00000) + a1]00001) + a2|00010) + a3]00011)  (9)

+04[00100) + «5]00101) 4+ a6|00110) + a7|00111)
+ag|01000) + ag|01001) + 10|01010) + v11]01011)
+a12\01100> =+ 0413|01101> + a14\01110> =+ 0415|01111

+ai16/10000) 4 a17]10001
+0ai20/10100) 4 a21]10101
+0124]11000) 4 c25]11001
+ai28|11100) 4 ai2]11101

em que

ag = c(0) + ¢(1);
asz = —c(0) —c(1);

ag = —c(0) + c(1);
ag = —c(0) + c(1);
a2 = ¢(0) + ¢(1);
a5 = ¢(0) + ¢(1);
a1g = —c(0) + ¢(1);
a1 = —c(0) — ¢(1);
azq = —c(0) — c(1);
as7 = ¢(0) 4 ¢(1)
1)

= - —

a1 = ¢(0) + ¢(1);
ayg = ¢(0) — ¢(1);

a7 = —c(0) + ¢(1);

aip = ¢(0) — c(1);

a1z = ¢(0) + c(1);
aie = c(0) — c(1);
aig = c(0) — c(1);

aze = ¢(0) + ¢(1);
agzs = ¢(0) + ¢(1);

asg = —c(0) + ¢(1);

asz; = c(0) — c(1).

)
+ a15]10010) + a19]10011)
+ r22]10110) + ara3|10111)
+ 02611010 + aa7]11011)
+ a30|11110) + agy[11111)

az = c(0) + c(1);
a5 = —c(0) + e(1);
ag = ¢(0) — ¢(1);
a1 = ¢(0) — c(1);
ara = —c(0) — e(1);

a7 = ¢(0) — c(1);
az0 = ¢(0) + ¢(1);
az3 = ¢(0) + ¢(1);

aze = ¢(0) + c(1);
azg9 = —c(0) + ¢(1);

Os estados gerados pela codificacdo acima sido ortogonais
entre si. Por exemplo, se for considerado ¢(0) =1 e ¢(1) =0,

obtém-se

e consequentemente f(]0)) =
Agora, considerado ¢(0) =

| > 12345-

v) = [1)

0ec(l) =1, obtém-se

e consequentemente tem-se que f(|1)) = |1)12345-
Depois de realizar os produtos tensoriais e as somas e/ou

subtracdes para os estados |0)12345 €

Deve-se  ter
£ =

em mente
{ox,0z,0y,I} podem ser introduzidos nessa

(0]1)12345 = 0.

que

|1)12345, verifica-se que

erros  arbitrarios

codificagdo. Assim, para a ocorréncia de erros no estado

codificado, tem-se

e} 12345 = 1) 12345

gerando modificacdes.

Tendo em vista que essa codificacdo obedece as condi¢des

isso implica que os estados apods

sofrerem a ocorréncia de um erro & continuam ortogonais.
Para ilustrar, considere a ocorréncia de um erro de inversao

estabelecidas por
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de bit no primeiro bit, destacado em negrito e sublinhado:
[¥')12345 =  @0]|10000) + @1]10001) + 2|10010) + c3]10011)
+4]10100) + ar5[10101) + a]10110) + or7|10111)
+g|11000) + arg|11001) + c10[11010) + c11[11011)
+a12[11100) + a13]11101) + a14]11110) + a15/11111)
+16/00000) + a17]00001) + a15]00010) + a1]00011)
+@20/00100) + 21 [00101) + c22]00110) + a:23]00111)
) )
) )

(10)

+a24\01000) + a25|()1001 + a%\QlOlO) + a27|()1011
+O¢28‘(_)1100> + O(29|(_)1101 + Otgo‘(_’lllO) + a3y I(_)llll .

Note que na ocorréncia desse erro as
a;(i =0,...,31) ndo sdo alteradas.

Agora, considerando que essa informagdo codificada
(incluindo os erros inseridos) venha a passar por um canal
com apagamento, apresenta-se a seguir como protegé-la.

Assim, no esquema a ser utilizado a partir de agora, cada
estado 16gico € um produto de duas partes gémeas do estado
GHZ (twin GHZ state, em inglés) de cinco gbits, sendo uma
extensdo do esquema relatado em [19]. O cédigo produzido
requer cinco gbits auxiliares (formando um total de dez gbits)
para a protecdo de cinco gbits de informacdo quantica contra
a ocorréncia de um apagamento.

amplitudes

Usando cinco qbits auxiliares (1°2°3°4’5’), pode-se
codificar o estado |v')12345, fazendo uso de
Ue(19")12345]00000) 12730405') = [¢') 1, (11)
em que a operagdo de codificagdo é realizada por
U = C54Cs3/Cs9/Cs01 C54C53C52C51 (12)

HS' H5055' 044/033/022/0111

Note que os cinco gbits auxiliares 1°,2°,3’,4°,5’ estdo
inicialmente no estado |00000). Neste trabalho, toda operagdo
conjunta, como a exposta acima, ird seguir a sequéncia da
direita para a esquerda. )

A codificagdo (12) € realizada por operagdes CNOT
(NOT-Controlada) quantica, em que o primeiro indice de
Cij refere-se ao bit de controle e o segundo ao bit alvo, e

or transformadas de Hadarmard H; no gbit ¢, a qual leva
0) — (|0) + 1)) e [1) — (|0) — |1)). Assim, depois desta
codificagdo, obtém-se
WYL = ol0)r +ai|l)L +a2(2)L + as|3)L + ould)r + as|5)L  (13)
+agl6)r +ar|7)L + asl8)r + agl9) L + a10]10) L + a11]11) L
+ai12(12) + a13[13) L + a14]14) L + a15]15) L + a16]16) 1
+ai7|17) L + 18]18) . + @19]19) . + @20[20) 1 + @21]21) 1,
+a22(22) 1 + @23|23) L + a24]|24) 1 + a25(25) L + a26(26) L
+a27|27) L + a2s]28) L + @20(29) L + @30[30) L + 31|31) L

em que os trinta e dois estados 16gicos sdo

[0y, = (]10000) + [01111)) ® (|10000) + [01111}),
[1);, = (]10000) — [01111)) ® (|10000) — [01111)),
2, = (]10010) + 01101)) ® (|10010) + [01101)),
[8)r, = (]10010) — [01101)) @ (|10010) — [01101)),
l[4);, = (]10100) + [01011)) ® (]10100) + [01011)),
[5), = (]10100) — [01011)) ® (|10100) — [01011)),
[6)r, = (]00110) + [11001)) @ (]00110) + [11001)),
7y, = (l00111) + |11000)) ® (|00111) + [11000)),
I8), = (]11000) + |00111)) ® (|11000) + [00111}),
9)r, = (]11000) — [00111)) ® (|11000) — [00111)),
|10), = (]11010) + [00101)) ® (|11010) + [00101)),
111) = (|11010) — [00101)) ® (|11010) — [00101)),
|12), = (]11100) + [00011)) ® (|11100) + [00011)),

[13)7, = (|]11100) + [00011)) ® (|11100) + [00011)),

[14);, = (J11110) + [00001)) ® (|11110) + |00001)),
|15), =  (]11110) — [00001)) ® (|11110) — [00001)),
|16) 1, = (]00000) + [11111)) ® (]00000) + [11111)),
[17), = (]00000) — [11111)) ® (]00000) — [11111)),
118) = (]00010) + [11101)) @ (]00010) + [11101)),
[19)r, = (|00010) — |11101)) ® (]00010) — [11101)),
|20y, = (]00100) + [11011)) ® (|00100) + |11011)),
[21) = (]00100) — [11011)) @ (]00100) — [11011)),
[22);, = (]00110) + [11001)) ® (]00110) + [11001)),
|28), = (]00110) — [11001)) ® (]00110) — |11001)),
24) 1, = (]01000) + [10111)) ® (]01000) + [10111)),
|25y, = (]01000) — [10111)) ® (]01000) — [10111)),
|26), = (]01010) + [10101)) ® (|01010) + |10101)),
127) = (|01010) — [10101)) ® (|01010) — [10101)),
[28)r, = (|01100) + [10011)) ® (]|01100) + [10011)),
[20)7, = (]01100) — |10011)) ® (]01100) — |[10011}),
[30), = (|01110) + |10001)) ® (|01110) + |10001)),
[31);, = (]01110) — [10001)) ® (|01110) — |10001)).

Note que, para todos os estados légicos, a parte esquerda
do produto corresponde aos cinco gbits da mensagem,
enquanto que a parte direita do produto corresponde aos
cinco gbits auxiliares e a sequéncia do arranjo dos dez gbits
é 1,2,34,5,1’,2°,3°,4°5° da esquerda para a direita. Para
simplificar a notagdo, fatores de normalizag¢do serdo omitidos
aqui e no resto deste trabalho.

Considere o caso no qual o gbit 1 sofreu descoeréncia.
Devido a |0) e |1) formarem uma base para o gbit 1, é
preciso somente saber o que aconteceu naqueles dois estados.
Em geral, o processo de descoeréncia deve ser

|€0)0)

—

|€0)[0) + lex)|1),
(14)
|eo) 1) |€0)10) + [e1)]1),

em que |eg),|e1), |ep) e |€]) sdo estados apropriados do
ambiente, ndo necessariamente ortogonais ou normalizados
e |eg) é o estado inicial do ambiente. Serd mostrado a
seguir, que durante a operacdo de restauracdo ndo existe a
necessidade de realizar quaisquer operacdes no gbit 1. Para

simplificar, a equag@o (14) serd reescrita como

—

le0)|0) — 10,

(15)

—

|eo)[1) 1),
em que os estados do ambiente acima |eg), |e1), [€)) € |€])
estdo incluidos em |0) e |1). Serd visto agora o que ocorrerd

ao estado codificado |1)") . Depois da descoeréncia, ele ficard
da seguinte forma

= ao|0)r +ai|l)r + a@2|2)r + a3|3)r + asald)r (16)
+as|5)L + a6l6)L + ar|7T)L + osl8) L + ael|9) L
+a10]10) 4+ a11|11) 1 + a12|12) 1 + a13]13) L
+aia|T4) L + a15(15) L + a16]|16) 1 + 17|17
+a18|18) L + 019|19) L + 20(20) L + a21]21) L
+o22|22) 1, + 23]23) L + 024|24) 1 + a25|25) L

)

)

[¥") L ® leo)

+a6|26) 1 + aa7|27) 1 4+ @28]28) 1 + @20(29) 1
+a30|30) L + a31[31) L

EARGARG ARG IR

em que

= (|10000) +
= (|10000) —
= (|10010) +
= (|/io010

01111)) ® (]10000) + [01111)),
01111)) ® (|10000) — [01111)),
01101)) ® (]10010) + [01101)),
]
6

1101)) ® (|10010) — [01101)),
= (/10100 [01011)) ® (]10100) + [01011)),
= (|io100 [01011)) ® (]10100) — [01011)),
= (|00110) + |11001)) ® (|00110) + |11001)),
= (|00111) 4 |11000)) ® (|00111) + |11000)),

)
)
)
)
)
)

+

[T v A o R Ot
[N < BN « BN o S I I o
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I8), = (]11000) 4 [00111)) ® (|]11000) + [00111)),
19), = (]11000) — |00111)) ® (|11000) — [00111)),
[T0);, = (I11010) + [060101)) ® (]11010) + [00101)),
[T1)r, = (]11010) — |00101)) ® (|11010) — |00101)),
[12);, = (|11100) + [60011)) ® (|11100) + [00011)),
[13);, = (111100) + [60011)) ® (|11100) + [00011)),
[Ta);, = (111110) + [060001)) ® (]|11110) + [00001)),
[18)7, = (]11110) — |[00001)) ® (|11110) — |00001)),
[T6);, = (100000) + [11111)) ® (]00000) + [11111)),
[T7)r, = (100000) — |11111)) ® (|00000) — [11111)),
[18);, = (l00010) + [11101)) ® (]00010) + [11101)),
[T9)r, = (]00010) — |11101)) ® (|00010) — [11101)),
[20)r, = (]00100) + |11011)) ® (]00100) + [11011)),
[21) = (160100) — [11011)) ® (]00100) — [11011)),
[22);, = (]00110) + |11001)) ® (]00110) + [11001)),
[28)y, = (]00110) — |11001)) ® (]00110) — [11001)),
|24) 1, = (101000) + |10111)) ® (]01000) + |10111)),
[25), = (]01000) — |10111)) ® (]01000) — [10111)),
[26)r, = (]01010) + |10101)) ® (]01010) + [10101)),
27y, = (]01010) — |10101)) ® (]01010) — [10101)),
[28)y, = (]01100) + |10011)) ® (|01100) + |10011)),
29y, = (]01100) — |10011)) ® (]01100) — |10011)),
[30)r, = (]01110) + |10001)) ® (]01110) + [10001)),
[31) = (]01110) — |10001)) ® (]01110) — [10001)).

Comparando os estados légicos de (16) com os de (13),
pode-se notar que para cada estado légico "ruim"(com
apagamento) de (16), a parte direita do produto, que
corresponde a codificacdo dos cinco gbits auxiliares, estd
intacta.

Depois disso, realiza-se uma transformacdo unitdria nos
cinco gbits auxiliares que serd considerada como a operacio
de decodificacdo parcial (desde que os gbits 1,2,3,4 e 5 ndo
estdo envolvidos na operagdo de decodificacdo). A operacdo

de decodificacdo é como segue

Z/{d - H5/O5/4/C5/3/05/2/C5/1/,

Depois da decodificag@o, obtém-se

0), = (110000) 4 [01111)) ® |10000),
iy, = (]10000) — |01111)) ® [10001),
12), = (]10010) 4 [01101)) ® [10010),
3y, = (/10010) — |01101)) ® [10011),
|4y, = (110100) 4 |01011)) ® |10100),
5, = (/10100) — |01011)) ® [10101),
I6), = (100110) 4 |11001)) ® |00110),
7y = (1060111) 4 |11000)) ® [00111),
[8) 1, = (111000) + [00111)) ® |11000),
19) 1, = (111000) — |00111)) ® [11001),
|10)7, = (]11010) + |060101)) ® [11010),
|11) f, = (]11010) — [00101)) ® [11011),
|12) = (]11100) + |00011)) ® [11100),
[18)7, = (]11100) + |00011)) ® |11101),
|14) 1, = (]i1110) + |00001)) ® [11110),
|15);, = (|11110) — |00001)) ® [11111),
|16) 1, = (100000) + |11111)) ® |00000),
117) 1, = (160000) — |11111)) ® |00001),
[18)7, = (]00010) + [11101)) ® [00010),
|19y, = (]00010) — |11101)) ® [00011),
[20)7, = (]00100) + |11011)) ® [00100),
|21y, = (]00100) — |11011)) ® [00101),
|22);, = (]00110) + |11001)) ® [00110),
|23);, = (]00110) — |11001)) ® [00111),
|24);, = (]01000) + |10111)) ® [01000),
|25)7, = (]01000) — |10111)) ® [01001),
|26);, = (]01010) + |10101)) ® [01010),
|27y, = (]01010) — |10101)) ® [01011),
|28);, = (]01100) + |10011)) ® [01100),
29);, = (]01100) — |10011)) ® 01101},
[30)7, = (]01110) + |10001)) ® [01110),
[81)7, = (]01110) — |10001)) ® [01111).

O préximo passo € aplicar uma operacdo de recuperacdo
de erro para extrair o estado (9). Ela pode ser realizada por
uma transformacdo unitdria nos gbits 2,3,4,5,1°,2’,3°4’ ¢ 5°,
a qual € descrita por

Uy = T11514 Z514T11504Co15C 3131 Cyr g1 C119C13C14Crs - (18)

em que Ty/54 € uma operacdo de porta Toffoli [1], e Z54
€ uma operacido oz de Pauli controlada. Uma operagdo de
porta Toffoli Tj;;, tem dois bits de controle correspondendo
ao primeiro e segundo indice (¢, ), e o bit alvo k. Quando
os dois bits de controle estdio no estado |11), o estado
do bit alvo ird mudar, seguindo |0) — |1) e |1) — |0);
enquanto que quando os dois bits de controle estdo no estado
|00), |01) ou |10), o estado do bit alvo serd invariante. A
operagdo oz de Pauli controlada Z;; tem o bit de controle
i e bit alvo j, o qual envia o estado do bit alvo |0) — |0)
e |[1) — —|1) quando o bit de controle estd no estado |1);
caso contrdrio, quando o bit de controle estd no estado |0),
o estado do bit alvo ndo muda. Realizando os célculos,
pode-se facilmente verificar que depois da operacdo U,., o
sistema composto dos dez gbits e o ambiente estardo no estado

(100000) + [11111)) & |4 ) 1727314757, (19)

em que

@0]10000) 4 a1 [10001) + a2|10010) + 3|10011)
+04]10100) + a5]10101) + a6 |10110) + a7|10111)
+0ag|11000) + ag|11001) + a10]11010) + a11|11011)
+012|11100) + r13(11101) + a14]11110)
+a15|11111) + 016]10000) + ar17|10001) (20)
+0a15/00010) + a19|00011) + r20]00100)
+021|00101) + r22|00110) + c23(00111)
+0124/01000) + r25(01001) + c26/01010)
+aa7]01011) + 25]01100) 4 g9 |01101)
+030/01110) + ovg1|01111

’
[ ) 1727304050 =

o o=

Das equagdes (19) e (20), pode-se notar que a operacdo de
restauracdo anterior € uma operacdo de desemaranhamento,
que faz os cinco gbits 1°,2°,3°,4’ e 5’ ndo mais emaranhados
com o sistema restante, isto é, os cinco gbits 1,2,3,4,5 e
o ambiente. Ainda que os cinco gbits 1,2,3,4, e 5 estejam
emaranhados com o ambiente, a informacdo originalmente
carregada pelos gbits 1,2,3,4 e 5, tem sido completamente
transferida dentro dos cinco gbits 1°,2°,3°,4’ ¢ 5°, e o estado
(9) é exatamente reconstruido diretamente dos cinco gbits
’'2°34 e5.

Diretamente se extrai o estado que serviu de entrada na
operacdo de codificagdo quando o erro ocorre no gbit 2, 3,
4 ou 5. As operacdes de decodificagdo e recuperacio para o
caso do gbit 1’ ou 2’ ou 3’ ou 4’ ou 5’ sofrer apagamento sio
similares a essas - veja quadro no Apéndice I.

O exemplo acima demonstra que os erros que sio protegidos
pelo cddigo externo ndo sdo alterados por esse esquema de
codificagdo-decodificacdo-recuperacdo (cédigo interno), uti-
lizado para proteger contra a ocorréncia de um apagamento.

Assim, uma vez recuperada a informagdo que passou pelo
canal de apagamento, deve-se aplicar o decodificador para
o codigo externo, codigo grafo quantico, a fim de corrigir
a ocorréncia de um erro arbitrdrio e recuperar a informacao
original.
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A operacdo de decodificacdo de um cédigo grafo quantico é
baseada em uma extensao apropriada do grafo de codificacio
pela adicdo de vértices sindromes L e arestas que conectam
estes vértices com os vértices de saida Y de uma maneira
apropriada [26]. Os vértices sindromes L sdo vértices de
medida usados para estabelecer a sindrome.

A implementagdo da decodificagdo para esse codigo grafo
quantico pode ser descrita como um procedimento de quatro
operacdes elementares [26]:

1) Os gbits de entrada X, bem como os gbits sindromes L,
sdo individualmente preparados no "estado padrdo"(3);

2) Um passo elementar inverso da dindmica discreta (4),
o qual corresponde ao grafo de codificacdo estendido, é
realizado;

3) Os gbits de saida Y s@o medidos independentemente
na autobase ox e os gbits sindromes L sd@o medidos
independentemente na autobase oz, que produzem uma
medida resultante que € a sindrome de erro;

4) Dependendo da sindrome de erro, uma operagdo unitdria
local é efetuada, que € a operagdo de correcdo final.

Dessa forma, a informagdo original é recuperada por este
codigo concatenado na ocorréncia de um erro arbitrario e um
apagamento.

IV. CONCLUSOES

Neste trabalho foi proposto um cédigo concatenado que
protege a informacdo da ocorréncia um erro arbitrdrio e um
apagamento, em que se utilizou como cédigo externo um
codigo grafo quantico de cinco gbits e, como codigo interno,
um esquema de codificacdo via estados GHZ. Com isso,
mostrou-se como codificar um gbit via um grafo 3-regular,
gerando o cddigo grafo quantico [[5,1,3]], para proteger
contra a ocorréncia de um erro arbitrario. Depois, esse cédigo
passou por uma codificacdo via estados GHZ, usando cinco
gbits auxiliares, para proteger contra a ocorréncia de um
apagamento quantico. Ao final, ilustrou-se o esquema de
protecdo contra apagamento, recuperando o estado codificado
- com a permanéncia do erro ocorrido antes dessa codificacio
interna, o qual serd corrigido pelo cdédigo externo.

Além disso, contribuiu-se aqui com a extensdo para estados
GHZ de cinco gbits do esquema apresentado em [19],
incluindo todos os operadores de decodificagdao e recuperacao
- ver Apéndice L.

Este trabalho também representa uma contribuicdo para os
codigos grafos quanticos, tendo em vista que 0 mesmo mostra
uma maneira de inserir a prote¢do contra a ocorréncia de um
apagamento para esses cddigos por meio da concatenacdo
apresentada.
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APENDICE I
Operador Decodificagao
Uy = Hs/ CorgCor3 Corr Cory/
Uy = H5Cs54C53C52Cs1

q
:2,3,45

Posigao gbit
]
1,2,3,4,5

Posigao gbit Operador Recuperagao

Z/[r = T1/5/425/4T1/5/4C212C3/3/ C4/4/ C1/2C1/3C114C1/5

Z/Ir = T2/5/325/3T2/5/3C111C3/3/ C4/4/ C2/1C2/3C214C2/5

Z/{r = T3/5/225/2T3/5/2 Cll1C2/2C4I4C3/1C3/2C3/4C3/5

Uy = Tars1Z51 Tar'1C171Cor2Ca3Car1CaraCar3Cars

O & W N =

Ur = Z5/4C111Cp2C33Cy14

Ur = T1s4: Zsar T1sar Copr C33: Caar Cior Cu3 Crgr Cr

Ur = Tos3 Z53: Tos3r 117 Ca3r Caar Corr Cozr Cor Cosr

Ur = T35 Z51 T350/ C11r Copr Cagr G317 G0 Coar Gy

Ur = Tus10 Zs1r Tas1r Crav Copr G330 Ca1r Capr G Cusr

S ENEEIN BN

Uy = Zs4Cry Conr Caz Canr




