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Forma Simplificada de Determinagao das
Funcoes de Atraso Filanovsky-Matkhanov
¢ Propostas de Modificagdes

Douglas David Baptista de Souza e Sidnei Noceti Filho

Resumo: Neste trabalho, € mostrada uma forma simplificada
de determinacdo de fungBes de atraso Filanovsky-Matkhanov.
Tais fungbes, quando comparadas com outras funcdes classicas
como, por exemplo, Bessel, apresentam tanto um atraso maior
guanto uma maior seletividade. S3o também discutidas
modificagBes que preservam a ordem da funcdo original, sgja
alargando a banda passante sem alterar o tempo de atraso ou
aumentando o atraso sem modificar a banda. S&o mostrados
resultados obtidos por simulaces.

Palavras-chave—Aproximagéo de Bessel, fungfes de atr asos.

Abstract: In this work, a simplified way of determining the
Filanovsky-Matkhanov’'s delay functions is shown. These
functions, when compared with other classical ones, such as
Bessal, for instance, present a larger delay as well as selectivity.
Several types of modifications are discussed, preserving the
order of the original function, for instance, increasing the
bandwidth without changing the delay time or the delay without
changing the band. Results from simulations ar e showed.

Keywords—Bessel approximation, delay functions.
I. INTRODUCAO

Redes de atraso tém importantes aplicagdes em sistemas de
processamento de sinais, particularmente em redes de alta
velocidade e em sistemas de controle. Um sistema idealizado
(ndo fisicamente realizdvel), que atrasa um sinal sem
distorcao (ver Fig. 1), apresenta uma fun¢@o de transferéncia
T(s) dada por (1), a qual apresenta uma largura de banda
infinita e um tempo de atraso T, constante para todas as

freqiiéncias, resultando na saida em um sinal sem distorgéo.
T(s)=Ke %, (1)
Conseqiientemente, a resposta em freqiiéncia T(®) ¢é:
T =K e ®T0=Y(w)/ X(v) @)

onde Y(w) e X(w) sdo as transformadas de Fourier dos sinais
de saida y(t) e de entrada x(t), respectivamente.

Entdo, [T(w)|=K e 6(w)=-0T, (K>0) (equagio de
uma reta com inclinagdo —T, que passa pela origem). A
transformada de Laplace inversa, dada por (3), mostra que o
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sinal de saida do sistema idealizado ¢ simplesmente
multiplicado por uma constante K e sofre um atraso no tempo
iguala Ty .
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Fig. 1. Transmissdo sem distor¢do (K >0).

y(U) =K x(t-=To). 3

Na pratica, solu¢des aproximadas sdo obtidas com fungdes
reais racionais em Sna forma T(S)= N(S)/ D(s). No entanto,
nao se pode afirmar a priori qual a melhor solugdo sob o
ponto de vista da banda desejada e do atraso requerido. Por
exemplo, um sinal com contetido espectral limitado pode
exigir do filtro uma banda limitada para maximizar a relagdo
sinal/ruido. Assim, o projetista deve ter opcdes de fungdes de
aproximacdo que apresentam diferentes larguras de banda e
diferentes atrasos.

Para uma dada fun¢@o, sempre € possivel alterar o valor do
atraso através de escalamento de freqiiéncia por um fator a.
No entanto, existe uma relacdo biunivoca entre a banda e o
valor do atraso devido a propriedade escalar da transformada
de Fourier. Se f(t) & F(w), entdo f(at) < (1/a)F(w/a).

Entdo, para uma determinada banda, diferentes atrasos
podem ser obtidos com a utilizagdo de diferentes fungdes, as
quais tém sido propostas na literatura por diferentes autores
[11-[3].

Uma das fung¢des mais usadas por projetistas ¢ a funcao de
aproximacdo de Bessel (BS) [4], que ¢ uma aproximacdo de
ordem n da funcdo em (1). Assim, quanto maior for a ordem
n, melhor serd a aproximagdo da equagdo e, portanto, maior
sera a faixa de freqiiéncia em que o atraso permanecera
constante, mas também com o filtro ficando mais seletivo.
Devido as limita¢des inerentes da fungdo BS, os projetistas
necessitam de varias opgdes para a obtencdo de diferentes
bandas e de diferentes atrasos.
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Uma destas fungdes ¢ a Filanovsky-Matkhanov (FM) [2],
cuja forma simplificada de determinagdo é mostrada neste
trabalho. Também sdo sugeridas modificacdes na fungdo
original FM, com o intuito de se obter diferentes atrasos para
uma mesma banda ou obter diferentes bandas sem alterar a
fase.

Este trabalho est4 organizado da seguinte forma. Na Sec¢do
II, é discutida a fung@o de atraso FM e ¢é apresentada uma
expressdo geral simplificada que apresenta menos parametros
variaveis do que a expressdo apresentada em [2]. Na Secdo
I1I, as fungdes FM sdo comparadas com as func¢des BS e sdo
apresentados resultados de simulagdo para varias ordens. Na
Secdo IV, sdo discutidas fun¢des FM Modificadas. Na
Secdo V, sdo apresentadas as conclusdes deste trabalho.

II. FUNCOES DE ATRASO FILANOVSKY-MATKHANOV

O processo para se obter as fungdes de atraso Filanovsky-
Matkhanov (FM) [2] pode ser dividido em alguns passos.
Inicialmente, consideram-se as fungdes seno mostradas em
(6) como uma aproximagdo no dominio do tempo da resposta
ao impulso ideal. Em seguida, acha-se a transformada de
Laplace dessa aproximagdo. A representagdo no dominio da
freqiiéncia sera uma funcéo nio-realizavel. Logo, é necessaria
a realizagcdo de outra aproximagdo para se obter uma FT do
tipo polinomial.

0 O<t<t

h(t) = { Ksen®™B(t —1) T<t< 1+%. (6)
0 t>’E+I
2

A partir de (6), adotando-se m=1, K=4/Te 1t=T/4,
onde T=2n/P ¢é o periodo do seno ¢ B ¢é um fator de escala

genérico, obtém-se as fungdes de atraso FM, apresentadas em

(.

0 O<t<1t
ht) = { % sen’B(t— 1) T<t<tir. (7
T 2
0 t>r+I
2

A transformada de Laplace de (7) é

8[32 (1 _ e—(sT/z)s ) e—(‘C)S
F(9)= ——— ()
Ts(s +4B )
A expressdo em (8) pode ser reescrita como
) Senh(zﬁ} o (TT/4)s
F(s)= > . )
n [(5/2[5) +l}(s/[3)

Para transformar (9) em uma FT realizavel, deve-se efetuar
a seguinte aproximacao:

ns) ms, &
senh( J I+—1
2B 2[3 4B
Através de um simples algebrismo, substituindo-se (10) em
(9), tem-se que

(10)

F (S) ~ e*(‘C+t/4)S .

)

Como 1=T/4 ¢ T=2n/B,

s=(B/2)s", pode-se reescrever (11) como

e tomando a normalizag¢do

o (s

F(s)= (12)
Fazendo-se S"= jo e considerando que
sen(ﬂj—ﬂﬁ 1_0)_2 (13)
2) 25 4
e
oo 2
cos = 14
( j .rg[ (2i +1)? J (9
tem-se

0% O = o’
F ||1————||1—— 1
(jo)= | o[ Qi+1) ] J 5 | ( -2] (15)

gerando a FT mostrada em (16).

T(s)= . A o (16)
H(s +(2i+1) )+SA2(H(S”2+4i2))

i=0

—

onde
A:fﬁarnf (17)
e it
1,043[r|l[(2i+1)2
A= — . (18)

f1(4ﬂ-q

Para se obter T(S), basta substituir s"=(2/B)s em (16).
Deste modo:

T(%jnmj (zi+1)2J+(%j’*2(ﬁ[[2ﬁsj2+4izﬂ
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Em (20), ¢ mostrada uma forma simplificada da fungdo FM
determinada em (19), no sentido em que ndo possui o
pardmetro designado por B (presente na expressdo geral de
[2]). Esse parametro, apds alguns algebrismos, pode ser
eliminado da equagdo geral porque nada mais é do que um
parametro de normalizagdo. Portanto, os parametros variaveis
passam a ser apenas N, e Ny presentes em (18).

Ny

[J@i+1?

T(s)= —

1,043ﬁ(2i +1)° [

n .
H(s’2 +(2i +1)2)+s’ =

h ﬁ(gum)}

i=1
(20)

E possivel mostrar que a ordem n das fungdes obtidas ¢
dada por

Caso par: n=2(n,+1) ,com n,=n

Caso impar:  n=2n,+1 ,com n,=n +1

Com a equagdo geral dada em (19), considerando ordens
até n=10, considerando B variando de 1 até 4, 64 diferentes

fungdes de transferéncia sdo obtidas, sendo que apenas 28
delas séo estaveis. Como podemos prescindir do pardmetro

(normalizagdes posteriores podem ser efetivadas) e as
fungdes instaveis ndo nos interessam, as fungdes FM até a
ordem 10 podem ser determinadas diretamente da Tabela I.
Fungdes de qualquer ordem podem ser obtidas com a
aplicagdo de (20).

Conforme apresentado em (6), sugere-se que uma resposta
ao impulso ideal pode ser aproximada por outras fungdes
seno de ordem par. Foram efetuadas aproximacgdes para
m=2,3,e4, porém os resultados obtidos ndo foram

satisfatorios, pelo aparecimento de ripple na resposta em
magnitude, overshoot na resposta ao degrau e ondulagdes
relativamente grandes no atraso de fase.

A mudanga da ordem da fung@o seno, que aproxima a
resposta ao impulso, reflete-se na variacdo do fator A,,
apresentado em (18). Pode-se observar em (19) que A, sera
uma constante multiplicativa que aparece apenas nos
coeficientes dos termos de ordem impar. Logo, variando-se o
valor de A, em uma determinada quantidade, obtém-se a
mesma variagdo nos termos de ordem impar do denominador
da FT.

Na fun¢do FM de décima ordem mostrada no final da
Tabela I (n, =N, =4), observou-se que melhores resultados

foram obtidos ao diminuir o valor de A, em uma faixa de até
10% do valor original.

A Tabela IT apresenta a FT de décima ordem também em
funcdo de A,. S8o mostradas também as func¢des obtidas
quando esse termo decresce 5% e 10% em relagdo ao valor
original.

TABELA 1
CASOS ESTAVEIS DE FUNCOES (FM) ATE A ORDEM 10
n=4

T(s)

T(s)=

T~ 225
0,14957 +5° + 8,344 + 355" +116,85” + 25957

+343,35' +225

T(S)=

s +7.30187 + 845 +408.95° +19745* + 57245
+129165? +1,682x10*s +11025

T(s)

T 0,11598° + 88 13,9187 + 845 + 506,28 +19745*
+608257 +1291657 +1,709%10*s +11025

, 893025
s10 49,3875 +1655® +112657 +87785° +4,1x10%s”

+1728105* +4,926%x10° s> +1,057x10°5 +
+1,384%10°5 + 893025

TABELA II
FUNCOES FM DE ORDEM 10 OBTIDAS COM A VARIACAO DE A,

893025
0+ A,8° +1658% +119,953A, 87 +87785° +
4367,74A,S° +1728108 +52476,83 A, 5> +
1,057 %1095 +147437,946 A, ' + 893025

___________________ A; com diminuigdode 5% __________________
, 893025
T(S)= /10 9 78 7 76
S +8,917s” +165s” +1070s " +8778s” +
3,895x10*s> +1728105* +4,68x10°S™ +
1,057x10°s2 +1,315x10%s" + 893025
Ay comdiminuigiode 10%__________________
, 893025
T(s)= /10 9 8 7 /6
s10 18,4485 +1655° +101457 +87785° +
3,69x10*s° +1728105* +4,434x10°s™ +

1,057%x10°s? +1,246x10° S’ + 893025

III. COMPARACAO ENTRE AS FUNCOES FM E BS.
RESULTADOS DE SIMULACAO

As caracteristicas das fun¢des devem ser comparadas apos
a realizagdo de algum tipo de normalizagdo. Consideramos
ndo ter nenhum sentido comparar fungdes como foram
inicialmente concebidas, pois quando um determinado tipo de
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normalizacdo ¢ efetuado, os resultados podem ser
completamente alterados devido a propriedade escalar da
transformada de Fourier, ja discutida neste trabalho. Os tipos
de normalizagdo mais freqiientemente utilizados sdo:

i) Fungdes de mesma ordem sdo normalizadas de modo a
apresentar a mesma atenuacao, por exemplo, 3 dB, no limite
da banda normalizada de 1rad/s .

Se a funcdo obtida ndo apresenta naturalmente a desejada
atenuagdo A,,, em lrad/s, na funcdo original chamamos o
argumento  de s. Posteriormente,
numericamente a freqiiéncia y, através

[T()]5, = 2010g[T(S)

determina-se
da fungdo

dojoy> D3 qual se tem a atenuagdo

An.x desejada (ver Fig.2). Apos, faz-se uma mudanga de
variavel, substituindo-se S por S'=®\S na fungdo T(S).
Assim, no limite da banda passante normalizada, sera obtida a
desejada atenuagdo. Nesse caso, a freqiiéncia dos podlos fica
dividida por oy (5 =S/ ®y ). Entdo, os tempos de atraso
ficardo multiplicados por @y .

Ty(0) = T4 (@) X0y .

ii) As fungdes comparadas apresentam a mesma ordem e a
mesma atenuagdo, por exemplo 40 dB, no limite da banda de
rejeicdo  normalizada ®g=1rads. O método de

determinagdo da fun¢do normalizada ¢
apresentado no item anterior.

iii) Para fungdes de mesma ordem, os atrasos de grupo sdo
normalizados para apresentar o mesmo atraso de grupo na
origem Ty(0)=1s, ou o mesmo valor do atraso de grupo

analogo ao

médio em uma banda de interesse (Typegip =15). Seja uma

funcdo que apresenta na origem um atraso ‘c'g (0)=t, . Assim,
. _— r e 4

o atraso normalizado Ty(0) sera T,(0)=14(0)/1=1s.

Entdo, os novos pdlos serdo § =S XT, . A normalizagdo

correspondente na fungio é S'=5/1,.

Nos casos i) e ii), uma posterior desnormaliza¢do para uma
freqiiéncia ®, qualquer pode ser obtida por uma simples
mudanga de varidveis S=S/®,.

No caso iii), uma posterior desnormalizacdo para a
obten¢do de um 74(0) qualquer pode ser obtida por uma
simples mudanga de variaveis §=14(0)xs.

As Fig. 3 e 4 apresentam a magnitude, o atraso de fase e a
resposta ao impulso das fungdes BS e FM normalizadas por
oy (ver Tabela III), tal que essas apresentem uma atenuacao
de 3dB na freqiiéncia de 1rad/s. As ordens consideradas
foram n=4, 6, 8 e 10. As diferentes caracteristicas que se
destacam sdo: para uma mesma atenuacgao no limite da banda
passante e para uma mesma ordem, as fungdes FM
apresentam uma maior seletividade e um maior valor de
atraso em uma faixa de freqii€éncia maior. Isso ao custo do

aparecimento de ripple nas fungdes de atraso, o que
caracteriza uma maior ndo-linearidade da fase.

T Tt N dm TIT( ) 4B
0 0
|
. |
1 | 1
Wy w G:UJN:'] W= W

)] (k)

Fig. 2. (a) Fungdo antes do escalamento; (b) fungdo apos o escalamento.

TABELA 111
VALORES DE @y OBTIDOS NUMERICAMENTE PARA
AS OITO FUNCOES ESTUDADAS

oy (BS) oy (FM)
n=4 2,114 1,65
n==6 2,70 2,02
n=_8 3,18 2,32
n=10 3,6 2,56

IV. FUNCOES FM MODIFICADAS

Sao discutidas, nesta se¢do, quatro formas de modificar as
fun¢des FM sem alteragdo da ordem da fun¢@o original.

i) Aumento do Atraso para uma mesma banda:

Isto pode ser obtido com a variagdo de A,, discutida na
secdo II. O preco que se paga ¢ uma deterioracdo da
linearidade da fase. A Fig. 5 mostra um exemplo de uma
fungdo FM de ordem 10, com A, decrescendo em 5% ¢ 10%.

ii) Aumento da Banda sem alteragdo da fase e,
conseqiientemente, do atraso:

Isto é conseguido incluindo zeros em simetria especular na
fun¢do FM. A Fig. 6 mostra um exemplo onde a banda foi
aumentada com a simples colocagdo de um par de zeros reais
em =*3,3rad/s, gerando um numerador Npy(S)=
—(s? -10,89).

Respeitando a simetria especular, os zeros podem ser
complexos ou reais. Nesse exemplo, a fungdo FM possui
ordem 8.

iii) Aumento da banda dobrando o valor do atraso:

Se Dpy(S) € o denominador de uma funcdo FM, entdo ao
incluir no numerador o polindmio Dgy(—S), a banda se
tornara teoricamente infinita e o atraso obtido sera o dobro do
atraso da funcdo original. A Fig.7 mostra um exemplo onde a
fungdo FM possui ordem 10.

iv) Aumento do atraso ¢ da linearidade da fase sem
alteragdo da banda:

Isto se obtém com a classica equalizacdo de fase obtida
pela cascata do filtro original com uma se¢ao all-pass.

VII. CONCLUSOES

Neste trabalho, foi apresentada uma forma simples de
determinagdo das fungdes de atraso Filanovsky-Matkhanov
que mostram caracteristicas vantajosas em relacdo a fungdo
de Bessel. Foram também apresentadas formas de alterar as
caracteristicas temporais e/ou fase sem alterar as
caracteristicas de amplitude e vice-versa. As simulagdes
foram efetuadas com o software SG2, disponivel no enderego
eletronico http://mww.linse.ufsc.br/~sidnel.
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Fig. 3. Fungdes BS para A, =3dBem 1 rad/s. (a) Magnitude; (b) atraso de Fig. 4. Fungdes FM para A ,, =3dB em 1 rad/s. (a) Magnitude; (b) atraso de
fase; (c) resposta ao impulso. n=4 (preto), Nn=6 (azul), n=8 (verde), fase; (c) resposta ao impulso. n=4 (preto), Nn=6 (azul), n=8 (verde),
n=10 (vermelho). n=10 (vermelho).
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Fig. 5. Fungdes FM para A, =3dB em 1 rad/s. (a) Magnitude; (b) atraso de
fase; (c) resposta ao impulso. Com A, original (preto), com 0,95x A, (azul)

e 0,9xA, (vermelho).
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Fig. 6. Exemplo do aumento da banda sem alteragdo da fase. Fungdo original
(preto), fung@o com zeros reais (azul).
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Fig. 7. Exemplo do aumento da banda dobrando o valor do atraso. Fungdo
original (preto), passa-tudo gerado a partir da fungéo original (azul).
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