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Uma Nova Funcado de Aproximagao Least Square
com Zeros Imaginarios Obtidos por Otimizacao

Calisto Schwedersky e Sidnei Noceti Filho

Resumo: Neste trabalho, é estudada uma classe especial de
fungdes de aproximacdo que utiliza o método least-squares, o
qual confere minima perda de poténcia na banda de passagem.
Esse método permite a escolha de algumas peculiaridades, tais
como monotonicidade ou ripples variaveis; énfase para algumas
freqiéncias na banda de passagem; escolha da banda a ser
minimizada e inclusdo de zeros imaginarios. Também ¢é
apresentada uma nova fungéo de aproximag&o (SN), que utiliza
uma fungdo caracteristica least-squares em que se aplica
novamente o mesmo método para otimizar a banda de rejeicéo.
Essa otimizagcdo produz zeros imaginarios, 0os quais tornam a
funcdo mais préxima de um brick-wall filter.

Palavras-chave—Filtros passa-baixa, fun¢des de aproximacao,
poélos e zeros.

Abstract: In this paper, a special class of approximation
functionsis studied using the least-squar es method, which yields
a minimal of power loss in passband. This method allows the
choice of some proprieties, such as either monotonic or
nonmonotonic, weighting of some passband frequencies, band
choice to be minimized, and inclusion of imaginary zeros. In
addition, a new approximation function (SN) is presented, which
uses a least-squares characteristic function, applying again the
same method to optimize the bandstop. This optimization
provides imaginary zeros, which makes the obtained function
nearest of a brick-wall filter.

Keywords—L ow-pass filters, approximation functions, poles
and zeros.

I. INTRODUCAO

Uma importante classe de Fungdes de Aproximacao de Filtros
sdo as chamadas Least-Square Approximations (LS). Elas
proporcionam o melhor compromisso entre as perdas na banda de
passagem e as perdas na banda de rejeicdo, pois sdo obtidas
minimizando (com ou sem uma fun¢do de ponderagdo) a razdo
entre a poténcia refletida e a poténcia transmitida, em temos da
norma |east-mean-square.

As Fungdes LS podem ser classificadas com relagdo a
localizagdo dos zeros e ao comportamento da resposta em
freqiiéncia na banda de passagem e na banda de rejeicao:

A) Fungdes polinomiais (zeros no infinito), com ripples na
banda de passagem

B) Fungdes polinomiais (zeros no infinito), monotdnicas na
banda de passagem

C) Fungdes racionais com zeros sobre jm, com ou sem

ripples na banda de passagem

Uma das primeiras fungdes LS foi proposta por Pottle e Wong
[1] (PW), onde a integral de minimizagdo ¢ feita diretamente na
fungdo de transferéncia do filtro T(S)=1/H(S), onde H(s) ¢ a
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chamada fungdo atenuagdo. No entanto, foram obtidos ripples
relativamente altos na banda de passagem e as caracteristicas na
banda de rejeicdo se mostraram relativamente ruins (menos
seletivas).

Humpherys [2] (HU) propos realizar a minimizag@o na fungao
caracteristica Q, () . Ela se relaciona com H(w) segundo (1):

[H@) =1+£Q}(®) ou HOH(=5)=1+£Q} ()], - (1)
A fung@o atenuagdo em dB ¢ dada por:
A(0) =|H(0)|,, =10log,, (1+£°Q} ().
No limite da banda passante
A = A, =10log,,(1+ €2Q§ D).
normalizada (Q,(1)=1), entdo &= (100‘“\"mx —1)1/2 [31].

Com o uso de continuagdo analitica (teoria de varidveis
complexas), ao se substituir @ por S/j, obtém-se a equagdo de
Feldtkeller [3]. Apds encontrar os zeros de H (S)H (—S) (p6los da

fun¢do de transferéncia), escolhe-se aqueles cuja parte real ¢é
negativa, ja que o filtro deve ser estavel.
O método LS tem como base a utiliza¢do de (2):

E= [ W)} (@)9e. @)

A minimizagdo desta integral possibilita a obten¢do de uma
menor perda de poténcia na faixa de freqiiéncias (®,, ©,)

normalizada, tem-se

Quando a fungdo ¢

desejada. A fungdo W(w) ¢ utilizada para ponderar Q,(®) em
certas freqiiéncias. Ela pode ser simplesmente igual a 1 (caso
comum), Wo)=0>, Wo)=(I-n%)’, Wo)=co""
(Rakovich [4]), W(®)=(1-®*)*""" (Rakovich e Popovich [5]

(RO)), ou uma forma mais geral W(®)=o*(1-0”)" (Phuc e

mais

Attikiouzel [6]). A Fig. 1 mostra a fungdo estudada em [6] para
alguns valores de ae b.

O intervalo de integragdo mais comum compreende toda a
banda de passagem, sendo ®, =0 e ®,=1 para a banda

normalizada. O uso de limites diferentes destes ¢ discutido

adiante.
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Fig. 1. Fungio W(m) = 0*(1—?)" para varios valores de ae b.
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Neste trabalho, ¢ proposta uma nova fung¢do de aproximagao
(SN) que apresenta caracteristicas vantajosas em alguns aspectos.
A nova fung@o SN consiste em adicionar zeros otimizados sobre

jo na fungéo polinomial HU, tornando-a mais seletiva na banda

de transi¢do. A fungdo HU apresenta a magnitude que mais se
aproxima do brick-wall (filtro passa-baixa ideal) na banda de
passagem. Com a adi¢do de zeros sobre jo, sdo melhoradas as
caracteristicas de atenuacdo e, também, ocorre uma pequena
melhora na banda de passagem em relagdo a fungao HU.

Dois métodos de colocacdo de zeros em fungdes LS sdo
encontrados na literatura. Nos dois, os zeros tém seus valores
pré-definidos. No primeiro método, os zeros escolhidos sdo
considerados no célculo de Q,(w) utilizando (2). Isso ¢é feito,
por exemplo, em Rakovich e Popovich [5] e Phuc e Attikiouzel
[7] (PK). No segundo método, os zeros escolhidos sio
introduzidos na fungdo j4 calculada Q,(®w) como, por exemplo,
em Rakovich e Litovski [8] (LK).

No método proposto, ¢ realizada a integral de minimizagdo na
banda de rejei¢do, sendo encontrados 0s zeros que proporcionam
uma maior atenuacdo na banda de rejei¢do (faixa de integracdo).
Exemplos sdo mostrados onde a nova fungdo ¢ comparada com
outras existentes na literatura.

II. REVISAO DOS VARIOS METODOS LS
A. Funcdes Polinomiais com Ripples na Banda de Passagem
Uma fung@o de transferéncia T(S) polinomial (todos os zeros

de transmissdo no infinito) é gerada por uma funcdo
caracteristica Q () também polinomial. Diferentes tipos de

Q,(w) geram ripples em |T(0))| . Uma das primeiras destas
fungdes, mostrada em (3), foi estudada por Humpherys [2] (HU),
por Picciarelli e Torre [9] (PT) e Thajchayapong [10] (TH):
ao"+a, 0" +..+a,, npar

Qu(®) ={ 3)

a,0"+a, 0" +...+a0 , nimpar

Outros tipos de Q. () foram propostos por Popovich [11]
(PO), Jovanovi¢ e Rabrenovi¢ [12] (JR) e Phuc e Attikiouzel [7,
13, 14, 15] (PK).

A fungdo PK utiliza Q,(®) da seguinte forma:

Q@) =0 a0™, [+m=n. 4)
i=0

Para 1 =0 e | =1, obtém-se a fungdo HU para n par e impar,
respectivamente. O parametro M determina o numero de
oscilagdes na banda de passagem. O caso especifico de m=2
(duas oscilagdes) foi estudado por Thajchayapong e Lomtong
[16] (LT). O caso especifico de m=1 foi estudado em JR [12].

A Fig. 2 mostra fungdes PK de ordem 5 para diferentes valores
de m. Quando m=0, obtém-se um filtro Butterworth (BT)
maximamente plano na banda de passagem, mas com uma menor
seletividade. Quando m=2, obtém-se a fungdo HU que possui a
maior seletividade e também um ripple menor do que no caso
m=1. Para o caso da fungdo PO, tem-se:

2 2\2M
Q,(w)=0o' (Loj"} ,  l+m=n )
-y

A funcdo PO apresenta curvas de magnitude com apenas uma
oscilagdo, independentemente da ordem n. A Fig. 3 mostra
fungdes PO de ordem 7 para diferentes valores de m. Quando
m=2, obtém-se a maior atenuacdo na banda de rejeigdo

juntamente com um ripple um pouco maior do que no caso
m=3. Quando Mm=0, obtém-se um filtro BT (com menor

seletividade). Quando m=1, o ripple é alto e a sua caracteristica
na banda de rejeicdo ndo ¢ tdo boa quanto nos casos M=2 e
m=3.
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Fig. 2. (a) Magnitude das Fung¢des PK; (b) zoom na banda de passagem.
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Observa-se que fungdes com ripple apresentam uma maior
seletividade quando comparadas com fungdes monotdnicas. As
fungdes PO e PK, quando m=0, geram a fungdo BT. Quando
m=1, geram a fun¢do JR que possui apenas uma oscilagido e um
coeficiente a ser calculado, com facil solugdo analitica. A fungdo
PK permite obter quase todos os tipos de Q,(w) com ripples
(JR, HU, LT), com excecédo da fungdo PO.

Para determinar a fungdo caracteristica do filtro PO, utiliza-se
a propriedade JE/dw,=0 na integral (2). Essa propriedade é

usada para se obter uma freqiiéncia ®, que minimize a integral.
Na equagdo obtida, ®, ¢ facilmente encontrada.

No caso da fun¢do PK, Q,(®) ¢ determinado utilizando a
propriedade (dE/da)=0 na integral (2). Esta propriedade gera
um conjunto de equacdes lineares. Para evitar que a solugdo do
sistema de equacdes seja & =0, sdo necessarias condigdes de
realizabilidade. A mais utilizada ¢ Q,(1)=1 (fazendo com que
D a =1 eassim [H(j)|, =-3dB, ouscja, £=1).

Além da condicdo Q,(1)=1, Malvar e Caloba [17] (CM)
utilizaram também as condi¢des 0Q,(®)/ E)coL):l =n" e a,=2"",

obtendo filtros com comportamento na banda de rejeicao
semelhante ao dos filtros Chebyshev (CB). A Fig. 4 mostra uma
comparagdo entre esses trés tipos de condi¢des. As curvas em
azul e vermelho foram normalizadas para poderem ser
comparadas com a curva em preto (que ¢ normalizada).
Percebe-se que, com o aumento do ripple, obtém-se maior
seletividade na banda de rejei¢do, porém a curva em preto € a que
proporciona a maior transferéncia de poténcia na banda de
passagem, isto ¢, apresenta menores perdas.
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(vermelho); (b) zoom na banda de passagem.

B. Fungdes Polinomiais Monoténicas na Banda de Passagem

Rakovich e Litovski [18] (LR) utilizaram o método LS para
obter fungdes monotodnicas, utilizando Q,(w) na forma:

n/2-1
(n—1)/2, n impar

Qﬁ(m):,uf){ qUi(X):| ox, onde p:{ » N par

p
0 i=0

IR IR 2(i=k)+1
e ui(x)=zﬁz( E'((iz_':)l'(if)l’:k)' npar (1)

Ui(x):\'4i+2iz% , N impar. (8)
k=0 . - :

Os polinémios U,(X), que s@o derivados dos polinémios de
Jacobi deslocados G(p,q,Yy) [19] através de uma mudanga de
variavel, sdo ortogonais em relagdo a fungdo peso W(X)=X no
intervalo 0<x<1. Desde que todos os zeros de U,(X) sdo

simples e estdo no intervalo de ortogonalidade (que também ¢ a
banda de passagem do filtro), as raizes da primeira derivada de

Q’(w) tém multiplicidade par e ndo mudam de sinal, garantindo
assim a monotonicidade da funcgéo.

A Fig. 5 mostra as magnitudes das fungdes LR de ordens 4, 5
e 6 que apresentam pontos onde a derivada ¢ zero.

Para a obtencdo de Q,(w) das fungdes LR, a integral a ser
minimizada ¢ a mesma de (2) com os mesmos graus de liberdade
para ®,, ®, ¢ W(w).

As condigdes JdE/JC =0 e Q,(1)=1 (que implica em
ZCIZ =1) sdo utilizadas para calcular os coeficientes C, . Apds

algumas manipulagdes algébricas, obtém-se o seguinte conjunto
de equagdes:

zcizzl 9)
CJ,.,—-C.,J,=0, j=01..,(p-1) (10)
onde:
1 aE ) @ P
== W XU (X CU.(X) |oxdw. (11
=3¢ % [, (m){ i ){Z( )} o. (1)

Neste caso, obtém-se um conjunto de equagdes ndo lineares,
tornando-se necessaria a utilizagdo de métodos numéricos para
solucionar o sistema.

Na Fig. 6, ¢ mostrada uma comparagdo, para ordem 7, da
fungdo LR com a fungdo BT. Nota-se que a fungdo LR ¢ mais
seletiva na banda de rejeicao.

C. Funcdes Racionais com Zeros sobre jo, com ou sem Ripples
na Banda de Passagem

Para o caso das fungdes ndo-monotonicas, Kurtz, Orchard e
Temes [20] foram uns dos primeiros a estudar a introdugdo de
zeros nos filtros LS, com Q,(0) racional. O método ¢
praticamente o mesmo para todos os tipos de fungdo, seja PK, PO
ou LR. Assim, no caso da fun¢do PK com pares de zeros no eixo
imaginario, Q, (®) é:

| L 2i
N@ OB

D (®) (0°—%)..(0° o)

Q(0)= (12)

n/2,
(n—=1)/2, n impar

n par
onde |+m=ne K<
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e a varidvel K representa o niimero de pares de zeros do filtro. A
fungdo |T((x))|2 é:
T = (0 -0}).(0" —0y)’
| (m)l - 2 232 2 242 2n2
[(0" =) ... (0" =) ]+ e N, ()

onde o=(w;-1)"...(0; —1)>. A constante « ¢ utilizada para

(13)

garantir que a funcdo seja normalizada, isto &, |T(1)| w="3dB

(para £* =1).
Para o caso das fun¢des PO, o polinémio Q,(w) é:

wl (02 _0)(2) 2m
N,(0) 1-o;

R oS e e
Assim, |T((x))|2 passa a ser:
2 _ Dy (@)
T =B N oy =

Para as fungdes PK e PO, ¢ realizada a integral de
minimizac¢do (2) utilizando os polindmios Q,(®) apresentados
em (12) e (14), respectivamente.

Para o caso das fun¢des monotdnicas, foi mostrado por
Rakovich e Litovski [8] (LK) que a utilizagdo do polindmio dos
zeros, D, (®), na integral de minimizagdo (2), praticamente nao
altera os coeficientes C, da fun¢do LR [18], além de aumentar
muito a complexidade do calculo. Assim, |T((D)|2 ¢ o mesmo da
equacdo (13) e a integral (2) ¢ feita utilizando N,(w) ao invés de
Q,(®) , descartando o polindmio D, (®) do célculo.

III. INFLUENCIA DOS LIMITES DE INTEGRACAO

Rakovich [21] e também Djurich e Petkovich [22] mostraram
que, conforme os valores de ®, ¢ ®,, pode-se obter os filtros
monotonicos BT, Papoulis-Fukada (PF), LR e Halpern (HA).

Quando ®,=0e ®, =0, é obtido um BT. Isso ocorre
porque, nessas condigdes, valoriza-se a maxima planitude na
origem. Quando ®, »0e ©,=1, é obtido um filtro PF que
possui, na freqiiéncia limite da banda passante, a maior derivada
na caracteristica de magnitude. Quando ®, =le ®, —> o, obtém-
se um filtro HA que possui o corte mais abrupto (a partir de uma
freqiiéncia proxima ao limite da banda de passagem).

Existe outra maneira de obter os filtros HA, PF e LR através
de uma mudanga no valor de uma constante p, método que foi
mostrado por Rakovich e Popovich [23].

IV. COMPARACAO ENTRE FUNCOES LS

A Fig. 7 mostra uma comparagdo dos filtros PO (m=3), PK
(m=3) e LR de ordem 6. Percebe-se que o fato do filtro PO
possuir apenas uma oscilagdo ndo traz vantagens, visto que o
ripple é grande e sua atenuagdo ¢ menor. A fungdo LR tem a
vantagem de ser monotdnica, porém a fungdo que possui a maior
seletividade ¢é a fungao PK.

V. METODO PROPOSTO

Para um dado Q(w),

acrescentar na fungio |T((D)|2 um polindmio D (w) (ver (16)),

cujos coeficientes serdo calculados através do método LS. Isso

resulta em um T(S) com K pares de zeros sobre jo,
aumentando a seletividade na banda de transicao.

o método proposto consiste em
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Fig. 5. (a) Magnitude das fungdes LR; (b) zoom na banda de passagem.
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A fungio tem a forma:
1 < n/2 n par
L4 g Q)  ~ |(n=1)/2 nimpar’
2
Dy (w)

T = (16)
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O polinémio D, (o) ¢ dado por:
i=K
Dy (w) = ZC‘)ZIbZi-
i=0

sdo determinados visando a minimizag¢ao

(17

Os coeficientes b,

da integral de Djg(®)/Q}(®), que resultara em uma maior
derivada de |T (u))| apos a freqiiéncia limite da banda passante. A

condi¢do dada por (18) visa a manutencdo de uma desejada
atenuagdo A, no limite da banda (A, = f(¢)).

D()/Q,() =1 (18)
Assim, b, =l—i:KZ4bzi. (19)

Este valor de b,, ¢ entfo substituido em D, (o). Apos, é
efetuada a integracdo dada por (20), onde o, e », sdo os limites
extremos da banda de rejeicao

2
E— 2 Dé ((D)aﬂ)
o Qy ()

O limite ®, ndo precisa ser infinito. Resultados obtidos por

(20)

simulagdo mostram que, a partir de ®, >100,, os coeficientes
b, praticamente ndo se alteram. Para o caso do limite o,

quanto menor seu valor, maior ¢ a seletividade na banda de
transi¢do, mas pior sera a seletividade na banda de rejeigdo (ver
Fig. 8).

Apds, faz-se as derivadas da integral com relagdo aos
coeficientes b, (com excecdo de b,, que ¢é calculado
posteriormente). Igualando as derivadas a zero, encontra-se o

ponto de minimo. As derivadas a serem utilizadas sdo dadas por
21).
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Fig. 7. (a) Magnitude das fungdes PK, PO e LR; (b) zoom na banda de
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XXVII SIMPOSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICAGOES — SBrT 2009, 29 DE SETEMBRO A 2 DE OUTUBRO DE 2009, BLUMENAU, SC

Utilizando (21), obtém-se um conjunto de equagdes lineares
que depois de resolvido fornece os coeficientes b,. O

coeficiente b, ¢ entdo calculado através de (19).

A Fig. 8 compara os filtros HU e¢ SN de ordem 7 para
diferentes valores de ®,. Percebe-se que os filtros SN

apresentam um ripple um pouco menor e um corte mais abrupto.

A Fig. 9 mostra os novos filtros SN de ordem 7 para K =1,
K=2e¢ K=3.Com o aumento do nimero de pares de zeros, o
ripple da fung¢do diminui, o corte se torna mais abrupto e a
atenuagdo na banda de rejei¢do aumenta.

A Fig. 10 mostra uma comparagdo entre os filtros SN, Cauer e
Chebyshev Inverso para ordem 7 ¢ A, =91,5dB. O filtro SN
tem um comportamento melhor do que o Cauer com relagdo ao

ripple na banda de passagem, e melhor do que o Chebyshev
Inverso com relagdo a seletividade.
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Fig. 10. (a) Magnitude das fungdes SN (K =3, o, =2 ¢ o, =10) (preto),

Cauer (azul) e Chebyshev Inverso (vermelho); (b) zoom na banda de
passagem.

VII. CONCLUSOES

Neste trabalho, foram apresentadas diversas fungdes obtidas
através do método least-squares. Foi mostrado também todo o
procedimento para obteng@o dessas fungdes. Essas fungdes tém a
vantagem de possuirem perdas minimizadas na banda de
passagem. Observa-se que as fungdes LS com ripples sdo as
fungdes que possuem a maior seletividade dentre todas as
fungdes LS. Também foi apresentada uma nova funcdo de
aproximacdo, a SN, que, através da utilizagdo do método least-
squares aplicado na otimizagdo da banda de rejeigdo,
proporciona uma seletividade maior quando comparada com as
fungdes da qual foi originada, além de menores ripples. Quando

comparada com a fun¢do Chebyshev Inverso de mesma ordem e
atenuacdo na banda de rejei¢do, a nova fungdo apresenta o
melhor desempenho na banda de passagem (menores perdas) e na
banda de transi¢do (maior seletividade).
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