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Analise Estocastica do Algoritmo LMS no
Dominio Transformado para Ambiente
Nao-estacionario

Javier Ernesto Kolodziej, Orlando José Tobias e Rui Seara

Resumo—Este trabalho apresenta um modelo estatistico para
o algoritmo LMS no dominio transformado operando em um
ambiente nao-estacionario obtido de uma planta variante no
tempo. O caso estacionario é também considerado aqui como
sendo um caso particular do caso niio-estacionario. A poténcia do
sinal de entrada, requerida para a derivacio do modelo
estocastico do algoritmo, é estimada usando uma janela
deslizante de comprimento fixo. Adicionalmente, para a
derivacdo do modelo, sdo assumidos sinal de entrada gaussiano e
passo de adaptagido pequeno. Utilizando as expressdes do modelo
proposto, sio determinados alguns parametros do algoritmo, tais
como erro em excesso, desajuste e passo de adaptacio para o
minimo erro em excesso. Através de simulacdes numéricas, a
precisio do modelo proposto ¢é avaliada.

Palavras-chave—Algoritmo TDLMS, caso nio-estacionario,
erro em excesso, desajuste, modelagem estatistica, passo 6timo.

Abstract—This paper presents an improved statistical model
for the transform-domain LMS algorithm working in a
non-stationary environment arisen from a time-varying plant.
The stationary case is also considered as being a particular case
of the non-stationary one. The derived model considers a
fixed-length sliding window for estimating the transformed input
signal power. In addition, small step-size condition and Gaussian
input data are assumed. By using the model expression,
algorithm parameters such as excess error, misadjustment, and
step size for minimum excess error are obtained. Through
numerical simulations, the accuracy of the proposed model is
assessed.

Keywords—TDLMS algorithm, non-stationary case, excess
error, misadjustment, statistical modeling, optimum step size.

1. INTRODUCAO

O algoritmo LMS no dominio transformado (TDLMS) foi
proposto por Narayan et al. [1] objetivando melhorar as
caracteristicas de convergéncia do algoritmo LMS padrio. O
algoritmo TDLMS ¢ similar ao LMS, porém tendo seu sinal de
entrada pré-processado por uma transformacdo ortogonal de N
sub-bandas, seguido de um processo de normalizagdo que
equaliza o conteudo energético em cada sub-banda. Na pratica,
para implementar o processo de normalizagdo, sdo necessérias
estimagdes da poténcia do sinal de entrada em cada sub-banda.
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Para tal, ¢ utilizada a medida da variancia do sinal de entrada
através de uma janela deslizante de comprimento fixo (JDCF).

Com vistas a modelagem, devido ao processo de normalizagao,
uma importante dificuldade ¢, especificamente, o calculo de
valores esperados, tais como

E[D™ (MR()] (1
onde D(n) e R(n) sio matrizes que dependem dos dados

observados. Para resolver (1), varias aproximagdes simplificativas
sdo geralmente consideradas [2]-[6]. Em particular, destaca-se o
Principio da Média (PM), utilizado em [5] para aproximar (1).
Assim,

E[D™'(NR(n)] = E[D™' () E[R(N)]. )

O PM resulta em expressdes simples, apresentando precisdo
satisfatoria se grandes janelas de observagao forem utilizadas. No
entanto, tal condi¢do pode ndo ser encontrada em situacdes
praticas, sendo que ainda muitos algoritmos apresentam restri¢des
em relagdo ao custo computacional. Assim, procurando por um
modelo preciso, independentemente do comprimento da janela de
observacao, o uso do PM nio ¢ o mais recomendado.

Em particular, o modelo proposto neste trabalho considera os
seguintes aspectos:

i) Valores esperados semelhantes a (1) sdo calculados sem
invocar o PM.

ii) Objetivando generalidade, o modelo proposto ¢ derivado
considerando ambientes ndo-estacionarios (planta variante
no tempo). Essa situacdo tem grande importancia pratica e
na literatura técnica s6 umas poucas ¢ breves analises tém
sido encontradas. Além do mais, o caso estacionario pode
ser diretamente obtido a partir das expressdes propostas.

Expressdes para o erro em excesso, desajuste ¢ passo de
adaptag@o para o minimo erro em excesso sdo também derivadas a
partir da analise proposta. Este trabalho esta organizado como
segue. A Secdo II apresenta o modelo utilizado para caracterizar a
planta variante no tempo. Na Secdo III, expressdes do modelo do
algoritmo sdo derivadas. Resultados de simulagdo numérica sdo
apresentados na Secdo IV, demonstrando a validade do modelo
proposto. Finalmente, na Se¢éo V, sdo apresentadas as conclusdes
deste trabalho.

II. AMBIENTE NAO-ESTACIONARIO

Uma caracteristica fundamental dos filtros adaptativos ¢ a sua
habilidade de rastrear as variagdes do sinal. Para realizar uma
analise tratavel matematicamente, ¢ usual assumir que os dados
estatisticos (para o nosso caso, planta variante) variam de acordo
com uma dada regra. Dessa forma, o sinal desejado ¢ modelado
como

d(n) = x1(MW§(n) +(n) 3)
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com a seguinte regra para descrever a evolugdo da planta:

wr(n+1)=aws(n)+n(n) “)

onde xp(N)=Tx(N)=[Xgo(N) Xg(N) - XT,N_l(n)]T ¢ o vetor
do sinal de entrada no dominio transformado, T denota uma
matriz de transformacgdo ortogonal, x(n)=[x(n) x(n—1) -
x(n—N+1)]" & o vetor do sinal de entrada, assumindo {X(n)}
um processo estacionario gaussiano de média zero e varidncia
% wi(n) =Tw’ (n) =Wy () V\’%,Z(n)"'\Atl)',N—l(n)]T ¢ o vetor
da planta variante no tempo no dominio transformado e
we(n) =W (n) Wo(n) --- wy,_,(M]", o vetor da planta variante

no tempo. O ruido de medi¢do V(n) tem média zero e varidncia

0129. A variavel ae[0,1]. O vetor n(n) representa o processo de
perturbagdo da planta, tendo média zero e matriz de
autocorrelagdo @, € w3 (0) é um valor arbitrério.

Usualmente, analises de algoritmos adaptativos em ambientes
ndo-estacionarios disponiveis na literatura utilizam a=1, e/ou
w$(0)=0. Assim, para ambos os casos, tem-se um modelo

restrito, sendo que o valor médio da planta ndo se modifica com o
tempo. Além do mais, o modelo dado em (4) para a=1 ¢ irreal,
visto que ele apresenta um crescimento irrestrito da variancia [7].
Neste trabalho, as derivagdes obtidas consideram um valor
genérico para a, resultando em um modelo mais geral.

III. ANALISE
A. Formulagéo do Problema

Nesta segdo, sdo derivadas expressdes analiticas para os
momentos de primeira e segunda ordem do vetor de pesos
adaptativos. Para tal, iniciamos a analise considerando a equagao
de atualizag@o do vetor de pesos no dominio transformado dada
por

wr(n+1)=w(n)+2uD™ (n)e(n)x(n) Q)

onde wr(N)=[Wo(N) W (N) - Wr,N_l(n)]T ¢ o vetor de pesos
do filtro adaptativo e D(n) =diag[6§(n) 6i(n) -+ 6xy(M] € a

matriz de normalizag@o do passo de adaptacdo, com 6i2(n) sendo

a estimativa instantdnea da varidncia de uma sub-banda. Na
pratica, uma JDCF ¢ utilizada para estimar a variancia de cada
sub-banda. Assim,

1 M-1
& (M=—> xi;(n—k) (6)
M k=0

onde M ¢é o comprimento da janela de observagdo. O sinal de
erro ¢

e(n) =d(n) - y(n) (7

com y(n)=xTT(n)wT(n). Agora, substituindo (3) em (7) e a

expressdo resultante em (5), utilizando o vetor de erro nos

coeficientes no dominio transformado, definido como
vr(n)=wp(n)—w(n), obtém-se
vo(n+1) = [1=2uD™ (N)xp (M)x (M)]v(n) ®

+2uD ™ (N)xp(N)B(N)— w3 (n+1) + wS(n).

Agora, substituindo (4) em (8), a equacdo de atualizagdo em
termos do vy(n) ¢ dada por

vp(n+1) =[I-2uD™ (N)x1 (Mx1(N)]v () — n(n)

9
+2uﬁ"(n)xT(n)ﬁ(n)+(l—a)w%(n). ®

O passo seguinte ¢ entdo determinar os momentos de primeira e
segunda ordem de (9).
B. Consideragdes de Analise

Para realizar a andlise estocastica, as seguintes consideragdes
sdo assumidas:

i) m(n) e n(m), para m=n, sdo descorrelacionados.
it) vr(n) e xp(N) sdo estatisticamente independentes entre si,

visto que o passo de adaptagdo ¢ assumido pequeno.
iii) q(n) e ¥(n) sdo descorrelacionados com qualquer outro

sinal no sistema.
C. Momento de Primeira Ordem de v(n)
Tomando o valor esperado de ambos os lados de (9) e levando
em conta as assungoes (i)-(iii), obtém-se
E[vy(n+ D] = {1~ 20 E[D” ()x7(N)x1(N)J; E[vy ()]
P (10)
+(1-a)a"wi(0)

onde o ultimo termo do lado direito representa a média do
processo AR(1) dado por (4). Neste trabalho, os elementos da
matriz P sdo determinados sem utilizar o PM como ¢ usualmente
considerado na literatura [5], para detalhes veja o Apéndice I.

D. Momento de Segunda Ordem de vi(n) e Curva de
Aprendizagem

O momento de segunda ordem do vetor de erro nos pesos no
dominio transformado ¢é obtido a partir de K(n)=

E[VT(n)V¥(n)]. Assim, transpondo ambos os lados de (9),

efetuando o produto VT(n)V¥(n), tomando o valor esperado de
ambos os lados da expressdo resultante, e utilizando as assungdes

(1)-(iii), obtém-se
K(n+1)=K(n)-2uK(nN)P™-2uP K (n)+4u’S 63+ (1-a)*K°(n)
+(1—a)E[wS(M]E[vI(N)](I - 2uP") + 8u’PK(n)P" + @
+(1-a)(I - 2uP)E[ v (M]E[w§ " (M)] +4u’S tr[K (MR ]

(11)
com
0 0 oT 2\Nyg-0 1_(a2)n
KO =E[wi(mwi' (0] =(@)"K* (0 +——-@ (12)
(5]
S = E[D" (n)x1 (M)x{(mD™" (n)]. (13)

Um método de calculo aproximado para S ¢ apresentado no
Apéndice II. Tal calculo ¢ mais preciso do que outras abordagens
encontradas na literatura [5].

Finalmente, (11) é utilizada para determinar a curva de
aprendizagem, dada por [7]

E[€’(n)] =63 + tr{RK(n)}. (14)
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E. Erro em Excesso

Nesta secdo, uma expressao para o erro em excesso ¢ obtida.
Assim, transpondo ambos os lados de (9), efetuando o produto

]A)(n)vT(n+1)v¥(n+l), tomando o valor esperado da expressdo
resultante, assumindo N—eoo (e portanto as aproximacgdes
K(n+1)=K(n), E[vp(n)]—0 ¢ K°(n)—(1-a*)"'® podem

ser utilizadas) e, finalmente, tomando o trago da matriz resultante,
obtém-se

— a2 N
tr{K(N)Rt} =pogtr{P} + i+ a tr{E[D(n)]®}
T T T/ -1 (15)
+ptr{Xp (Mxp (N v (Nvr (Mx (Nxr (MDD (N)}.
Y
Agora, rearranjando Yy como
Y=Xr (D (xy (Mrixg (v (v xc ()
= tr{P}tr{RK(n)}
e considerando a definigdo do erro em excesso [7]
Eexe (M) = tr{R{K(N)} 7)
entdo, para N — oo, obtém-se
_ 1 5 1 -
e =T Tar D] {ucﬂtr{P} s tr{E[D(n)]cb}}. (18)

F. Passo de Adaptacao para o Minimo Erro em Excesso

O passo de adaptacdo que minimiza o erro quadratico médio
(EQM) em excesso ¢ obtido derivando (18) em relagdo ao passo
) e igualando o resultado a zero. Dessa forma, tem-se

Bexe _ OOCH” +200M-C) _

I (1-pg)? (4

onde ¢, =tr{P} e C, = mtr{E[f)(n)]d)}. Resolvendo (19)

para |, obtém-se

~GG +\G'G +036C

2
GG

uopt = (20)

G. Desgjuste
O desajuste M ¢ obtido a partir de (18), o qual ¢ dado por

anC

&min

652
tr{P} +—>—
utriP} 2u(l+a)

1 N
m{ tr{E[D(n)](D}} (21)
onde &

soma de dois termos. O primeiro ¢ igual ao desajuste no caso
estacionario (® é uma matriz nula), o segundo é o desajuste

= 6%). Note que (21) [também (18)] ¢ composto pela

min

originado da ndo-estacionaridade. Assim, o desajuste para o caso
ndo-estacionario ¢ maior do que aquele observado no caso
estacionario.
H. Grau de N&o-estacionaridade

O grau de nao-estacionaridade, denotado por y(n), ¢ definido
como [7]

1/2

[ ol

y(n) 2 5 (22)
E[[9(m)[’]

onde

Yo.ine (M =[W(N+1) =W (M]" xp(N) (23)

¢ a saida devido a diferenca wi(n+1)—w3(n) (filtro

incremental). O numerador de (22) representa a poténcia
introduzida pela variacdo do filtro 6timo e o seu denominador
denota 0 EQM minimo. Utilizando (4) em (23), obtém-se

Yoine(M =[@=D)WF() + ()] x7(N) = {(a—-D[a"W5.(0)

n-1 K T (24)

+ > ann=1-k]+nm}" xp(n).

k=0
Levando em conta a independéncia entre n(n) e xp(n) e a
assungdo (i), pode-se entdo escrever

Ell Yoine(WF 1= (1-2)*a"tr{K° ()R}

_a2n, o2n+ (25)
L2TaFE R,
1+a

Agora, substituindo (25) em (22) e lembrando que (S%} é a
variancia de 9(n), tem-se

72— a2n + a2n+l
2

_ A\242n
w(n)={&tr{K°(0>RT}+ d
O3 og(l+a)

12
tr{(DRT}} .

(26)
De (26), pode-se concluir que y(n) apresenta uma evolugdo
exponencial, iniciando pelo valor maximo

2 1/2
(l_f) tr{K°(0)RT}+i2tr{q>RT}} 7
9 Oy

y(0)= {

e convergindo assintoticamente para

(oo) :L
v oyVl+a

Entao, se o grau de ndo-estacionaridade é maior do que a unidade,
as variagdes estatisticas do vetor de pesos 6timo sdo muito rapidas
para o filtro poder rastrea-las (e o desajuste sera grande); caso
contrario, o filtro adaptativo tera habilidade para seguir as
variagdes da planta. Neste trabalho, é avaliado o comportamento
do algoritmo para a ultima situagdo, ou seja, quando o
rastreamento € possivel.

{tr{®R}}2. (28)

IV. RESULTADOS DE SIMULACAO

Nesta se¢do, o modelo proposto ¢ aplicado a um problema de
identificacdo de sistema visando avaliar sua precisdo para sinais
de entrada gaussiano correlacionado, obtido a partir de um
processo auto-regressivo AR(2) dado por

X(n) =ax(n=1)+a,x(n=2)+v(n) (29)

onde v(n) é um ruido branco com variancia 9\2,, o qual ¢é
ajustado para que a varidncia de X(Nn) seja unitaria, & =0,18 e

a, =—0,85 sdo os coeficientes do processo AR(2). A dispersao
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dos autovalores do sinal de entrada para N =8 é x =46,1. Os

pesos da planta variante sdo obtidos de acordo com (4). Seus
valores iniciais sdo selecionados como

waux
— (30)

w aux waux

wr(0) =

com o vetor w, =T[sinc(0) sinc(l/N) --- sinc(N—-1/N)]™.

Os elementos de n(N) sdo amostras de um ruido branco com
matriz de autocorrelagdo (I)=01211. Nos exemplos, sdo usados
a=0,999 e dois niveis de ruido aditivo, 9%) =—40dB e

9% =-60dB, resultando, respectivamente, em um grau de
nao-estacionaridade de y(0)=0,2075 e y(0)=0,588, para cada
nivel de ruido considerado. Além disso, y(n)=0,2 para N— e

nas duas situagdes. A transformada do cosseno discreta (TCD) é a
transformada ortogonal aqui utilizada. Simula¢cdes Monte Carlo
(MC) sdo obtidas considerando 500 realizagdes independentes.

Para os casos ndo-estacionarios, os pesos sdo inicializados
como

wr(0)=w7(0) (€2))

visando avaliar o comportamento de rastreamento do algoritmo.
No caso estaciondrio, os pesos sdo inicializados com zeros para se
avaliar o comportamento do algoritmo no modo de aquisigdo [7].
Para propdsitos de comparagdo, o comportamento do algoritmo
predito por um modelo baseado no PM é também apresentado.
Esse modelo ¢é obtido generalizando (para o caso ndo-estacionario)
o procedimento apresentado em [5].

A. Exemplo 1

Neste exemplo, os seguintes valores para os pardmetros sdo
utilizados: N=8, M =8 ¢ u=0,1u°pt =0,00257. Na Fig. 1, o
momento de primeira ordem do vetor de erro nos coeficientes para
02 =—40dB [veja Fig. 1(a)] ¢ 83 =—60dB [veja Fig. 1(b)] é
mostrado. Para uma melhor visualizacdo, somente quatro
coeficientes sdo mostrados. A Fig. 2(a) apresenta a curva de
aprendizagem (EQM) para os dois niveis de ruido considerados.
Para esse exemplo, verifica-se um casamento muito bom entre
simulagdo MC e modelo proposto.

B. Exemplo 2

Neste exemplo, a maior parte dos pardmetros do Exemplo 1 sao
mantidos, exceto M, que é aumentado para M = 64, visando obter
uma melhor estimativa da variancia. Os resultados obtidos para a
evolugdo do EQM sdo mostrados na Fig. 2(b). Note que, nesse
caso, o modelo baseado no PM e o modelo proposto apresentam
quase 0 mesmo comportamento, visto que agora o valor de M
favorece a aproximagdo do PM.

C. Exemplo 3

Neste exemplo, o caso estacionario ¢ considerado como caso
particular do caso ndo-estacionario (a=1 e grau de ndo-
estacionaridade y=0). Os parametros utilizados sdo: N =8,

M =8 e ©=0,00257. Os resultados obtidos sdo mostrados na

Fig 2(c). Note que agora existe uma reducdo no valor do EQM,
visto que o termo correspondente a ndo-estacionaridade em (18) ¢
zero.
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Fig. 1. Exemplo 1. Curvas do comportamento médio do vetor de erro
Elvp;(M], para i=0,123: (a) 65=-40dB, (b) o5 =-60dB. (Linhas

cinza) simulagdo MC. (Linhas tracejadas escuras) modelo baseado no PM.
(Linhas continuas escuras) modelo proposto.

D. Exemplo 4

Neste exemplo, resultados de simulagdo MC para o erro em
excesso sdo comparados com os preditos a partir de (18). A
mesma entrada correlacionada dos exemplos anteriores, com

(5129 =-40dB e M =8, ¢é utilizada. A Fig. 3 ilustra os resultados
obtidos, mostrando a boa predi¢do encontrada a partir de (18).

V. CONCLUSOES

Este trabalho apresentou um modelo estatistico para o
algoritmo TDLMS operando em ambiente ndo-estacionario. A
analise realizada ¢ independente da ordem do filtro ¢ do
comprimento da janela de observagdo usada para estimar a
poténcia do sinal em cada sub-banda. Expressdes para o erro em
excesso, desajuste e passo de adaptagdo para o minimo erro em
excesso foram também derivadas. Adicionalmente, o caso
estaciondrio também pode ser obtido a partir do modelo
desenvolvido. Resultados de simulagdo MC confirmam uma
muito boa precisdo do modelo proposto.
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Fig. 2. Resultados de comparagdo para um ambiente estacionario. Curvas do
EQM para G% =—-40dB e 6% =-60dB. (a) Exemplo 1. (b) Exemplo 2. (c)

Exemplo 3. (Linhas cinza) simulagdo MC. (Linhas tracejadas escuras) modelo
baseado no PM. (Linhas continuas escuras) modelo proposto.

APENDICE I - CALCULO DE P
Para determinar P, é definido um vetor estendido dado por
Xeji j (M =[Xp;(N) X (N=1)....
M-l

> (=K =xg; j(MIx,; ;(n)

k=0

Xpj(N—M +1) XT,j(n)]T, tal que

(32)

onde I, =diag[l...10]. Considerando processos conjuntamente
s
M

gaussianos, P ¢ calculada como

|
X s X x0T R x
TiXT,
I e

{ }IJ g ehiTted.] e,i,jdX i
Jz J I [det(Rc. DI X e, )
M+ fold
(33)
onde R ; =E[x; jxli’]—] ¢ a matriz de autocorrelagdo do vetor

estendido  x Para determinar utiliza-se um

ei (33),
procedimento similar ao apresentado em [8]. Assim, uma fungéo

auxiliar f; j(w) € definida como

1r .

1 XpiXrj o —oXeiiLij (@)%

f (o e? o
= J_j I [det(R,; 1" x0; Ix o)

Xei,jlsXeji,
[
M+1 fold

com
L j(@)=Qolg+R;; )™

Note que para @ =0, (34) ¢ igual ao valor esperado procurado.
Assim,

P} j = f,;(0). (335)

Esta fungfo auxiliar € utilizada para transformar o problema de
resolugdo das M +1 integrais de (33) em um problema visando

resolver uma unica integral definida. Assim, aplicando derivadas
parciais em (34) com respeito a ®, o termo xe, ilXei; no

denominador de seu integrando ¢ eliminado, resultando em

of (o M {det[L; . (0)]}""?
o o,
com
5., @)X g
= Twiael .,(co)]}”2I £ e e
M fold
(37

A expressdo (37) pode ser entendida como sendo a correlagdo
cruzada entre Xrj e Xr;, quando Xpj ¢ Xp; sdo varidveis

conjuntamente gaussianas com matriz de covaridncia L; ;(®).
Assim, o fator ow) representa o (1, M+1)-ésimo elemento da

matriz L; ;(®). Assim,

IF@h,; _ MIQoRL+D Rei e ¢
10 [det2wR,; ;I +D)]"?
Entdo, considerando
70
[5; fui(@do=f; (=)= f,;(0) (39)
0 ®
eque fi(0)=0, obtem-se
QoA I +1)™ »
P} = Q. R, ;
{ i,] S,I,JJ. [det(2mAs| J S+I)]l/2 s, jrvel, | -

(40)



XXVII SIMPOSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICAGOES — SBrT 2009, DE 29 DE SETEMBRO A 2 DE OUTUBRO DE 2009, BLUMENAU, SC

onde Q;; ¢ a matriz contendo os autovetores de R.; I e
Ajj ¢ uma matriz diagonal contendo seus autovalores. Da
estrutura de R ;I;, pode ser inferido que se tem um autovalor
igual a zero e os outros M sdo coincidentes com os autovalores de
Ry =E[xq; (n)X{i (m],

X (n-M+1) ]

onde xr;(N)=[Xp;(N) Xp;(n=1) -
. Assim, podemos definir uma matriz diagonal

H; com elementos dados por

_[ Ml do, | #M +1
0 1+ 20k [T oA +D]"2
Hih =9 !
I M;d‘”’ =M +1
O [[Tok,+D1"2
k=1
(41)
tal que (33) pode ser reescrita como
_ -1
{P} =M [Qs,i,jHiQs,i,jRe,i,j :|1,M+1. (42)

Em (41),
Ry;.

ordem deve ser resolvida (ver [9] por detalhes).

Aix» para k=1,..,M, sdo os autovalores da matriz

Para determinar (41), uma integral hipereliptica de alta

APENDICE II - DETERMINACAO DE S

De acordo com o método proposto para determinar S, sdo
calculados de forma diferente os elementos da diagonal principal e
os elementos fora da diagonal. Para calcular os elementos da
diagonal de S, um procedimento similar ao apresentado no
Apéndice I € considerado. Assim, utilizando a defini¢ao formal do
valor esperado de processos conjuntamente gaussianos, tem-se

o oo 2 |
XTj — X1, R X
S} = ~——e? dxrp;.
! J g [det(RT,)]”2 (xFxp))? '
\ﬁ,__/
M +1 fold
(43)
Aqui também ¢ definida uma fungéo auxiliar g;(®) como
o o 1
1 X% i ——x1 M} (0)xg;
gi(0) = ; 2 X i
' j £ [det(Ry )] (x %)’ '
%,_/
M +1 fold
(44)
com
M; (0)=Qol +R7;)™
Note que
{S};i =9i(0). (45)

Agora, aplicando derivadas parciais em (44) com respeito a
.y T 2 , .

variavel ® duas vezes, o termo (Xp Xt ;)" que € 0 denominador

de g;(») ¢ eliminado. Em conseqiiéncia, o fator B(®) representa

0 (1,1)-ésimo elemento da matriz M, (®). Dessa forma,

g} _

dw?

M 2[(2mRT,i + I)flRT,i IR
[det2oR;+1)]'2

EQME

104+

0 0,005 0,010 0,015 0,020 0,025 0,030 0,035 0,040
u
Fig. 3. Exemplo 4. Resultados de comparagdo para o erro em excesso.
(Valores marcados com %) simulagdo MC. (Linhas tracejadas escuras) modelo
baseado no PM. (Linhas continuas escuras) modelo proposto.

Assim, considerando

oo

ol ] Tz

(XTIXTI) ®,=00,=0

M2[2oRy; +D) 7' Ry; ]
77— dodw,
[det(2o Ry +D)]

(40)
e utilizando uma matriz auxiliar Uj;, os elementos da diagonal
de S podem ser calculados como
8415 =M?[Qr; UiQq 1, (47)
onde

M/2 ,q al
{Uih, = 4F{Z "y [1+1(2x.q)]+

Finalmente, calculamos os elementos fora da diagonal principal
de S, considerando primeiro o PM e em seguida que as varidncias

[1 +In(2; D]} (48)

estimadas sdo ndo-correlacionadas umas com as outras. Entéo,

1 1
= EI:‘_2:| E[XT,iXT,j]E )
i o

T| T ]
6?6?

{S}| i= =E (49)
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