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Modelo Estocastico do Algoritmo LMS de Passo
Variavel Baseado na Autocorrelacao do
Erro com N Lags

José Gil Fausto Zipf, Orlando José Tobias e Rui Seara

Resumo—Este trabalho propde um modelo estocastico do
comportamento médio do vetor de coeficientes e da curva de
aprendizagem para o algoritmo LM S de passo variavel baseado
na autocorrelagdo do sinal de erro usando N lags. Esse algoritmo
consiste em um aprimoramento do algoritmo proposto por
Aboulnasr, visando ambientes com baixa razéo sinal-ruido
(SNR). Uma caracteristica importante do algoritmo usando
autocorrelacdo de N lags é o seu bom desempenho em tais
ambientes as custas de um pequeno acréscimo de complexidade
computacional. Simulagdes numéricas confirmam a boa precisao
do modelo desenvolvido. Adicionalmente, é também discutida
uma proposta de reducéo da carga computacional do algoritmo
em questao.

Palavras-chave—Algoritmo LMS de passo variave,
comportamento médio do vetor de coeficientes, curva de
aprendizagem, filtr os adaptativos, modelo estocastico.

Abstract—This paper proposes a stochastic model of the mean
weight behavior and the learning curve for the variable step-size
LMS (VSSLMS) algorithm based on the error signal
autocorrelation using N lags. This algorithm consists of an
enhancement of the Aboulnasr’s algorithm, aiming at
environment with low signal-to-noise ratio (SNR). An important
characteristic of the algorithm using autocorrelation of N lagsis
its very good performance for such environment at the expense
of a small increase in the computational complexity. Numerical
simulations confirm the good accuracy of proposed stochastic
model. In addition, a scheme for computational burden
reduction of thisalgorithm is discussed.

Keywords—Variable step-size LMS algorithm, mean weight
behavior, learning curve, adaptivefilters, stochastic model.

I. INTRODUCAO

A grande popularidade do algoritmo LMS se deve
principalmente a sua reduzida complexidade computacional e
muito boa estabilidade [1]. Tais vantagens tornam o
algoritmo LMS adequado para diversas aplicagdes em
filtragem adaptativa, tais como identificagdo de sistemas,
cancelamento de ruido, cancelamento de eco, equalizagdo de
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canal, dentre outras [2]. No algoritmo LMS convencional,
existe um compromisso na escolha do passo de adaptagdo,
visto que o valor do passo afeta de forma decisiva o
desempenho do algoritmo. Assim, um maior valor de passo
leva a uma maior velocidade de convergéncia as custas de um
maior desajuste do algoritmo. Por outro lado, um valor
pequeno de passo implica um menor desajuste do algoritmo,
levando a uma taxa de convergéncia mais baixa. Como
conseqjiiéncia, diferentes algoritmos LMS de passo variavel
vém sendo propostos com o objetivo de mitigar o
compromisso inerente a selecdo do passo de adaptagdo. Tais
algoritmos visam a obten¢do de uma alta velocidade de
convergéncia aliada a um reduzido desajuste, sendo
denominados na literatura algoritmos VSSLMS (variable
step-size LMS). A idéia central desse tipo de algoritmo ¢
utilizar maiores valores de passo no inicio da convergéncia e
reduzi-lo gradualmente (segundo algum dado critério) a
medida que o regime permanente se aproxime. Diferentes
estratégias de ajuste do passo de adaptagdo para algoritmos
VSSLMS vém sendo propostas, as quais sdo baseadas nos
mais diversos principios, a saber: gradiente do erro quadratico
[3]-[9], erro quadratico instantaneo [10]-[12], fungdo de
autocorrelagdo do erro [13], [14], erro de adaptacdo absoluto
[15], normalizagdo do vetor de erro [16], valor absoluto do
vetor de coeficientes [17]-[19], e outros [20]. Em [13], é
proposto um algoritmo baseado na medida de autocorrelagdo
do sinal de erro lag(l), apresentando uma muito boa
imunidade ao ruido nao-correlacionado de medicdo. Tal
algoritmo ¢ aqui denominado algoritmo de Aboulnasr. Em
[14], uma versdo melhorada desse algoritmo, em termos de
imunidade ao ruido de medig@o, ¢ proposta. A idéia basica
desse algoritmo ¢ considerar autocorrelagdo do sinal de erro
calculada para varios lags, lag(l),lag(2),...,lag(N), com

N —1 denotando a ordem do filtro adaptativo. Esse algoritmo
consiste em um aprimoramento do algoritmo proposto por
Aboulnasr, visando ambientes com baixa razdo sinal-ruido
(SNR). Uma relevante caracteristica do algoritmo usando
autocorrelagdo de N lags ¢ o seu bom desempenho em tais

ambientes as custas de um pequeno acréscimo de carga
computacional [14].

Este trabalho apresenta um modelo estocastico do
comportamento médio do vetor de coeficientes e da curva de
aprendizagem para o algoritmo LMS de passo variavel
apresentado em [14]. Simulagdes numéricas corroboram a
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boa precisio do modelo desenvolvido. Além do modelo
apresentado, é também discutida uma proposta de reducdo da
carga computacional do algoritmo em questao.

II. ALGORITMOS VSSLMS

O uso de uma estratégia de passo de adaptacdo variavel
(variable step-size- VSS) melhora consideravelmente o
desempenho do algoritmo LMS convencional, possibilitando
a obtencdo simultdnea de maior taxa de convergéncia e um
reduzido desajuste.

Considere entdo um problema de identificagdo de sistema,
ilustrado pelo diagrama de blocos da Fig. 1.

O sinal de saida do sistema desconhecido, corrompido por
um ruido de medigao, ¢ dado por

d(n) = wox(m)+n(n) (1
onde Xx(n)=[x(nN)x(n—1)---x(n—N +1)]T denota o vetor de
entrada, sendo { X(n) } um processo gaussiano de média zero

n(n) é um ruido de medi¢do i.i.d com
Ir

e variancia Gi ,

variancia Gf] , W(n) =[wy(n) w(n) --- Wy_;(N)]" caracteriza

o vetor de coeficientes e W, =[W, W --- Wy_;]", a planta do
sistema a ser identificado. O sinal de erro ¢ dado por

e(n) = d(n)—w" (nNx(n). ©)

A expressdo de atualizagdo do vetor de coeficientes para
algoritmos VSSLMS ¢ escrita como

w(n+1)=w(n)+umen)x(n) 3)

onde W(N) ¢é o passo de adaptagdo variavel. A diferenca entre

os diversos algoritmos VSSLMS esta na forma de obtengéo
do passo de adaptagdo variavel. Para garantir uma operagéo
estavel do algoritmo adaptativo, os limites de ajuste do passo
de adaptacao sdo fixados pela seguinte inequagao [2]:

0<u(n)< 4)

3tr[R]

onde R ¢ a matriz de autocorrelagido do vetor de entrada.

n(n)

X

w(n)

Algoritmo
Adaptativo

Fig. 1. Diagrama de blocos de um esquema de identificagdo de sistema.

III. ALGORITMO DE ABOULNASR

Este algoritmo realiza o ajuste do passo de adaptagdo com
base na medida de autocorrelagdo entre o sinal en) e
e(n—1). Essa abordagem fornece uma razoavel imunidade ao
ruido aditivo ndo-correlacionado de medigdo se comparada a
estratégia baseada no sinal de erro ao quadrado [10]. A
atualizagdo do passo de adaptagdo ¢ baseada no quadrado da

estimativa da autocorrelag@o do sinal de erro, obtida por
p(n) =Pp(n—1)+(1-B)e(ne(n—1). (&)
Essa operagdo representa uma filtragem passa-baixas, onde
B>0 ¢é um pardmetro de controle. Finalmente, a expressdo

de atualizacdo do passo de adaptacdo variavel é dada por

w(n+1) = op(n) +yp*(n) (©6)

onde o/ e Y sdo parametros positivos de controle.

IV. ALGORITMO VSSLMS BASEADO NA AUTOCORRELACAO
DO ERRO COM N LAGS

A utilizagdo da fungdo de autocorrelagdo entre e(n) e
e(n—1), discutida em [13], pode (em algumas situagdes) ndo
ser a melhor forma para efetuar o ajuste do passo de
adaptacdo. Dependendo da correlagdo do sinal de entrada e
do tipo de resposta ao impulso do sistema a ser identificado, a
autocorrelacdo entre en) e en-2), en) e en-3) e
outros valores de lag pode ser tdo ou mais significativa do
que a autocorrelacao do erro lag(l). Assim, no algoritmo de

Aboulnasr [13], podem ocorrer situagdes em que o passo de
adaptag@o ¢ reduzido antecipadamente, deixando o algoritmo
desnecessariamente mais lento do que o requerido.

O algoritmo VSSLMS baseado na autocorrelagdo do erro
usando N lags proposto em [14] usa N medidas de
autocorrelagdes do erro. Com isso, o processo de
convergéncia € acelerado, mantendo uma maior imunidade ao
ruido de medicao.

Entdo, consideremos p(n), valor médio da soma dos

quadrados das fungdes de autocorrelagdo entre e(n) e
e(n-1), &n-2), ..., &n—N), estimado através da seguinte
expressao:
N
p(m) =Bp(n-1)+(1-B)_[e(men-)}’ (7
i=1
onde B>0 ¢é um pardmetro de controle. A equagdo de
adaptag@o do passo variavel ¢ agora dada por
u(n+1) = ap(n) +yp(n) (®)
onde o e 7y sdo parametros usados para controlar o ajuste do
passo de adaptagdo. A utilizagdo de varios atrasos [lag(1),
lag(2), ..., lag(N)], considerado pelo algoritmo discutido em

[14], leva a um aumento na complexidade computacional em
comparagdo com aquela do algoritmo de Aboulnasr. A
Tabela I apresenta a complexidade computacional de ambos
os algoritmos, possibilitando uma analise comparativa.
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TABELA I
COMPARACAO DA COMPLEXIDADE COMPUTACIONAL
Algoritmo Nﬁmgro d? Numero de S~0mas
Multiplica¢des e Subtragdes
Aboulnasr 2N+7 2N+2
Ref. [14] 3N+7 3N+1

Uma estratégia alternativa de atualizagdo do passo de
adaptacdo variavel pode ser entdo utilizada, levando a uma
redugdo na carga computacional do algoritmo VSSLMS. Tal
estratégia implica atualizar, a cada iteracdo, apenas uma das
diversas medidas de autocorrelagdo do sinal de erro. Um
resumo dessa estratégia ¢ apresentado na Tabela II.

TABELA I
PRINCIPAIS PASSOS DO ALGORITMO VSSLMS [14]

Inicializag@o:
e Ordem do filtro N -1
e Pardmetros o,yef

e Vetor de coeficientes inicial W(0)=[O 0 - 0]T

Célculo:

Para cada iteragdo n, calcule
x(n) =[x(n) x(n=1) - x(n= N + 1]’
e(n) = d(n-w" (Mx(n)
w(n-+1)=w(n)+p(ne(n)x(n)

Para i=1,2,..,N

e(ne(n-i),
a(m=
g(n-1),

i=nmodN
caso contrario
N
p(n) =Bp(n—1)+(1-P)Y_[& (M)’
i=1

u(n+1) = oye(n) +yp(n)

Com este procedimento, a complexidade computacional do
algoritmo apresentado em [14] seria reduzida para 2N +8
operagdes de multiplicagdes € 2N +3 operacdes de somas.

V. MODELAGEM

Nesta se¢do, um modelo analitico para o algoritmo
VSSLMS proposto em [14] ¢é derivado. S&3o obtidas
expressoes de predicdo do comportamento médio do vetor de
coeficientes e da curva de aprendizagem do algoritmo
analisado. Tais expressdes sdo derivadas invocando
parcialmente a Teoria da Independéncia (TI) e assumindo as
seguintes hipoteses simplificativas:

i) O passo variavel de adaptagdo p(n) ¢ independente e
descorrelacionado de qualquer outro sinal no sistema.
i) E[u*(m)]=E*[n()].
iif) E[u(mp(n—i)] = E[w(n)]ERn-i)],
iv) E{fe(me(n—i)]*} = E*[e(n)e(n—i)],

i=1.N
i=1..N.

As hipéteses anteriormente consideradas sdo validas sob
condi¢des de adaptacdo lenta do passo ().

A. Comportamento Médio do Vetor de Coeficientes

O modelo para o comportamento médio do vetor de
coeficientes ¢ obtido tomando o valor esperado de (3) e
considerando (i). Entdo,

Efw(n+D]= Ew(m]+ E[u(m]{p-REWwW(m];  (9)

onde R = E[X(n)XT(n)] ¢ a matriz de autocorrelagdo do vetor
de entrada ¢ p = E[d(n)x(n)], o vetor de correla¢do cruzada

entre o sinal desejado e o vetor de entrada. A varidvel
E[w(n)] precisa, entdo, ser determinada em (9). Tomando o

valor esperado de ambos os lados de (8), obtém-se
Elu(n+D] = oE[u(m]+vE[p(M)]. (10)
Para calcular E[ p(n)] em (10), toma-se o valor esperado de
ambos os lados de (7). Dessa forma,
Elp(n)]=BE[ p(n—l)]+(1—[3)i E{[e(me(n—-I*}. (11)
Agora, considerando (iv), (11) pode:ler reescrita como

N
ELp(n)]=BE[p(n-1]+(1-B)Y E*[e(men-i)] (12)

i=1

N

onde Z E2[e(n)e(n— i)] precisa ser determinado em (12).
i=1

Para tal, considere o vetor de erro nos coeficientes dado por

(13)

Assim, os sinais de erro &(n) e e(n—i) podem ser escritos,

v(n) =w(n)—w,.

respectivamente, como

e(n) =n(n)-v' (n)x(n) (14)

e(n—i)=n(n—-i)—vT(n—i)x(n—i). (15)
Agora, usando (14) e (15), a fungdo de autocorrelagdo com
lag(i) é obtida de
e(nje(n—i) = n(mm(n—i) —nmv’ (n—i)x(n-i)
—n(n=Hv" (Mx(n)
+v (Mx(nx" (n—iv(n—i).

(16)

Entdo, tomando o valor esperado de ambos os lados de (16)
Ele(me(n—i)] = E[v' (Wx(nx' (n-hv(n-]  (17)
e definindo a matriz de correlagdo entre os vetores X(n) e
X(n—i) como
R; = Ex(nx" (n—i)] (18)

(17) pode ser obtida por
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Ele(n)e(n—i)] = E[v" (MR;v(n—i)]. (19)
Note que a matriz R; ¢ determinada sem invocar a TI, visto
que, considerando tal hipotese, E[x(n)x'(n—i)]=0 para
i# 0. Entdo, definindo

K ()= E[v(mv' (n—i)] (20)
(19) pode ser reescrita como
Ele(nme(n—i)] = E{tr[R;K; (]} 21)

Entdo, substituindo (21) em (12), obtém-se

N
E[ p(m]=BE[ p(n—D]+(1-B)Y_ {t[RK; (M]}*.  (22)

i=I
Agora, para se obter o modelo desejado, € necessario estimar
R; e obter uma expressdo para K;(n). Assim, substituindo

(13) em (3), a expressdo de atualiza¢do do vetor de erro nos
coeficientes pode ser escrita como

v(n+1) = v(n)+p(n)e(nyx(n).

Entdo, representando o sinal de erro como uma funcio de
v(n), obtém-se

e(n) = d(n)—[x" (Mw(n)]

(23)

24
=d(n)—x" (mv(n)—x" (Mw,. &4
Agora, substituindo (24) em (23), tem-se
v(n+1) = v(n)+p(m[d(nx(n)
(25)
—x(mx" (MV(n) —x(mx" (Mw, 1.
Dessa forma, como
d(m-x" (Mw, =n(n) (26)
pode-se escrever
v(n-+1) = () + R IXM - x(x (V] (27)
(S
vi(n+1-i)=vi(n-i)+p(n-Hmn-ix" (n—i) @8)
—vI(n=ix(n-xT(n-i)].
Fazendo, entdo, o produto v(n+ l)vT (n+1-1i), tem-se
v(in+DvTi(n+1-i) =
v(mvT (n—i)
Huy(n—imn-iv(mx' (n—i)
—u(n—iv(mv' (n—ix(n-ix" (n-i)
T .
XV’ (1-1) 29

—u(mx(mx" (Mv(nv’ (n—i)
Huy(mu(n—hmnmn—ixn)x" (n—i)
—u(mun—immxn-ix" (n—ixmyv' (n-iy
—u(mun—imn-ixmx" (mv(mx" (n—i)
+u(mp(n—Hxmx" (mvmyvT (n-Hx(n-ix" (n-i).

Agora, tomando o valor esperado de (29), obtém-se

K (n+1) =K, (n) - E[u(m]E[x(nx" (mv(n)v" (n-i)]
—Ep(n—=)E[v(mvT (n=i)x(n—=i)x" (n=1)]
+ E[u(mu(n—]xmx" (mv(nyv' (n—i)
x x(n=Hx"(n-i)].
(30)
Finalmente, desenvolvendo (30) sob a luz da hipotese (iii) e

utilizando o teorema de fatoracdo de momentos para sinais
gaussianos [2], tem-se

K (n+1) =K, ()~ E[(n)]RK, (M)~ En(n—K ; (WR

+ E[u(m]E(n-)]{R;tr[R{K ()]
+RK; (MR +R;K; (NR;.

(€2))

B. Curva de Aprendizagem

Utilizando (27),
recursiva que descreva a evolugio de v(n)v' (n). Ento,

pode-se determinar uma expressdo

v(n+)vT (n+1) = v(n)v (n)

— (Vv (nx(mx" (n)
+u(mn(mv(mx’ (n)
—u(mx(mx" (mv(myv' (n)
+1* (Mx(mx" (mvmv' (xmx" (n)  (32)
— 1 (m(mx(mx" (mv(mx" (n)
+p(mn(mxmyv’ (n)
— > (m(mxmv' (xmx" (n)
+1 (N (Mx()x™ (n).

Agora, definindo K (n)=E[v(n)v' (n)], tomando o valor

esperado de (32), e considerando (i) e (ii), obtém-se
K(n+1)=K({n)-E[um]RK(N)+K(NR]

+E2[u(m]{Rt[RK (N)]+2RK ()R}
+E*[u(n)]Ro; .

(33)

Por fim, a expressdo que determina a evolugdo da curva de
aprendizagem ¢ obtida de

J(n) = E[€’ ()] = 67 + tr[RK (N)]. (34)

VI. RESULTADOS DE SIMULACAO

Nesta se¢do, sdo apresentados resultados de simulacdo
numérica visando verificar tanto o desempenho do algoritmo
(apresentado em [14]) com complexidade computacional
reduzida (Tabela II) quanto a precisio do modelo
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desenvolvido. Para tal, considera-se um problema de
identificacdo de sistema, utilizando o mesmo cenario descrito
em [13] e [14]. A planta desconhecida ¢ dada pelo vetor

7

w, =[5 01 8]T. O sinal de entrada ¢ correlacionado,
gaussiano, com média zero e variancia Gi =1,56, obtido de
um processo AR(1), dado por Xx(n)=ax(n—-1)+u(n), com
a=0,6 e u(n) sendo um ruido branco gaussiano com média
zero e varidncia 62 =1. A dispersio de autovalores da matriz

R é x=8,5. Além disso, um ruido aditivo branco gaussiano
n(n) com média zero e varidncia GTZ] =1 ¢ adicionado a saida

da planta. Por razdes de estabilidade do algoritmo, o valor
maximo do passo de adaptagdo variavel u(n) ¢ limitado em

0,01.

A. Exemplo 1

Neste exemplo, sdo mostrados resultados de simulagdo
visando comparar o desempenho do algoritmo apresentado
em [14], nas suas duas versdes (padrao e simplificada) (ver
Tabela II), com os algoritmos de Kwong [10] e Aboulnasr
[13]. Os resultados sdo obtidos por simulagdo Monte Carlo
(500 rodadas independentes) e estdo mostrados nas
Figs. 2 e 3. Os parametros para todos os algoritmos sdo
selecionados de forma a se obter o mesmo erro quadratico
médio (EQM) em excesso (final) de —30dB. A Fig. 2 ilustra

EQM em definido
E{[e(n)—m(n)]*}, para os quatro algoritmos considerados. A

a evolugdo do €xcesso, por

Fig. 3 mostra (também para os quatro algoritmos) a evolucao
do componente w;(n) do vetor de coeficientes. Observa-se

dessas figuras que ambas as versdes do algoritmo proposto
em [14] (padrdo e simplificado) apresentam um desempenho
superior ao dos outros algoritmos avaliados ([10] e [13]) para
o cenario de simulagdo considerado. Verifica-se ainda que o
algoritmo com complexidade reduzida (versdo simplificada
do algoritmo proposto em [14]) ndo apresenta qualquer perda
de desempenho em relagdo ao algoritmo [14] padrio.

B. Exemplo 2

Neste exemplo, resultados de simulagdo obtidos pelo
método Monte Carlo (MC) e através do modelo proposto sdo
comparados. As Figs. 4, 5 e 6 mostram tais resultados. A
Fig. 4 ilustra a evolugdo do passo de adaptagdo variavel, a
Fig. 5, o comportamento médio do vetor de coeficientes, e a
Fig. 6, a curva de aprendizagem (EQM). A partir dessas
figuras, constata-se o bom casamento entre os resultados de
simulacdo MC e as correspondentes predi¢des obtidas com o
modelo proposto. As pequenas discrepancias, observadas na
fase transitéria das curvas, sdo devidas as aproximagdes
utilizadas no desenvolvimento do modelo.

30
201
~~
/m
= 10} Algoritmo de Kwong
Q
% 0 Algoritmo de Aboulnasr
%
o Algoritmo [14] padrio e simplificado
£ 10 g [14]p p
5]
=
< -20
m
-30
_40 1 1 1 1 1
0 0,5 1,0 15 2,0 25 3,0
~ 4
Iteragdes x10

Fig. 2. Curvas do EQM em excesso para os algoritmos avaliados.

Algoritmo [14] simplificado

41 Algoritmo [14] padrdo
Algoritmo de Kwong

—_
< 3f
= Algoritmo de Aboulnasr
2 -
1F
O 1 1 1
10° 10 102 10° 10*

Iteragdes

Fig. 3. Evolugdo do coeficiente W (n) para os algoritmos avaliados.

%107
6

H(n)

0
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Iteracoes

Fig. 4. Evolucdo do passo varidvel de adaptagdo. (Linha cinza) simulagdo.
(Linha tracejada escura) modelo proposto (10).
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E[w(m)]
i

1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Iteragdes

0 L
0 500

Fig. 5. Comportamento médio do vetor de coeficientes. (Linhas cinza)
simulagdo MC. (Linhas tracejadas escuras) modelo proposto (9).

25

20

15

10}

EQM (dB)

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Iteracoes

Fig. 6. Curva de aprendizagem (EQM). (Linha irregular cinza) simulagdo
MC. (Linha tracejada escura) modelo proposto (34).

VII. CONCLUSOES

Neste trabalho, um modelo estocastico do algoritmo LMS
de passo varidvel apresentado em [14], para ambientes com
baixa razdo sinal-ruido, é proposto. Tal algoritmo considera a

autocorrelagio do sinal de erro usando Nlags
Adicionalmente, é também discutida uma proposta de
redugdo da carga computacional do supramencionado

algoritmo. Resultados de simulagdes numéricas confirmam a
boa precisdo do modelo desenvolvido.
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