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Modelo Analitico de um Algoritmo LMS de Passo

Variavel Baseado na Autocorrelacao
do Sinal de Erro

José Gil Fausto Zipf, Orlando José Tobias e Rui Seara

Resumo—Algoritmos adaptativos de passo variavel tém uma
significativa importancia prética, na medida em que apresentam
um melhor desempenho em relagéo aos algoritmos de passo fixo.
A literatura técnica é vasta nesse assunto, resultando em uma
area de pesquisa bastante ativa. Uma das principais estratégias
de ajuste do passo de adaptacdo considera a funcdo de
autocorrelacdo do sinal de erro, a qual deu origem ao algoritmo
LMS de passo varidvel proposto por Aboulnasr. O presente
artigo propde desenvolver um modelo analitico deste bem
conhecido algoritmo da literatura. Particularmente, sdo
derivados modelos estocasticos para 0 comportamento médio do
vetor de coeficientes e para a curva de aprendizagem.
Simulagbes numéricas confirmam a precisio do modelo
proposto.

Palavras-chave—Algoritmos LMS de
autocorrelagdo do snal de erro,
adaptativos.

passo variavel,
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Abstract—Variable step-size adaptive algorithms have
significant practical importance, since they present better
performance as compared with the ones having fixed step size.
The technical literature is vast in such a subject, resulting in a
very active research area. One of the main strategies for
adjusting the step size considersthe error signal autocorrelation
function, which gave rise to the variable step-size LMS
algorithm proposed by Aboulnasr. The present paper proposes
to develop an analytical model of this well-known algorithm
from the literature. In particular, stochastic modelsfor the mean
weight behavior and the learning curve are derived. Numerical
simulation results verify the accuracy of the proposed model.

Keywords—Variable step-size LMS algorithms, error signal
autocorrelation, modeling of adaptivefilters.

I. INTRODUCAO

Os algoritmos LMS sdo os mais utilizados em aplicagoes
de filtragem adaptativa, devido principalmente a sua
simplicidade de implementagdo e robustez nos mais diversos
cenarios. [1]. O algoritmo LMS convencional opera com um
passo de adaptacdo fixo, selecionado a partir de um
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compromisso existente entre velocidade de convergéncia e
desajuste. Com o propésito de se obter simultaneamente
rapida convergéncia e reduzido desajuste, surgem os
algoritmos LMS de passo variavel (variable step-size LMS-
VSSLMS). Atualmente, na literatura, existem diferentes
estratégias de algoritmos VSSLMS, cada uma delas propondo
diferente forma de ajuste do passo de adaptacdo. As
aplicagcdes dos algoritmos VSSLMS sdo as mesmas do
algoritmo LMS convencional, a saber: identificacdo de
sistema, cancelamento de ruido, equalizagdo de canal, dentre
outras [1]. A idéia central desses algoritmos consiste em se
utilizar um passo de adaptagdo de valor elevado no inicio da
fase de aprendizagem e gradualmente reduzi-lo, conforme se
aproxime a fase de regime permanente.

Nos ualtimos anos, muitos autores propuseram diferentes
formas de atualizacdo do passo de adaptacdo varidvel
[2]-[21]. Em [9], é discutido um algoritmo VSSLMS baseado
no sinal de erro ao quadrado, aqui denominado algoritmo de
Kwong. Tal algoritmo exibe um satisfatorio desempenho para
a maioria das aplicagdes, apresentando contudo uma forte
dependéncia do processo de ajuste do passo variavel e do
desajuste com respeito ao ruido de medicdo. Uma
modificacdo no algoritmo de Kwong ¢é apresentada em [12],
resultando no denominado algoritmo de Aboulnasr. Este
algoritmo melhora consideravelmente a imunidade ao ruido
branco de medigdo, na medida em que considera a funcdo de
autocorrelagdo do sinal de erro no processo de atualizagdo do
passo de adaptacdo. No entanto, em nosso conhecimento, ndo
ha na literatura qualquer modelo analitico que possibilite uma
predicdo de desempenho do algoritmo de Aboulnasr. Tal
modelo poderia auxiliar em uma melhor compreensdo e
melhoria do algoritmo em diversas aplicacdes. Neste trabalho
de pesquisa, ¢ apresentado um modelo estocastico do
algoritmo de Aboulnasr, determinando expressdes analiticas
para o comportamento médio do vetor de coeficientes e para a
curva de aprendizagem. Resultados de simulagdo numérica,
considerando um problema de identificagio de sistema,
comprovam a precisao do modelo proposto.

II. ALGORITMO DE KWONG

Considere um problema de identificagdio de sistema
ilustrado pelo diagrama de blocos da Fig. 1. Nessa figura, a
saida do sistema desconhecido é
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d(n) =wgx(n)+n(n) (1)
onde x(n)=[x(n) x(n—1) --- x(n—N+ 1)]T denota o vetor de
entrada, assumindo {X(N)} um processo gaussiano de média
zero e variancia (5)2(, w(n) =[w,(n) w(n) --- WN_I(n)]T éo
vetor de coeficientes do filtro adaptativo, W, =[W, W ---

T
W]

identificado e M(N) € um ruido de medigdo i.i.d. com média

representa a resposta ao impulso do sistema a ser

nula e variancia cﬁ. O sinal de erro é dado por
e(n) = d(n)-w" (x(n). )

A expressdo de atualizagdo do vetor de coeficientes para o
algoritmo VSSLMS pode ser escrita como

w(n+1) = w(n)+pu(nemx(n) 3)

onde W(N) € o passo variavel de adaptagao.

No algoritmo de Kwong, o sinal de erro ao quadrado ¢
utilizado para atualizar o passo de adaptacdo variavel de
acordo com a seguinte expressao:

M(n+1) = ap(n) +1€* () )
onde o, ¢ Yy sdo pardmetros positivos de controle.

A principal motivagdo para este algoritmo ¢ que quanto
maior for o erro de predigdo, maior deve ser o valor do passo
de adaptagdo, de maneira a acelerar o processo de
convergéncia. Por outro lado, a medida que o erro diminui, o
valor do passo de adaptacdo também deve ser reduzido, com
o objetivo de se obter um menor desajuste [9]. Um problema
desse algoritmo ¢ a sua forte dependéncia com ruido de
medigdo, tendo seu desempenho bastante deteriorado em
ambientes com baixa razao sinal-ruido (SNR).

III. ALGORITMO DE ABOULNASR

O algoritmo de Aboulnasr pode ser visto como uma
modificagdo do algoritmo de Kwong na medida em que
utiliza a autocorrelagdo entre e(n) ¢ en—1), ao invés do

sinal de erro ao quadrado ez(n), para atualiza¢do do passo

variavel de adaptagdo. Dessa forma, o algoritmo pode
efetivamente manter uma razoavel imunidade ao ruido de
medicdo ndo correlacionado. Para atualizar o passo de
adaptacdo, a estratégia de Aboulnasr [12] considera para
ajuste o quadrado da estimativa da autocorrelag@o do sinal de
erro. Tal estimativa (obtida através de uma filtragem
passa-baixas) ¢ dada por

p(n) =Bp(n—1)+(1-P)e(ne(n-1) (5)
onde B >0 ¢éum pardmetro de controle. O ajuste do passo de
adaptacdo ¢ realizado conforme a seguinte expressao:

w(n+1) = agu(n) +yp° (n) (6)

onde, novamente, o e 7Y sdo parametros positivos de

controle.

Para garantir uma operagdo estavel do algoritmo adaptativo,
os limites de ajuste do passo de adaptacdo sdo fixados pela
seguinte inequagdo [1]:

O<u(n)<3 2 @)

tr[R]

IV. MODELAGEM

A modelagem do algoritmo de Aboulnasr [12] ¢ derivada
invocando parcialmente a Teoria da Independéncia (TI) e
assumindo as seguintes hipoteses simplificativas:

1) O passo variavel de adaptagdo Ww(n) ¢ independente e
descorrelacionado de qualquer outro sinal no sistema.
i) E[u* ()] =E*[u(n)].
iif) E[u(mp(n—1)]= E[u(m)]Emn-D].

iv) E[p*(n)]=E*[p(n)].

As hipoteses acima sdo validas sob condigdes de adaptagdo
lenta do passo p(n).

A. Comportamento Médio do Vetor de Coeficientes

O modelo para o comportamento médio do vetor de
coeficientes ¢ obtido tomando o valor esperado de (3) e
considerando a hipdtese (i). Entdo,

Efw(n+D)]= E[w(m]+ E[u(m]{p -RE[wW(M]}  (3)

onde R = E[X( n)XT(n)] ¢ a matriz de autocorrelagdo do vetor

p = E[d(m)x(n)]
correlagdo cruzada entre o sinal desejado e o vetor de entrada.
O valor esperado E[u(n)] deve ser determinado em (8).

de entrada e representa o vetor de

Assim, tomando o valor esperado de ambos os lados de (6),
obtém-se

Elu(n+1)] = aE[u(n]+vE[ p* (M)]. (€))

Assumindo adaptacdo lenta e considerando (iv), (9) pode ser
reescrita como

E[u(n+1)] = oE[u(n)]+YE*[ p(n)]. (10)
n(n)
WO
x(n)
w(n)
| Algoritmo |
Adaptativo |

Fig. 1. Diagrama de blocos de um esquema de identificagdo de sistema.
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Com o objetivo de se determinar E[ p(n)] em (10), toma-se o

valor esperado de ambos os lados de (5). Assim,

Elp(n]=BE[p(n—D]+(1-P)E[e(me(n-1)].  (11)

Logo, E[e(n)e(n—1)] precisa agora ser obtido em (11). Para
tal, considere o vetor de erro nos coeficientes dado por
v(n)=w(n)—-w,.

(12)

Dessa forma, os sinais de erro &(n) e en—1) podem ser

escritos, respectivamente, como

e&(n) =n(m-v' (Mx(n) (13)
€
e(n-1)=n(n-1)—-v’' (n-1)x(n-1). (14)
Agora, considerando (13) e (14), pode-se escrever
e(ne(n—1) = n(nn(n—1) -n(mv' (n-1)x(n-1)
—n(n—-DHv" (n)x(n) (15)

+vI(nx(nxT (n=1)v(n-1).

Entdo, tomando o valor esperado de ambos os lados de (15),
tem-se

E[e(n)e(n—1)]= E[vT (n)x(nx" (n=1)v(n-1)].  (16)

Agora, definindo a matriz de correlagdo entre os vetores X(n)

e X(n—1) como

R, = E[x(M)x" (n-1)] (17)
a expressao (16) pode ser entdo reescrita como
E[e(me(n-1)] = E[v' (MR, v(n-1)]. (18)

Note que R; ¢ obtida sem considerar a TI, uma vez que de
acordo com tal hipotese E[x(n)x" (n—1)]=0.
Entdo, definindo

K (n) = E[v(n)v' (n-1)] (19)
a expressdo (18) pode agora ser reescrita como segue:
Ele(ne(n—1)] = ufR,K , (N)]. (20)

Para se obter o modelo desejado, é necessario estimar R; e
determinar uma expressdo para K,(n). Assim, substituindo

(12) em (3), a expressdo de atualizagdo do vetor de erro nos
coeficientes pode ser escrita como

v(n+1) = v(n)+p(n)e(nyx(n). 21

Representando o sinal de erro como fungdo de v(n),
obtém-se
e(n) =d(n) - [x" (Nw(n)]

22
=d(n)—x"(mv(n)—x" (Mw,. 22

Substituindo agora (22) em (21), tem-se

v(n+1) = v(m+u(n[d(nx(n)

—x(mx" (Mv(n) —x(mx" (Nw, ] @)

e desde que

d(n)-x" (mw, =n(n) (24)

pode—se €screver

v(n+1) = v(m)+pmnmxm -xx" (Mv(n]  (25)

vi(n) =vi(n-D)+p-Mmn-Dx"(n-1)

(26)
—vI(n=Dx(n=Dx" (n-1)].

Entao, fazendo o produto v(n+ l)vT (n), chega-se a

v(n+D)vT(n)=

v(nvT(n-1)

+Hu(h—=Hn(n-Hv(nx" (n—1)

—w(n—=DHv(nvT (n=Dx(n—-Dx" (n—1)
Huy(mn(Mxmv' (n-1)

—u(mx(mx" (Mv(nv" (n-1)
+Humu(n—=Hnmnn-Hx(mx" (n—1y
—u(Mu(n—Immx(n-1Hx" (n—Hx(myv' (n-1)
—u(mu(n-DHnn-Hxmx" (Mv(nx" (n-1)
+u(mu(n—DHxmx" (nv(nv’ (n-1x(n-1x" (n-1).

27

Agora, tomando o valor esperado de (27), obtém-se
K, (n+1) =K (n) — E[w(m]EX(mxX" (mv(n)v' (n-1)]
— E[u(n-DIE[v(n)v" (n—Dx(n-D)x" (n-1)] 8)
+ E[u(mu(n = DIxmx" (v(nv' (n-1)
x x(n=1)x" (n=1)].
Finalmente, desenvolvendo (28) sob a luz da hipotese (iii) e

considerando o teorema de fatoragdo de momentos para sinais
gaussianos [1], tem-se

Ki(n+1) =K, (M- EWm]RK, (n) - Eu(n-DK (MR

+ E[u(m]ER(n-DIR, R, K (M)]
+RK;(NR+R K (NR,

29

para R = E[x(n)x" (n)].

B. Curva de Aprendizagem
Agora, utilizando (25), pode-se encontrar uma expressao
recursiva que descreva a evolugdo de v(n)v' (n). Ento,
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v(n+DvT(n+1) = v(n)v' (n)
—u(mv(mv’ (xmx" (n)
+u(mn(mv(mx’ (n)
—u(mx(mx" (Mv(nv' (n)
+* (mx(x " (mvmv’ (mx)x" (n) (30)
— (m(mx(x" (Nv(mx" (n)
+ummmx(nv’ (n)
— 1 (m(mx(mv" (x(m)x" (n)
+u* (Mn? (Mx(nx" (n).
Definindo K (n) = E[v(n)v' (n)], tomando o valor esperado
de (30), e considerando (i) e (ii), obtém-se
K (n+1) =K (n) - E[w(M][RK (0) +K (NR]
+ EX [u(n)]{Rtr[RK (N)]+ 2RK ()R}
+E*[u(n)]Ro;.

€3]

Finalmente, a expressdo para a curva de aprendizagem ¢ dada
por

J(n) = E[&* ()] = o, + t[RK (n)]. (32)

V. RESULTADOS DE SIMULACAO

Nesta segdo, sdo apresentadas simulagdes numéricas
visando verificar a precisdo do modelo aqui derivado. Para
tal, considera-se um problema de identificagdo de sistema. A
planta desconhecida ¢ dada pelo vetor w, =[1,2 —0,9 2,2

3,1 =2,1 —2,9]T. O sinal de entrada € correlacionado,

gaussiano, de média zero e variancia Gi =1,5, obtido de um

processo AR(1), dado por x(n)=ax(n—-1)+u(n), com

a=0,8 e u(n) sendo um ruido branco gaussiano com média

zero e varidncia 6> =0,54. A dispersio de autovalores da

matriz R é ¥ =34,5. Além disso, um ruido aditivo branco
gaussiano 1(N) com varidncia (5]21 =0,1 ¢ adicionado a saida

da planta. Por razdes de estabilidade do algoritmo, o valor
maximo do passo variavel p(n) ¢ limitado a 0,01. Os

valores dos pardmetros do algoritmo sdo a=0,97, p=0,99
e 7=0,0013. As Figs.2,3,4e5 apresentam os resultados

obtidos por simulagdo Monte Carlo (MC) (média de 200
rodadas independentes) e pelo modelo proposto. Nessas
figuras, sdo comparados simulagdes e modelo: da evolugdo
do passo variavel (Fig. 2), da autocorrelagdo do sinal de erro
(Fig. 3), do comportamento médio do vetor de coeficientes
(Fig. 4) e do erro quadratico médio (EQM) (curva de
aprendizagem) (Fig. 5). A partir dessas figuras, constata-se o
bom casamento entre os resultados de simulacdo e aqueles
obtidos através do modelo proposto.
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Passo de adaptagdo, p(n)
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Fig. 2. Evolugdo do passo variavel de adaptagdo. (Linha cinza) simulagéo
MC. (Linha escura) modelo proposto (10).
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Fig. 3. Evolugdo da autocorrelagdo do erro. (Linha cinza irregular) simulagio
MC. (Linha escura) modelo proposto (20).
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0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
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Fig. 4. Comportamento médio do vetor de coeficientes. (Linhas cinzas)
simulagdo MC. (Linhas escuras tracejadas) modelo proposto (8).
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Fig. 5. Curva de aprendizagem. (Linha cinza irregular) simulagdo MC. (Linha
escura) modelo proposto (32).

VI. CONCLUSOES

Neste trabalho, foram apresentadas expressdes analiticas
descrevendo o comportamento médio do vetor de coeficientes
e a curva de aprendizagem de um algoritmo VSSLMS
baseado na fun¢do de autocorrelagdo do sinal de erro. O
modelo foi obtido sem invocar a TI e assumindo adaptacdo
lenta. Resultados de simulagdes numéricas (para sinais de
entrada correlacionados) mostram o bom casamento existente
entre simulagio MC e modelo proposto tanto em regime
permanente quanto no transitorio.
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