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Codigos Temporais Perfeitos 2 X 2 Provenientes de
Constelacoes de Sinais HEX

Edson Donizete de Carvalho e Antonio Aparecido de Andrade

Resumo— Neste trabalho apresentamos uma nova constru¢ao
de codigos temporais perfeitos 2 x 2 a partir de constelacoes
HEX. Este codigo tem taxa maxima, diversidade maxima, seu
determinante minimo nao tende a zero, e possui a propriedade
de ter a mesma energia média de transmissio por antenas.

Palavras-Chave— Algebra ciclica, dlgebra de divisdo, cédigo
perfeito, forma cibica.

Abstract—In this work we propose a new 2 x 2 perfect space-
time codes from HEX constellation. This code has full rate,

full diversity, nonvanishing constant minimum determinant and
uniform average transmitted energy per antenna.

Keywords— Cyclic algebra, division algebra, perfect codes,
cubic shaping.

I. INTRODUCAO

Cddigos temporais sdo usados em canais de comunicag¢des
méveis, na qual as transmissdes de informagdes parte de
M antenas transmissoras e é recebida por N antenas recep-
toras. Estes canais sdo afetados por mudltiplos percursos de
propagacdo, podendo alterar de maneira significativa a ampli-
tude do sinal, as variacGes de amplitude e fase do canal sofrem
alteracdes com a variacdo da distincia e do posicionamento
entre transmissor e receptor, comportamento este conhecido
como desvanecimento. As perdas em propagacdes, variacdes
no tempo, ruidos, e no desvanecimento, dificultam a obtencao
de altas taxas de transmissoes [1].

Por outro lado, o que dificulta o projeto de c6digos que min-
imizem a probabilidade de erro no receptor é quando é imposto
uma taxa de tranmsissdo mais elevada. Uma boa estratégia
para a resolug@o de tal problema ¢é a utilizag@o de técnicas de
diversidade, fornecendo réplicas de informagdes ao receptor,
ou seja, para cada periodo de tempo ¢ = T', tomamos ¥,,,+, para
m =1,---, M, sinais que sdo transmitidos simultaneamente,
a partir das M antenas. Estes canais de comunicagdes sio
considerados perfeitos, isto é, a distribui¢do da probabilidade
de erro é homogénea. Em cada periodo de tempo ¢ o sinal
recebido x], a partir da antena j, € dado por

n
J § : J
Ty = hi,jymt +wt7 (l)
i=1
com h; ; sendo o ganho do canal entre a antena transmissora
i € a antena receptora j, e w] € o ruido introduzido pelo
canal. Pelo fato do canal ser perfeito, as informacdes recebidas
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podem ser avaliadas através da métrica de decisdo acumulada
dada por

I m

YDl = higymel, )
=1

t=1j=1

sobre todas as palavras codigos
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e decide em favor da palavra c6digo que minimiza esta soma.

Denotando por X a matriz de sinal recebida de ordem N x
M, por Y a matriz de codificagdo de ordem N x T, por H a
matriz que representa os caminhos entre as antenas no canal
de ordem T x M, e por W a matriz que representa o ruido de
ordem N x M, tem-se que este modelo de transmissdo pode
ser definido pela igualdade matricial

X=YH+W. 3)

Para minimizar a métrica de decisdo acumulada definida
na Equacdo (2), que decide em favor da palavra cédigo que
minimiza tal soma, equivale a avaliar o posto da matriz Y
dada pela igualdade matricial dada na Equacdo (3).

Critério do posto: Se s1 # s;, para todo j = 2,3,--- ,k,
onde s = (s1, 82, - ,8%) é um vetor simbolo de informagio,
entdo devemos maximizar o posto r da matriz Y (s1) — Y (s;),
tomados sobre todos os pares distintos (sl,sj), ou seja,
equivale maximizar a diversidade.

Neste trabalho, estamos interessados nos c6digo que pos-
suam a propriedade de que o determinante associado a suas
palavras c6digos ndo tende a zero, sem a normalizacdo, ou
seja, quando existe uma cota inferior para o determinante
minimo, e que ndo dependa do tamanho da constelagdo. Em
outras palavras, impomos que o determinante minimo do
c6digo seja constante para altos valores de eficiéncia espectral.

Fixar o determinante minimo é um dos principais
parametros introduzidos pelos cddigos perfeitos em [2],
o outro estd relacionado com forma geométrica que a
constelacdo assume.

Para otimizar a energia eficiente destes codigos, requer que
as palavras codigos sejam dadas na forma Rv, onde R ¢
a matriz unitdria, que codifica os simbolos de informacdes
e v é o vetor que contém simbolos de informagdes QAM
ou HEX. Referimos a este tipo de constelagdo, de forma
ctibica, dado que a matriz aplicada sobre os vetores contém
valores discretos, que podemos interpretar como uma matriz
geradora de pontos de um reticulado. Caso, a constelacdo seja
QAM tem-se reticulados na forma cubica Z" e se for HEX
tem-se reticulados na forma A%. Em [2], Oggier e et. all
construiram cddigos perfeitos em dimensdes 2 X 2 e 4 x 4
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a partir de constelagdes QAM e de dimensdes 3 x 3 e 6 x 6
a partir de constelacdes HEX. Com base nestes fatos, neste
trabalho, propomos uma nova constru¢do, de cédigos perfeitos
de dimensdo 2 x 2 para constelagdo H EX. O trabalho possui
a seguinte distribui¢do de secdes. Na Secdo II fornecemos
os conceitos preliminares de cédigos temporais. Na Secdo
IIT sdo dados os conceitos de algebras ciclicas e de cdédigos
perfeitos. Na Secdo IV apresentamos nossa constru¢do de
codigos perfeitos 2 x 2 a partir da constelacio HEX, e
finalmente na Sec¢do V damos nossas conclusdes finais.

II. EXPOSICAO DO PROBLEMA

Hassibi em [3] introduziu o conceito de cddigos temporais
de bloco linear, isto €, codigos que comprimem as informagdes
no espaco € no tempo. Sdo estes cOdigos que estamos
considerando neste trabalho. Caso, esses codigos tenham a
propriedade de que a quantidade dos simbolos transmitidos
seja a mesma dos simbolos de informagdes recebidos, dizemos
que o cédigo tem taxa mdxima.

Oggier et. all [2] e Belfiore et. all [4] construiram cédigos
a partir do espago de matrizes quadradas, ou seja, quando
M = T Estes cédigos chamados de “Square Codes”, possuem
M graus de liberdade, e usam simbolos de informagdo QAM
(Quadrature Amplitude Modulation). Além disso, pelo fato das
palavras cédigos serem formadas por matrizes quadradas, tem-
se pelo critério do posto que o cédigo tem diversidade maxima
se

|det(X; — X;)[* # 0,

para todo X; # X; € C. A partir da linearidade destes
codigos, podemos simplificar o critério do posto avaliando
apenas o seguinte determinante

[det(X)P # 0,

sobre todas palavras codigos nao nulas X € C.

Quando o cédigo tem diversidade mdxima, a préxima etapa
¢ maximizar o ganho de codificacdo, que é definido pelo
determinante minimo do cédigo. Deste modo, considerando
c6digos infinitos Cy,, 0 determinante minimo do c6digo é dado
por

Smin(Cos) = minoxxec., |det(X)[?.

Porém, o determinante minimo depende da eficiéncia es-
pectral, podendo tender a zero quando a constelagdo de sinais
torna-se muito grande.

1I1. ALGEBRAS CicLicAs E CODIGOS TEMPORAIS

Por meio da teoria algébrica dos nimeros Oggier et. all [2]
e Belfiore et. all [4], [5] obtiveram bons parametros para os
c6digos temporais. Os leitores que ndo estiverem familarizados
com conceitos de teoria algébrica dos nimeros recomendamos
fazer uma leitura preliminar do Apéndice I.

Nesta direcdo, eles mostraram que uma boa alternativa é
considerar o espaco das matrizes complexas M., (C) de ordem
n X n como um ambiente natural para os cédigos temporais
C, e que apresentem uma estrutura de reticulado de posto
maximo, e além disso, mostraram que quando o cédigo C

possui posto maximo o ganho de codificagdo é proporcional
ao determinante minimo.

Agora, se considerarmos corpos de nimeros K e F' tal que
K seja uma extensdo ciclica de grau n sobre F', cujo grupo
de Galois seja dado por Gal(K/F) =< o >, entdo podemos
definir uma 4lgebra ciclica A = (K/F,0,v) de grau n dada
por

A=1KouK @ - - du" 'K, 4)

satisfazendo a condi¢do de que u € A, ux = uo(x) para todo
x € Keu” =~ € F* = F — {0}. Assim, um elemento
a=xo+ur, +...+u""ta,_; € A, pode ser identificado
pela matriz X ([2] e [6]), dada por

zo  yo(Tny) Y0 (Tny) ... Yo" (@)
T B T C) yo" T (@2)

X = . .
Tno1r  0(Tny) 0% (Tng) ... " x1)

A. Taxa Mdxima e Diversidade Mdxima

Esta subse¢do tem como objetivo mostrar como podemos
obter uma codificag@o a partir das dlgebras ciclicas. Note que
todos os coeficientes das matrizes X da forma da Equacio
(5) estio em K, quando K € considerado como um espago
vetorial de dimensio n sobre F. Assim, cada z; é uma
combinagdo linear de n elementos em F. Os simbolos de
informagdes sdo tomados a partir de F'. Se considerarmos uma
constelacdo QQ AM entdo a constelacdo pode ser vista como um
subconjunto de Z[i| = {a + bila,b € Z} (anel de inteiros de
Gauss), sendo que i = —1. Como Z[i] C Q(i), tomamos F' =
Q(i). De forma similar, os simbolos HEX podem ser vistos
como um subconjunto de Z[w] = {a + bwl|a, b € Z} (anel de
inteiros de Eisenstein), sendo que w = 5" = ’HTM, a raiz
terceira primitiva da unidade. Como Z[w] C Q(w), tomamos
F =Q(w).

Usando a mesma termologia usada em [7] dizemos que C
€ um cddigo temporal, se C € da forma

zo  yo(Tn,) ... o (x1)
x1 o(zo) ... o™ H(z2)

Coo = . . ) . O]
Tt 0(ng) ... 0" 1)

Cada palavra c6digo X contém n coeficientes x;, com cada
um dos simbolos sendo uma combinacao linear de n simbolos
de informacdes. Ou seja, os c6digos temporais obtidos a partir
destas dlgebras ciclicas tem taxa mixima.

Definicdo 1: O determinte da matriz da Equacdo (5) (que
também é o mesmo determinante da matriz da Equagdo (6))
é chamado de norma reduzida do elemento x, onde = € A.

A seguir descrevemos uma seqiiéncia de resultados bem
conhecidos na literatura, que auxiliard na determinagdo do
determinante minimo do cddigo C que propomos na Secdo
Iv.

Teorema 1: [2] Se A= (K/F,o,v) é uma dlgebra ciclica,
entdo a norma reduzida de x € A pertence a F.

Coroldrio 1 [2] Seja A = (K/F,c,~) uma élgebra ciclica,
sendo que v € Op, com base dada por {1,e,...,e" '}, Se



XXVII SIMPOSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICACOES - SBrT 2009, DE 29 DE SETEMBRO A 2 DE OUTUBRO DE 2009, BLUMENAU, SC

r=x9+exr; + --+e"lx,_; €A onde x, € O, para
k=0,...,n—1, entdo a norma reduzida de z pertence a Op.

Uma dlgebra ciclica é dita ser uma dlgebra de divisdo, se
todos seus elementos sdo inversiveis, assim todas as palavras
cédigos tem determinante ndo nulo. Note que se trata de um
importante critério algébrico para verificar se um cddigo Co
satisfaz o critério do posto.

O préximo teorema garante quando uma algebra ciclica é
uma algebra de divisdo.

Teorema 2 ([6], Theorem 11.12, p. 184): Uma algebra
ciclica A = (K/F,0,7) de grau n é uma élgebra de divisdo
se, e somente se, o menor fator ¢ € Z, de n tal que vt é a
norma de algum elemento de K* é n.

Coroldrio 2 [2] O determinante minimo do cédigo infinito
com Z = O definido na Equacéo (6), quando F' = Q(¢) ou
Q(w), é dado por

5nLin(COK) =1.

B. Cédigos Temporais Perfeitos

Em [2], Oggier et. all construiram uma classe especial
de cdédigos temporais denominada de Cddigos Temporais
Perfeitos. Na construcdo destes cddigos foram considerados
espagos de matrizes do tipo M x M indentificadas por
dlgebras ciclicas de divisdo, garantindo diversidade maxima.
Tal construgdo teve como focos principais garantir uma cota
inferior para o determinante minimo do cédigo e de que a
constelacdo de sinais tenha forma cibica, seja ela QAM ou
HEX.

A seguir damos a definicdo formal de cédigos temporais
perfeitos.

Definicdo 2: Um coédigo temporal de bloco M x M ¢é
chamado cddigo perfeito, se as seguintes condigdes sdo satis-
feitas:

1) tem taxa méxima, isto é, o cddigo faz uso de M?2
simbolos de informacgdes, seja QAM ou HEX,

2) o determinante do cédigo infinito é ndo-nulo (em par-
ticular o critério do posto ¢ satisfeito),

3) o reticulado real de dimensio 2M? gerado pelas
palavras-cédigos ¢ dado por Z2M” ou A" e

4) todos os simbolos codificados na matriz cédigo tem a
mesma energia média.

IV. CODIGOS TEMPORAIS PERFEITOS PROVENIENTE DE
SimMBoLOS HEX

Em [2], Oggier et. all mostraram que encontrar constelacdes
que sejam dadas na forma cubica equivale procurar um ideal
T que represente a versdo rotacionada dos reticulados Z[i]™
ou Z[w]™. Estes reticulados séo obtidos a partir de reticulados
algébricos complexos, conforme a seguinte defini¢do.

Definicdo 3: Dizemos que o conjunto

A ={x= M :\eZ[i]"} (7

definido sobre Z[i] é um reticulados complexo, onde M €
M,,(C) é a matriz geradora do reticulado, M MY & a matriz
Gram, e H denota a transposta conjugada.

De forma similar defini-se um reticulado complexo sobre
Z|w).

Porém, caso desejamos obter um reticulado algébrico com-
plexo que seja da forma cubica, precisamos que a matriz M
seja da forma de uma matriz R unitdria, como descrevemos
na Secdo IL

Neste sentido, sejam K uma extensdo de Galois de F' =
Q(4) (respectivamente, F' = Q(w)) de grau n, e Ok o anel
de inteiros de K. Seja L um corpo de nimeros totalmente
real de grau n com discriminante coprimo com F, isto &,
mdc(dp,dy) = 1. Tomando a composi¢do K = FL de F
e L (ou seja, o menor corpo que contém ambos, ver figura),
tem-se que

dx = did}p, (8)

A

comdg =—4se K=Q(i) e dx = —3 se K = Q(w).

Sejam {04 }}_; o grupo de Galois Gal(K/F) e A°(I) o
reticulado algébrico complexo correspondente ao ideal I C
Ok obtido pelo mergulho de K em C"™ definido por

c: K —C"

;On())-

Uma base de A°(I) é obtido através do mergulho o a uma
base {a}}_, de Z. Consequentemente, a sua matriz Gram ¢é
dada por:

x+— o(x) = (o1(x),. ..

T joa) (V) 121
G pr—

Tr i je) Ve (W) =1

a funcdo trago é definida por
TTK/Q('L') K x K — Q(Z)

(z,y) — Trr/qu) (@7),

com T denotando a conjugacdo complexa de z, ou também ¢é
dada por,

TTK/Q(w) KX K — Q(u})

(7, y) — Trr /0w (27(Y)),

com 7 denotando a conjugagio em Q(w) dada por 7(w) = w?.
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A. O reticulado 7|w)?

Em [2], Oggier et. all propuseram uma familia de cédigos
perfeitos para 2 antenas de transmissdo, para simbolos co-
dificados a partir de Z[i]. Para tal consideraram extensdes de
corpos K/Q(i) de grau 2 sobre Q(i), com K = Q(i,/p)
para p um inteiro primo da forma p = 5 (mod 8).

Assim, nessa se¢do, propomos um procedimento de
construcdo de cddigos perfeitos com 2 antenas de trans-
missdes, porém com simbolos codificados a partir de Z[w].

Seja p um inteiro primo e consideremos extensdes de corpos
K/Q(w) de grau 2 sobre Q(w), com K = Q(w, y/p). Podemos
ver K como um espago vetorial sobre Q(w), ou sendo

K = {a+by/pla,b € Q(w)}.

O seu grupo de Galois Gal(K/Q(w)) =< o > é gerado
por ¢ : /b — —/p. Seja A = (K/Q(w),0,7) a sua
correspondente algebra ciclica.

Agora, propomos um método para encontrar convenientes
ideais Z € Ok que sejam versdes rotacionadas do reticulado
Z[w]? quando p = 1 (mod 12). Para isso, seja A°(Z) um reti-
culado algébrico complexo com base {v1,v2}. Para obtermos
um ideal Z que seja a versdo rotacionada do reticulado Z[w]?,
procuramos encontrar um ideal Z tal que o reticulado com-
plexo A°(Z) seja unimodular (matriz unitéria). Por defini¢do
um reticulado unimodular coincide com o seu dual.

Definicdo 5: O reticulado dual A°(Z)* de A¢(Z) é definido
por AS(Z)* = {2 = a1v1 + agva,a1,a2 € Q)| < 7,y >€
Zw],Yy € A°(Z)}, ou sendo o produto escalar entre dois
vetores € dado pelo correspondente traco entre os nudmeros
algébricos, isto €,

<z,y>= TTK/Q(UJ)(L’C?),

onde por abuso de notagdo, denotamos § = T(y) e T €
Gal(K/Q(w)) sendo diferente da identidade.

Para que possamos obter um reticulado complexo dual
definimos o codiferente [ver [2]], que é dado por

Dy} = {& € K|¥a € Ok, Trip(za) € Op}.

Lema 1 Tem-se que A°(Z)+ = A¢(Z+), sendo que

% = I Dijoe):

Demonstragcdo: Seja x € I—lDI_(}Q(w). Para todo y € 7
precisamos mostrar que 77 /q(.)(2y) € Z[w]. Desde que
r=uv,comucI leve D;{}Q(w), segue que Ty = uyv
com uy € Op. Agora, pela defini¢do de D;(}Q(w) o resultado
segue.

Se K = Q(w, /p), com p = 1 (mod6), entdo p se fatora
em Ok da forma

(p)Ox = 827, ©)

com f3 e (3 sendo ideais primos conjugados. Note que se p =
1 (mod 12), entdo obviamente p = 1 (mod 6).

Proposi¢do 1: O 7Z]w]-reticulado %Ac(ﬂ) é unimodular.
Demonstragdo: Como Dy qw) = Do(ypy/a = (vVP)Oo(yp)s

segue que o resultado é vélido se p = 1 (mod4) [2]. Mas
como p = 1 (mod 12), o resultado segue. Agora, fazendo uso
do Lema 1 e da Equagdo (9), tem-se que o dual de 5 é dado
por

— _ 1
Bt =07y = ;ﬂ
Além disso, o reticulado dual é dado por

(9,

N)) =) - -

(7

0 que conclui a demonstragao.

B. Construgcdo de Cddigos Perfeitos de Dimensdo 2 Prove-
nientes de Constelagoes HEX

Seja a dlgebra ciclica

A= (K/Q,0,w), com K =Q(w,V13). (10

Como 13 = 1 (mod12), segue pela Equagdo (9) e pela
Proposi¢@o 1 que existe um ideal Z de norma 13 em K que é
uma versdo rotacionada de Z[w]. Com o intuito de exibir este
ideal, precisamos da seguinte proprosicao.

Proposigdo 2: Tem-se que Q(w, V13) = Q(iv3 + \/ﬁ)
Demostra¢do: Como Q(w,/13) Q(_H'T“/g, V13) =
Q(Z\/§ + \/ﬁ) segue que é suficiente provar que Q(l\/g +
V13) = Q(iv3,v13). Claramente, Q(iv/3 + V13) C
Q(iv3,v13). Agora, mostramos que Q(iv/3,v/13) C
Q(iv3+V13). Como (iv3+v13)* = (—6+10/13)+36iv/3
e (iV3 + VI13)® — 36(ivV3 + VI3) = —6 — 26V13 €
Q(iv/3 + V/13), segue que v/13 € Q(iv/3 + v/13). Por outro
lado, (iv3+v/13)3—-10(iv3+v13) = iV3 € Q(ivV3+V13).
Portanto, L = Q(w, \/ﬁ) = Q(Z\/g + \/ﬁ)

Se 0 = iv/3++/13, entio {1, 9, 62, 93} € uma base integral
de Q(0) e p(x) = x* — 2022 4 256 € o polindmio minimal
associado a 6. No intuito, de exibirmos o ideal Z em Og,
enunciaremos o proximo teorema.

Teorema 3 (Teorema de Kummer): Sejam A um anel de
Dedekind, F' seu corpo de fracdes, i uma extensdo separdvel
de grau n, Ok o anel de inteiros de K sobre A tal que O =
A[p), para algum 8 € K e P um ideal primo ndo nulo de
A. Se f(z) é o polindmio minimal de 3 sobre F' e f1,..., f.
sio polindmios mdnicos em A[z], tal que a fatoragdo de f em
polindmios irredutiveis distintos em (A/P)[x] seja dada por

F=n..T
entdo os ideais primos, dois a dois distintos, Q1,...,Q, de
Ok, que estdo acima de P, sdo dados por Q; = (A/P)[B;],
onde f3; ¢ raiz de f(x);, e

1) POk = Q7 ...Q¢, sendo que Q; = POk + f(8)Oy,

paraj=1,...,r,

2) e(Q;/P)=ej,paraj=1,....re

3) f(Q;/P)=grauf;,paraj=1,...,r.
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Agora, tomando p(x)(modl13), tem-se que

p(z)(mod13) = (z +6)*(x +7)* = (v + 6)*(z — 6)*.

2 2 —
Com isto, p(xz) = p1(z) p2(z) € a fatoracdo de p(z) em
polindmios irredutiveis em Z/13Z. Logo, pelo Teorema de
Kummer, tem-se que

130k = P1. P2,

com P; = (13,0 + 6) e P2 = (13,0 — 6).

Teorema 4: Se considerarmos o espaco das matrizes de or-
dem 2 formada pelas matrizes X, obtidas pela correspondente
identificacdo da dlgebra ciclica dada na Equacdo (6), dadas
por

1 ala+bd)  alc+ db)
wa(c+df) ala+ bo)

Vi3

sendo que a,b,c,d sio simbolos HEX, 6 = Y13 ¢

I_T‘/ﬁ, a = (P1), e @ = (P1) = (P2), entdo o espago das
matrizes X definem um cddigo perfeito de dimensdo 2.
Demostragdo: Nesse sentido, mostramos que as condicdes
da Definicdo 2 sdo verificadas. Note que o c6digo tem taxa
maxima, contem 4 simbolos de informag¢des HE X a,b,c,d,
e assim a condi¢do (1) € satisfeita. A condicdo (2), pelo
critério do posto, também ¢ verificada (Apéndice III). Agora,
calculamos o determinante minimo. Antes, observamos que o
ideal 8 na Equagdo (9) é principal para p = 1 (mod 6). Desde
que N () = 13, segue que equivale a encontrar um elemento
a € 3 tal que a norma absoluta N g(a) = 13. Usando o
fato de que 13 = u? — wv +v?, para u = 4,v = 3 € Z, tem-
se o elemento o = /4 4+ 3w. Note que a matriz geradora do
reticulado pode ser reduzida a forma unitaria. O determinante
det(X) é dado por

1

13
O segundo termo na Equagdo (11) assume valores em Z[w] e
seu médulo minimo € igual a 1 (com a = 1,b=c=d = 0).
Assim concluimos que 6,,i,(Cso) é dado por

Nk jg(e) (@) (N jgw) (@ + b0) — Nk g (c+ db)).  (11)

13’
0 que garante que a condi¢do (2) é veficada. A condicdo (3)
segue da Subsecdo A da Secdo IV. Note que o fator w na
segunda linha da palavra-cédigo X garante a energia média
de transmissdo, uma vez que |w|? = 1. Desta forma a condig¢io
(4) estd provada.

. 1
mingzx ccldet(X)|* = 17)2|NK/@<w>(04)|2 =44 3w’ =

V. CONCLUSOES

Neste trabalho apresentamos uma nova construgdo de
codigos temporais perfeitos 2 x 2 a partir de constelacdes
HEX. O que estimula a procura de novas construgdes de
codigos temporais perfeitos para dimensdes 4 x 4 a partir de
constelacdes HE X e de dimensdes 3 x 3 e 6 x 6 a partir de
constelacdes QAM.
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APENDICE I
TEORIA ALGEBRICA DOS NUMEROS: DEFINICOES
BASICAS

Um corpo de niimeros K é um corpo contendo os racionais
@ que é um espago vetorial de dimensdo finita sobre Q).
Sejam dois corpos de niimeros F' C K, onde K pode ser
visto como um espago vetorial de dimensdo finita n sobre
F. Neste caso, dizemos que K & uma extensdo de corpos
de F que denotamos por K/F. Podemos obter uma extensdo
de corpos K/F, a partir de um polindmio p(z) de grau n,
ou seja, quando K é o menor corpo que contém F' e todas
raizes 61, . ..,0, de p(x). Neste caso, dizemos que a extensdo
de corpos K/F é uma extensdo Galosiana, e denotamos por
Gal(K/F) = {01,092, - ,0,} seu grupo de Galois. Dizemos
que uma extensdo K /F & abeliana (ciclica) se seu grupo de
Galois € abeliano (ciclico).

A norma e o trago de um elemento x € K sd@o definidos,
respectivamente, por

Trisp(z) =Y on(z) e Ngsp(a) =[] on).
k=1 k=1

Se FF = Q, entdo um elemento o« € K é chamado de
inteiro sobre Z se existe um polindmio p(x) € Z[z], ndo
nulo, tal que p(«) 0. O conjunto dos elementos com
esta propriedade formam um anel que chamamos de anel de
inteiros e denotamos por Og. Este anel tem uma Z-base
que denotamos por {wi,...,w,}. Um importante invariante
associado ao corpo K, € o seu discriminante que é definido
por dK = det(TTK/Q(wiw]'))ijl.

APENDICE 11
STMBOLO DA NORMA DE HASSE

O simbolo da norma de Hasse ¢é derivado da teoria de classe
de corpos. Sejam K/F uma extensdo de corpos de nimeros
do tipo abeliana, K, o complemento de K em relacdo a uma
valorizag¢do v, e o mergulho de K em K, denotado por i,.

Defini¢do 6: A aplicacio

('fi/F> . K* — Gal(K/F),
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definida por
(z’l,(:r), K/F>
rh— [ ————

v

¢ chamada de simbolo da norma de Hasse.

A principal propriedade deste simbolo € que podemos
calcular se um elemento é norma local.

Teorema 5: [8] Tem-se que % =1 se, e somente se,
2 é uma norma local no lugar v para K/F.

Uma outra importante propriedade deste simbolo é a sua

linearidade dada pelo préximo teorema.
Teorema 6: [8] Vale a propriedade (W) _
(x,K/F v.K/F

O proximo teorema fornece como é dado o simbolo nos
lugares nao-ramificados.

Teorema 7: [8] Se v ndo é ramificado em K /F, entdo para
todo z € F'*, tem-se que

(25) = (55) ()" e () a

Frobenius de v para K/F (para os nossos propésitos é um
elemento do grupo de galois Gal(K/F') (maiores detalhes ver
[8]) e v(z) denota a valoriza¢do de x.

Coroldrio 3 [8] Em um lugar nfo ramificado, a unidade é
sempre uma norma.

O préximo teorema fornece a propriedade da formula pro-
duto do simbolo da norma de Hasse.

Teorema 8: Seja K/F uma extensdo finita. Para cada z €

F*, tem-se que
V )

v
com o produto definido sobre todos os lugares de v.

Pelo Coroldrio 3, tem-se que a unidade € sempre uma norma
local de um lugar que ndo é ramificado. O nosso interesse é
mostrar que uma unidade y nio é uma norma. For¢amos uma
contradi¢cdo em lugar ramificado. Para isto, comegamos com
a férmula produto, simplificando todos os termos exceto em
dois termos no produto sobre todos os primos, € tomamos o
produto entre dois termos iguais a 1.

<7,K/F> (I,K/F) 1, zeKk*

v v

O primeiro termo envolve -y, e o outro mostramos ser diferente
de 1. Assim, como o produto é 1, segue que v ndo é uma
norma. Para simplificar a férmula, introduzimos um elemento
y € L tal que yy € uma unidade local em um primo ramificado
e calculamos a férmula produto

(") =+

v

APENDICE III
w NAO E UMA NORMA EM K = Q(w, v13)/Q(w)

O objetivo deste apéndice ¢ mostrar que w ndo € uma norma
em Q(w, v/13)/Q(w), que para isso usamos a ramificacdo dos
primos que aparecem em Q(w, v/13)/Q(w).

Proposicdo 3: A unidade w nao € uma norma na extensao

de corpos Q(w, v13)/Q(w).

Demonstragdo: Tem-se que 13 = (1 — 3w)(4 + 3w) =
P13q13. Mostramos que w ndo € uma norma local em pi3,
e assim ndo € uma norma em Q(w). Seja o sistema

y=1(mod1l — 3w)
(12)
wy =1 (mod4 + 3w),

com y € Zlw]. Tem-se que y = 13 + 3w é uma solugdo do

sistema (12), sendo que (y)Z[w] = p217. Seja (M) 0

simbolo da norma de Hasse. Pela férmula produto tem-se que

[1(2508) () 1 (222,

v v v

eque [], (M) = 1, com o primeiro produto tomado so-

bre os primos que ramificam e o segundo sobre os primos que

ndo ramificam. O produto sobre os primos nao ramificados fica
(y%K/F) (y%K/F

P13 q13
¢ somente em 13. Agora, vejamos como € o produto sobre

os primos ndo ramificados. Como y € po17, segue que sua
valorizacgdo é zero para v # p217. Como a valorizagdo é zero

K/F
para todos os lugares, segue que [, . ,umis %) =

Hv,n ramsif (%) (W) = <%) ASSil’l’l, 0 pro-
duto dado pela férmula produto fica simplificado como

(w,K/F> (y,K/F) (yw,K/F> (y’K/F) = 1. O segundo e 0

), uma vez que a ramificacdo em K/F

P13 P13 q13 p217
terceiro termos sdo iguais a 1, pela escolha de y no sistema
w,K/F yw,K/F

P13 ) ( p217
p217 € inerte, segue que o segundo termo € diferente de 1, e
w,K/F

P13
o que conclui a demonstragio.

(12). Finalmente, tem-se que = 1. Como

com isto ) # 1. Portanto, w nao é uma norma em p13,



