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Codificadores convolucionais generalizados com
pacotes de informagao de comprimento primo

Jorge Pedraza Arpasi

Resumo— Cédigos convolucionais generalizados sobre grupos
arbitrarios sdo necessarios a partir do trabalho de Ungerboeck,
0 mesmo que trata sobre casamento entre bits codificados e
constelacées de sinais. O conjunto das palavras de um cédigo
convolucional formam um sistema dindmico que precisa ser bem
comportado, isto é, ser controlavel e observavel. Um cédigo que
nao seja controlavel ndo pode ser um bom cédigo. Neste trabalho
mostramos que codigos convolucionais gerados pela extensio nao-
abeliana Z, X S, onde Z, é o grupo ciclico {0,1,2,...,p—1},p
primo, nao sdo controlaveis ou tem distancia livre limitada por
transicOes paralelas.

Palavras-Chave.- Co6digos convolucionais generalizados,
codigos de trelica, controle, p-grupos

I. INTRODUCAO

Forney e Trott, em [1], perceberam que o codificador
convolucional com taxa de transmissdo % e memoria 2 da
Figura 1 pode ser descrito como uma maquina de estados M =
(Zo,73,73, v,w). Este codificador, que em [2] é denotado por
(3,1,2), tem como alfabeto de entradas o conjunto Zo, =
{0,1}, como saidas Z3 = {000,100,...,111}, e como o
conjunto dos estados Z2 = {00, 10,01, 11}. Cada um dos con-

Fig. 1. O codificador de um cédigo bindrio (3,1, 2)

juntos Zs, 73,73, com a operagdo soma médulo 2, executada
componente a componente, ¢ um grupo. Por exemplo, para o
caso Zg temos 100+111=011, 000+101=101, 101+101=000,
etc. Isto mostra informalmente que Z3 com a soma médulo 2
possui as propriedades de clausura, associatividade, elemento
neutro, ¢ elemento inverso necessdrias para ter estrutura de
grupo. Mais ainda, estes grupos bindrios sao grupos abelianos,
pois a operacdo soma médulo 2 é comutativa. O conjuntos
73 =T X Lo, € 3 = Ly X Ly X Ly = Ty x 73 sio produtos
cartesianos chamados de grupos produto direto. A dindmica
do codificador da Figura 1 pode ser descrita pelo mapeamento
do préximo estado v : Zo x Z2 — Z3 e pelo mapeamento
codificador w : Zo x Z3 — Z3 sendo que ambos sdo
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homomorfismos de grupos definidos por v(u, $152) = (u, s1)
e w(u,s182) = (u + 82, 82,u + s1). Em geral, para qualquer
taxa de transmissao % e qualquer meméria m, um codificador
convolucional bindrio pode ser definido como a méiquina de
estados M = (75,75, 75 ,v,w) onde v : 7§ x Z* — 7 é
o homomorfismo do préximo estado e w : Z§ x Z* — 7% é o
homomorfismo codificador. Como &k +m > m, temos que v é
homomorfismo sobrejetor, enquanto que, para evitar c6digos
catastr6ficos o homomorfismo codificador w deve ser injetor,
isto é, n > k + m necessariamente.

Desde o trabalho de Ungerboeck [3], onde o problema central
era o casamento entre os pacotes de bits codificados que
formam o grupo bindrio Z%, e uma constelacdo de sinais S,
houve a necessidade de ampliar o conceito de cédigos con-
volucionais. Entdo foram introduzidos conceitos de codigos
convolucionais generalizados sobre grupos (group codes) [1],
e casamento entre grupos € pontos discretos de um espago
Euclidiano, [4]. Os grupos referidos nesta generalizagdo po-
dem ser até grupos nao-abelianos. Em [4], Loeliger mostra
teoricamente que para um canal AWGN dado, usando cédigos
convolucionais abelianos sua capacidade de transmissdo &
limitada superiormente pela capacidade de um canal AWGN
com modulacdo PSK (Phase Shift Keying). Assim, canais
usando cdédigos convolucionais sobre grupos nao-abelianos
poderiam superar esta limitacdo.

Um conceito fundamental da algebra que é necessario para
definir codificadores convolucionais generalizados, e portanto
cédigos convolucionais generalizados, é a definicio de ex-
tensao de grupos que introduziremos na Sec¢@o II, onde
serd mostrado que produto direto de grupos é um caso
particular de extensdo de grupos. Na secdo III definiremos
codificadores convolucionais generalizados e a abordagem dos
c6digos convolucionais como sequéncias bi-infinitas que para
serem bons cddigos precisam ser bem comportados quando
identificados como sistemas dindmicos [5], [4], [1], [6] Um
sistema dindmico bem comportado precisa ser observavel e
controlavel [7]. Na Se¢do IV enfocaremos os codificadores
convolucionais sobre a extensdo ndo-abeliana Z, X S, onde
p é primo e Z, é o grupo ciclico Z, = {0,1,2,...,p — 1}
e mostraremos que um cddigo convolucional, definido sobre
esta extensdo, ndo € controlavel ou tem distancia livre limitada
por transi¢des paralelas.

II. EXTENSAO DE GRUPOS

Defini¢cdes padrao de extensdo de grupos sdo dados em
[8], [9], entre outros. Para a defini¢do que daremos a seguir,
ao elemento neutral(identidade) de um grupo genérico G
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denotaremos por e, a notacdo N <G significa IV é um subgrupo
normal de GG, enquanto que H = K sera a notagdo para um
isomorfismo entre H e K.

Definicdo 1: Uma extensao de um grupo U por outro S é
um grupo G que possui um subgrupo normal N < G, tal que
N2Uel==So0

Dado que cada grupo G, pelo menos, possui seus subgrupos
normais triviais, entdo cada grupo G sempre é a extensdo de
algum grupo U por grupo S, a qual denotaremos por U X S.
Isto significa que cada elemento g € G pode ser “factorado”ou
decomposto como um tdnico par ordenado (u,s), u € U e
s € S. A construcdo desta fatoracdo é baseada na escolha
dos isomorfismos 3 : S — % e v: N — U referidos na
Definicdo 1, e de um levantamento [ : % — @, chamado
também escolha de representante de classe, tal que [(N) = e.
Com estas escolhas sfo definidos os mapeamentos ¢ : S XS —
Ue¢:S— Aut(U),

<(s,1) = vl(¥(s))-Lw (1) (U (1)) '], (D

(s)(u) = v[i(¥(s))-v™ (w).(1( ()] 2

Entdo U X S com a operagado

(u1,51) * (uz, s2) = (u1.¢(s1)(u2).c(s51,52), s152)  (3)

€ um grupo isomorfo com G.

O produto semidireto U x S € um caso particular de extensdo,
onde ¢(s,t) = e € U para quaisquer s,t € S. Por outro lado, o
produto direto é um caso particular de extenséo, onde (s,t) =
e € U para quaisquer s,t € S, e ¢(s) é o automorfismo
identidade para qualquer s € S. Portanto a extensio U X
S é uma generalizagdo do produto direto U x S, conforme
dizeramos linhas acima.

Exemplo 1: Considere o grupo Zj = {(z1,72,73) ; z; €
Zs}. Este grupo abeliano pode ser decomposto como o produto
direto Zo x Z3 e portanto uma extensdo de Zy por Z3. o

Exemplo 2: Considere o grupo das simetrias do quadrado,

Dg = {Ro,R%,RW7R37w,d1,d2,H, V}, onde R;zr é uma
rotagdo do quadrado, no sentido anti-hordrio, de ¢% radianos,
di, e do sdo reflexdes referidas as diagonais, e H,V sio as
reflexdes horizontal e vertical respectivamente.
Um subgrupo normal é N = {Rg,R;} = Z,, e para
o grupo dos cosets % temos 73 = %. Na Tabela I
temos as escolhas de v, v, e [. Por exemplo, ¥(10) =
{Rﬂ/g, Rg.n-/g}, U(Ro) = 0, € l({Rﬂ-/g, R37‘-/2}) = Rﬂ-/g. Com
isto, a operagdo de grupo para Dg = Z, X Z3 é dada por
(i1, 12i3)(J1, d2ds) = (i1 + j1 + s (423, jajs), t2is + jojs). Por
exemplo; (0,10)(1,10) = (0+ 1 +¢(10,10),10+10) = (1 +
v(l(1(10))I(2(10))(1(¥(00))) ™), 00) = (1 +v(R5 Rz ),00)
= (Ry,00). o

Notemos que o resultado de (uq,s1).(uz, s2), da operagdo
acima (3), é (u',s1s2) para algum w' e onde s;sy é a
operagdo do grupo S. Esta propriedade nos deixa livres da
preocupacdo do cédlculo exato do produto de multiplos pares.
Por exemplo na prova de alguns Lemas serd suficiente saber
que (u',8182...85,), é o par resultante do produto miiltiplo
(u1,81) - (u2,82) - (us,s3)...(un,Sn), onde v’ € algum
elemento de U. Analogamente, (u,s)” = (u/, s) para algum
u eU.

3 L I Ds
00 ~— {Ro, R~} — Ro
10 {RW/27R37T/2} = R7r/2
01 ~— {d1,d2} — dy
11 +— {H,V} — H
lv
{0,1}
Lo
TABELA 1

ESCOLHAS DOS ISOMORFISMOS % E v, E O LEVANTAMENTO [ PARA O
EXEMPLO 2

ITI. CODIFICADORES E CODIGOS CONVOLUCIONAIS
GENERALIZADOS

Definicdo 2: Um codificador homomorfo generalizado ¢é
uma maquina M = (U, Y, S,w, v), onde o alfabeto de entrada
U, o alfabeto de saida Y, e o conjunto dos estados da maquina
S sdo grupos tais que o mapeamento do proximo estado v €
um homomorfismo sobrejetor e o mapeamento codificador w
¢ um homomorfismos injetor, ambos definidos assim;

v:UXS — S
w:UKS —- G

Exemplo 3: Considere o grupo produto direto Z3 =
{(z1,22,23) ; x; € Za} (Exemplo 1). Definindo v
Zo x 73 — 73 como sendo v(u,s1,s2) = (u,s1) € w :
Zo x 73 — 73 por w(u, s1,82) = (u+ 2,82, u + $1); temos
um codificador M = (Zo, 72,73, v,w) que gera o codificador
bindrio da Figura 1.

Fig. 2. Representagdo grifica do c6digo convolucional (3, 1, 2): (a) Diagrama
de estados estdtico conforme Teoria dos grafos, (b) Dindmica da Trelica
conforme Teoria de cédigos corretores de erros.

Supondo que o estado inicial do codificador M
seja 00, temos que a sequéncia de bits de entrada
1,1,0,1,0,0,1,1,1,0,... gera de maneira Unica a

sequéncia de estados 10,11,01,10,01,00,10,11,11,01,...
e a sequéncia de bits codificados
101,100,111,011,001, 110,101, 100,010, 111, . .. da
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seguinte forma;

1(0,00) =10 | w(0,00) = 101
v(1,10) =11 | w(1,10) = 100
v(0,11) =01 | w(0,11) = 111
v(1,01) =10 | w(1,01) = 011
2(0,10) =01 | w(0,10) = 001
1(0,01) =00 | w(0,01) = 110
V(1,000 =10 | w(1,00) = 101
v(1,10) =11 | w(1,10) = 100
v(1,11) =11 | w(1,11) = 010
(0,11) =01 | w(0,11) = 111

Exemplo 4: Considere o grupo das simetrias do quadrado,

Dg (Exemplo 2). Considere o codificador dado por w(a, bc) =
(a,bc) e v(a,bc) = be temos um codificador M =
(ZQ, Z%, Dg, v, O.)).
O codificador para esta extensdo ndo-abeliana, ndo é imple-
mentavel como um circuito registrador de deslocamentos. No
entanto ele possui um diagrama de estados e um diagrama de
trelica mostrados na Figura 3. o

Fig. 3. (a) Grafo disconexo do codificador 4 (b)Trelica

Seja C o cddigo bindrio produzido pelo codificador
da Figura 1 e Exemplo 1, temos que C é um con-
junto de sequéncias de pacotes de trés bits, por exem-
plo {101,100,111,011,001,110,101,100,010,111,...} €
C. Entdo, considerando o produto direto infinito (Z3)N =
73 X 73 x ... temos C é um subgrupo de (Z3)N. Sob o ponto
de vista dos sistemas dindmicos, C pode ser descrito como
um sistema invariante no tempo, pois para cada indice em N,
o grupo Z3 é repetido. Por isso, também, estes c6digos sdo
chamados c6digos convolucionais invariantes no tempo.
Um cédigo convolucional generalizado é indexado sobre os
inteiros Z.

Defini¢do 3: Considere uma familia de grupos {Gj}rez
e o produto direto, indexado em Z, G = --- X Gg_1 X
Gi X Gg41 X .... Temos que cada elemento deste produto
é um sequéncia {gi}rez, gr € Gk, € com as operagdes de
grupo induzidas componente a componente sobre cada Gy, G
também ¢é grupo. Entdo, um cédigo convolucional generalizado
C, é um subgrupo de G. o
Se para cada Gy, temos que G, = G, entdo temos G = GZ =
-+ X GXGxGx....E neste caso temos que um subgrupo

C de G chamado de cddigo convolucional invariante no tempo
[51, [4], (1], [6].

Uma sequéncia {cy } ez € C é chamada de palavra-cédigo.
Dados dois inteiros ¢,j, com ¢ < 7, usaremos as notacdes
[, 7], [4,4), (4, ], e (4, ) para intervalos inteiros. Por exemplo,
[27]} = {iai'i_ 1"~'aj - 17j}’ [Zvj) = {ivi"'_ ]-7“'7.7 - 1},
e assim por diante. Esta notagdo também funciona em em
conjuntos discretos infinitos tal como {k € Z ; k < j} =
(=00, j]. Com isto a proje¢do de uma palavra-cdigo {c, }rez
sobre o conjunto de indices [i,j] é denotado por {c}|
{CZ', Citlse--y Cj}.

Dadas duas palavras-c6digo {c1j, trez, {€21 }rez € C, uma
concatenacdo de {c1y}trez € {cay }rez no instante j é uma
palavra c6digo {(c1AjcC2)k ez definida como (c1Ajce), =

C1kl(—00,j); k<

C21|[j +o0); K = J.

Se L é um inteiro maior do que um, entdo o codigo de
grupo C é dito L-controldvel quando para dadas duas palavras
cy1 € cg, existir uma terceira palavra cg € um inteiro k tal
que a concatenacdo ci Ak €3 Apyr c2 € uma palavra do
cédigo de grupo C. [6], [5]. E dito que um nimero natural
[ > 1 ¢é o indice de controlabilidade do cédigo C quando | =
min{L ; C é L—controlavel }. Qualquer cédigo de grupo que
tenha uma aplicag@o prética em transmissdo o armazenamento
de dados precisa ter um indice de controlabilidade.

Definicdo 4: Um cédigo de grupo C é dito controlavel
quando existir um inteiro [ > 1 tal que [ é o indice de controle
de C. o

Em [1] tem sido provado que cddigos invariantes no

tempo podem ser gerados por um codificador convolucional
generalizado. Conforme foi notado em [5], [10], considerando
codigos convolucionais generalizados como  sistemas
dindmicos os codificadores convolucionais generalizados sao
a realizacao destes codigos.
A  secdo de trelica € o conjunto de
(s,w(u,s),v(u,s)) € S x Y x S, e se pode
provar que o conjunto de todas as arestas B =
{(s,w(u,s),v(u,s)) ; (u,s) € UK S} é um grupo
que ¢é isomorfo a U X .S

O cdédigo de grupo C gerado pelo codificador da Definig¢éo 2
nio sera controlavel se existirem dois estados s € s’ tais que
s # v(up, v(up—1,v(Un_2,...,v(uz,v(u,s’))...))), para
quaisquer sequéncia de {u;}? ; entradas.

Exemplo 5: Para o caso do codificador binario do Exemplo
3, Figura 1, temos que o cédigo resultante € controldvel
conforme pode ser visualizado na Figura 2. Para o caso do
codificador do Exemplo 4. Por uma simples inspecdo visual
da Figura 3, podemos concluir que o cdédigo ndo é con-
troldvel. Mais ainda, podemos mostrar que para todas as ou-
tras extensdes dos subgrupos normais { Ry, Ry /2, Rx, R3y/2}.
{Ro, R+, H,V}, e {Ro, Rr,d1,d2} ndo é possivel construir
grafos conexos, o que significa que nao existe homomorfismos
sobrejetores v @ Dg = UMK S — S tais que produzam
codificadores controldveis. o
Dado um codificador da Defini¢do 2, considere a familia
de subconjuntos {S;}, do grupo dos estados S definidos
recursivamente por;

i3] =

arestas
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So = A{e}

S1 = {v(u,s); ueUsée Sy}

Se = {v(u,s); ueUseS}

P ¥
S; = {v(u,s);uel,s€S;_1},i>0

Teorema 1: Algumas propriedades de {S;};

1) Cada S; é um subgrupo de S

2) S;—1 é normal em S;, paracada:=1,2,....

3) Se Si—l = Sl entao Sz = Si+1.

4) Se o cédigo é controldvel entdo S = Sy para algum
ke N.

Prova.-

z

1) Considere r,s € S;, como v é sobrejetor, existem
(u1,81) e (u2,s2) com $1,82 € S;—1 € ug,ugs € U
tal que 7 = v(u1,s1) e s = v(ug,s2). Dai, sr =
v(us, s182), uz € U e assim sr € S;.

2) Claramente Sy <.S7. Para ¢ > 1, suponha S;_; <.S;, para
cada j <. Dados s € S;;1 e r € S;, considere s.7.571
=v(u,s1).v(v,71).v(u,s1)" 1, onde 51 € S;, 71 € Si_1,
u,v € U. Dai, s.r.s™! = u(ul,rl.sl.rfl) € S;, pois
7“1.81.7“{1 €S;_1.

3) Dado s € S;y; existem r € S; e u € U tais que
v(u,7) = s. Como S; = S;_1, r € S;_;. Portanto
v(u,r) =s € S;.

4) Em caso contrério, existem s € S, e s € S tais que
s # v(up, v(Un—1,V(Un—2,...,v(uz,v(u1,8))...))),
para qualquer sequéncia {u;}? ; de entradas.

O

O conjunto de transi¢des (s,w(u,s),v(u,s)) € (S x
Y x S) de um c6digo de grupo invariante no tempo
é um grafo orientado cujos conjunto de vértices é o
grupo de estados S e as arestas ¢ o conjunto das tri-
plas (s,w(u,s),v(u,s)). Em cada tripla, o estado s é o
ponto de partida da aresta, enquanto que v(u,s) é o ponto
final da aresta. Com a operacdo componente a compo-
nente (s1,w(u,s1),v(ur,s1)) * (s2,w(us, s2),v(uz, s2)) =
(s182,w((u1,s1)(uz, s2)), v((u1, s1)(ug, s2))) este conjunto
de arestas orientadas, serd denotada por E. Dentro da area
da Teoria dos Cddigos Corretores de Erros, as arestas sdo
melhor conhecidas como transicoes e um exemplo de estas
duas representacdes graficas é mostrada nas Figuras 2 e 3

Desde que w € injetora, o mapeamento ¥ : UK S — E
definido por,

\D(u’ 8) = (Saw<u’5)’y(u’s)> &)

€ um isomorfismo de grupos.

Lema 1: Considere o codificador w, v, e UKS da Defini¢io
2. Suponha U X S ndo-abeliano. Sejam E+ e E~ sub-
conjuntos do grupo secdo de trelica E tal que Et =
{(e,w(u,e),v(u,e) ; u € U}, as arestas saindo do estado
neutro {e}, e E= = {(s,w(u, s),v(u,s) ; v(u,s) = e}, as
arestas chegando no estado neutro {e} entdo;

1) Ambos ET e E~ sdo subgrupos normais de £, com
U] = |E*| = |E-|

2) Os grupos quocientes E—E+ e EL, sdo isomorfos e E—E+ =
E ~g
= =5

3) O ndmero de arestas saindo/chegando de/em qualquer
estado s é |U| = |ET| = |E™|

Prova.-

1) Imediato

2) O mapeamento de S a -+ dado por
(s,w(u,s),v(u,s))ET, é um homomorfismo bije-

tor, daf Eﬂ =~ S. Por outro lado, a projecédo

(s,w(u,s),v(u,s)) — v(u,s), de E a S, é um ho-

momorfismo sobrejetor com kernel £, pelo Teorema

fundamental dos homomorfismos, Ei_ =)

3) Considere a transi¢do to = (s,w(e, s), v(e, s)) saindo de
um estado qualquer s, € o coset toE1T = to{¥(u,e);u €
U} ={%(u,s);u € U} que é o conjunto das transi¢des
saindo de s e que possui |ET| arestas. Analogamente
considerando sE~ podemos mostrar que as transi¢des

chegando no estado s tem cardinalidade |E~|.

S —

Defini¢do 5: Dado um grupo G, o subgrupo dos comuta-
dores de G é definido por G’ = {aba=1b"!; a,b € G}

Definicdo 6: Duas arestas diferentes
(s1,w(ur,s1),v(u1,s1)) e (s2,w(uz,s2),v(usz,s2)) sido
ditas paralelas se s; = s2 e v(ui,s1) = v(ug,s2) e

w(uy, $1) # w(uz, s2)

Quando o grupo se¢do de trelica E ndo possui transi¢des
paralelas, qualquer arco pode ser representado, de maneira
univoca, por um par (s,v(u,s)), onde o estado s é o vértice
de saida, e v(u, s) é o vértice de chegada. O seguinte Lema ¢é
uma versdo para codificadores homomorfos do Teorema 4 de
[11]

Lema 2: Considere o codificador w, v, e UK.S da Defini¢ao
2. Sejam H™ e H~ subconjuntos de U X S tais que HT =
UK {e} = {(u,e) ; w € U} e H- = Ker(v) =
{(u, s) ; v(u,s) = e}, entdo;

1) Ht2FEte H 2 FE-,

2) Ambos H' e H™ sdo subgrupos normais de U X S,

3) Se HY N H~ # {(e,e)} entdo a se¢do de trelica

possui transi¢des paralelas,

4) Se U X S € ndo-abeliano e o grupo de estados S ¢é

abeliano entdo E possui transi¢cdes paralelas

Prova.-

1) Temos ET = W(H')e ET = U(H™), com ¥ definido
pela equagdo (5).

2) Imediato.

3) Existe (u,e) € HTNH™, com u # e tal que v(u,e) =
e, pois ¥ de (5) é bijetor, w(u,e) # e. Portanto, as
transi¢des (e, w(e,e),v(e,e)) e (e,w(u,e),v(u,e)) sdo

paralelas.
4) O fato do grupo dos estados S ser abeliano implica que
% = % sdo grupos quocientes abelianos. Entdo o

subgrupo dos comutadores (U X S)’ é um subgrupo
de HT N H~ [8]. Mas U X S é ndo abeliano, entdo
(URS)" # {(e,e)}. Portanto do anterior item 2, B tem
transicdes paralelas.



XXVII SIMPOSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICACOES - SBrT 2009, DE 29 DE SETEMBRO A 2 DE OUTUBRO DE 2009, BLUMENAU, SC

O

IV. CODIFICADOR HOMOMORFO DEFINIDO EM Z, X .S cOM
p PRIMO

A pesar da sua aparente simplicidade, ainda ndo existe
uma classificacdo geral para p-grupos. Somente 0s p-grupos
com ordem menor ou igual a pb tem sido completamente
classificados, quando p > 3, [12]. E para o caso p = 2,
uma classificagdo completa tem sido feita para grupos com
ordem < 28, [13], [14]. Esta classificacdo dos 2-grupos tem
sido implementado em alguns softwares como o GAP, [14],
que inclui em sua biblioteca todos os grupos de ordem 256.
Os grupos ciclicos Z, = {0,1,2,...,p—1}, onde a operagio
de grupo é dada por ¢ + 5 modulo p, sdo os exemplos mais
simples de p-grupos. Os resultados acerca de codificadores
homomorfos generalizados, envolvendo Z, como grupo de
informagdo, sdo validos para qualquer p-grupo independen-
temente da existéncia de sua classificagdo.

Lema 3: Seja Z,, X S uma extensdo que é um p-grupo. Se
Z,®Sy C (Z,RS), entdo Z, X S; C (Z,KS), e S; C 5,
para cada ¢ > 1.

Prova.- Desde que v ¢ um homomorfismo de
grupos, a imagem v(Z, X S;) = S; esta contida
no subgrupo de comutadores S’ de S. Se S; = S

o Lema se cumpre trivialmente, (Figura 4 (a)).Se
S1 # Sp, pelo teorema longo dos comutadores de
[15], existem s € (S; — Sp) e a1,a2,...,a; € S tais
que s = alag...ataflagl...afl. Agora considere
u € Z, e {ui,ug,...,uy} C Z, tal que (u,s) =

(u1,a1)(ug,az) ... (ug, ar)(ur,ar) ~Hug,a2) =t ... (ug,ap) 7L

temos (u,s) € (Z, X S) e (u,s) ¢ Z, K Sy. Portanto
Z,® S, C (Z,RS) (Figura 4 (b)).

De novo, e desde que v é um homomorfismo de grupos,
v(Z, R S1) = Sy esta contido no subgrupo dos comutadores
S’ de S. Entdo com argumentos muito semelhantes, podemos
provar que se Sy # Si, entdo (Z, X Sy) C (Z, KR S) e
v(Z, ® S;) = S3 C S’. Continuando da mesma maneira
teremos (Z, X S)" e S; C S’, para qualquer ¢ > 1. O

Lema 4: Seja Z, X S uma extensdo que é um p-grupo.
Considere os subgrupos {S;} definidos na equagio (4). Entio,
S; € abeliano ou S; C S’, para cada .

Prova.- Desde que S; € ciclico e S tem ordem menor ou
igual a p?, temos que ambos 57 e Sy sdo abelianos. Entdo,
seja i > 2 tal que Sp,S5,,...,S5; sdo todos abelianos com
Si+1 ndo abeliano. Entdo, existem s1,S2 € S;41 tais que
5152 # S251. Também deve existir uy,us € Z, € 11,72 € S,
com 171y = rory, tal que s = v(u1,r1) e s2 = v(ug,T2).
Entao;

5182 7& 5251,

v(uy,r1).v(ug,re) # viug, re).v(u,r1),
v((ur,r1)-(ug, re).(u1, 1) "L (ug, m2)~t) # e

v(u',rirary tryt) # e, para algum v’ € Z,,

v(u',e)#£e

Dai, v # ee (v,e) € (Z, ®S) N (Z, R Sy). Desde que
a ordem de Z, X S; é p, temos que Z, X Sy C (Z, K S)".

Z,® 5,
(a) Se 51 = S()

(Z, ¥ S,) N (Z, K S) / !

(b) Se Sl 75 So N

(Z,R8)N(Z, R S)

Zy, ™M Sy
Fig. 4. A intersecio (Zp, X.S1) N (Zp ®S)’ quando Z, XSy C (Z, KS)’

Pelo lema 3, (Z, X S;) C (Z,XS) e S; C S’, para cada i.
Portanto S; é um grupo abeliano ou S; C S’. |

Suponha agora que ndo temos informacao acerca da ordem
de Z,X S, isto é, ndo possamos usar a hipétese de Z,X.S ser
um p-grupo. Neste caso temos que S deve ser um grupo finito e
genérico. Trabalhando, outra vez, com a familia {.S;} definida
na equagio (4) mostraremos que quando U = Z,,, cada \S; deve
ser um p-grupo. Em esta direcdo come¢amos mostrando um
resultado sobre um importante subgrupo normal do grupos dos
estados S. Este subgrupo € o conjunto dos estados de partida
das transi¢cdes que chegam no estado neutro e. Ou de uma
maneira mais formal é o conjunto de estados resultantes da
segunda projecdo sobre o kernel de v;

Si={se€S; v(u,s) = efor someu € Z} (6)

Notemos que este subgrupo normal também € isomorfo com
Zy €;

Lema 5: Considere o codificador v, w, e Z, X § da
Defini¢do 2. Além disso considere o subgrupo S, definido
na equagdo (6), entio;
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1) Se existir s #ee s € S;NS; entdo Sy C 5;, parai > 0
2) Se Sq C S; entdo v(Z,,Sy) C S;, para i > 0.
Prova.-

1) Desde que p € Sq N S;, entdo {s,s?,...,sP7 1 sP =
6} c SgNnS;.

2) Dado r # e tal que r € S; NSy suponha que existe
algum u € Z, tal que v(u,r) = s ¢ S;. Para o subgrupo
S1 = {s0,s1 = v(u1,€),82 = v(ug,€),...,8p-1 =
v(up—1,€)}, temos que sS; é um coset onde cada
elemento é v(u,r)v(u;,e) = v(u,r), para algum
u € Z,. Dai sS; = {v(Zy,r)} com sS; NS; = 0.
Mas, desde que r € Sy, existe pelo menos ug € Z, tal
que v(ug,r) = e em contradi¢do com sS; N S; = 0. O

Teorema 2: Considere o codificador v, w, e Z, X S da
Defini¢do 2, onde p é primo. Entdo cada S; de (4) deve ser

um p-grupo
Por indugdo sobre . Para ¢ = 1 temos [S; : Sp] = p ou
[S1 : So] = 1. Agora suponha que existe um nimero natural

k > 1 tal que [S; : S;—1] = p, para cada i < k. Temos que o
subgrupo Sj, tem p* elementos e cada um dos seus elementos
possui ordem p’, i < k. Se p > [Skyr1 : Si] > 1 entdo
[Sk+1: Sk] = m = q]'q5?...q;*, onde cada ¢; é um primo
com ¢; < p. Deve existir um elemento s € (Sk11 — Sk) tal
que s =e.

Sejam v € Z, e r € Sy tais que v(u,r) = s, entdo
v(up,r?) = e. Dai r?* € SqN Sy.

Se 7 # e entdo r?* # e, pois g1 < p. Pelo Lema 5, Sy C S
e v(u,r) = s € Sk, uma contradigio.

Se r = e entdo v(u,r) = s € S; C Sk, também uma
contradicdo.

Teorema 3: Considere o codificador v, w, e Z, X S da
Definicdo 2, onde Z, X S é ndo abeliano ¢ p é um primo
positivo, entdo

1) Se S € abeliano entdo o codigo tem transi¢oes paralelas.

2) Se S é nao abeliano entdo o codigo é ndo controlavel
Prova.-

1) Pelo Lema 2

2) Se S nao é um p-grupo entdo pelo Teorema 2 o cédigo
resultante é ndo-controlavel. Se S é um p-grupo, entdo
Z, ™M S é também um p-grupo, entdo pelo Lema 4 S é
abeliano, uma contradicao.

V. CONCLUSOES

Mostramos que codificadores convolucionais generalizados
definidos sobre extensdes ndo-abelianas Z, XS, p primo ndo
produzem bons cédigos. Fica pendente obter resultados sobre
extensdes ndo abelianas Z,» X S ou (Z,)" X S.
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