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Emparelhamentos Generalizados casos 111 e VI
Associados a Tesselacao {12g — 6,3}

Mercio B. Faria e Reginaldo Palazzo Jr

Resumo— Sabe-se que c6digos 6timos no sentido de
minima probabilidade de erro estao relacionados a em-
pacotamentos de esferas com densidade méxima. Como
a tesselagao {12¢—6,3} é a que fornece empacotamentos
de esferas com a maior densidade possivel, estamos
interessados em investigar os emparelhamentos das
arestas de poligonos hiperbdlicos com 12g —6 arestas
que estejam associados a tesselagao {12¢g—6,3} no intuito
de identificar a estrutura algébrica associada tal que
conjuntos de sinais hiperbdlicos densos possam ser
construidos.

Palavras-Chave— Cédigos geometricamente
uniforme, Constelacoes de Sinais, Empacotamento
de esferas, Emparelhamento de arestas de poligonos
hiperbdlicos, Geometria hiperbdlica.

Abstract—1It is well known that optimal codes in
the sense of minimum error probability are related
to sphere packing with maximal density. Since the
tessellation {12g — 6,3} provides a packing of spheres
with maximal density, our interested is to investigate
the edge-pairings of hyperbolic polygons with 12g—6
edges associated with tessellations of the type {12¢—6,3}
which provides the algebraic structure such that denser
hyperbolic signal sets may be constructed.

Keywords— Uniform geometrically codes, Signal
constellations, Sphere packing, hyperbolic polygons,
edge-pairing, hyperbolic geometry.

I. INTRODUGAO

Os principais objetivos a serem alcangados na proposta
de novos sistemas de comunicagoes sao menor complexi-
dade e melhor desempenho sob o critério da probabilidade
de erro (simbolo/bit).

Nesta diregao, o projetista de um sistema de comuni-
cagoes considera cada um dos blocos no modelo tradi-
cional de um sistema de comunicagoes, Fig. 1, como sendo
constituido basicamente por um conjunto de “pontos” E;,
juntamente com uma métrica, d;. Isto torna possivel a
interpretagao de cada bloco como um espaco métrico
(Ei,d;).

Como um espaco métrico decorre de uma topologia
associada a cada bloco mostrado na Fig. 1, foi proposto
em [2] a utilizagdo, primeiramente, do conceito de es-
pago topoldgico (superficie) como a abordagem apropriada
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Fig. 1. Modelo de um sistema de comunicagoes digitais

quando do projeto de um sistema de comunicagoes ao invés
da abordagem de espaco métrico. O que se busca entao, é
determinar as caracteristicas geométricas (caracterisitica
de Eiiler) e algébricas (grupo fundamental) associadas a
cada conjunto de pontos E; e, consequentemente, aos cor-
respondentes espagos métricos bem como as propriedades e
condigoes que deverao ser satisfeitas pelas transformacoes
que irao conectar os diferentes espagos topoldgicos de tal
forma que se consiga determinar o desempenho do sistema
de comunicagoes sob a menor probabilidade de erro, maior
taxa de transmissao, menor poténcia de transmissao, etc.

E diante deste enfoque que reside o interesse topoldgico
na tesselagdo {12¢ — 6,3}, pois esta tesselagdo é a que
fornece empacotamentos de esferas com o maior densidade
possivel, e consequentemente associada a constelagoes de
sinais geometricamente uniformes com a menor probabili-
dade de erro. A importancia de investigar os emparelha-
mentos das arestas de poligonos hiperbélicos com 12g — 6
arestas que estejam associados & tesselagao {12g — 6,3}
deve-se ao fato de que estes emparelhamentos fornecem
os geradores do grupo Fuchsiano associado e, portanto,
a caracterizacao algébrica associada. Apresentamos a ge-
neralizagdo de mais dois emparelhamentos conhecidos,
dentre os oito, para um poligono com 18 arestas.

O problema de empacotamento de esferas tem como
principal objetivo a busca pela maior densidade possivel de
empacotamento. Dentre os possiveis empacotamentos de
esferas, destacamos os associados a reticulados, ou seja, aos
conjuntos de esferas cujos centros fornecem um reticulado.
Nestes casos, temos que a densidade de empacotamento é
o volume da esfera dividido pelo volume do poligono que
a contém.

Assim, quando consideramos um reticulado da forma
{p,q}, temos um empacotamento de esferas associado. A
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busca por empacotamentos reticulados 6timos, no sentido
da maior densidade possivel, esta ligada a busca de cédigos
6timos bem como de constelagoes de sinais, pois maior den-
sidade de empacotamento implica em menor probabilidade
de erro.

Em [10, pdgina 241], Toth apresentou o limitante ma-
ximo para a densidade de empacotamento no plano hiper-
bélico. Disso decorre que a densidade de empacotamento
é limitada superiormente por % Em [3, Cap. 4 Teorema
4.1.1] fizemos estudos assintdticos para reticulados do tipo
{p,q} . Demonstramos que assintoticamente!, a densidade
de empacotamento nao atinge o valor % Porém, temos que
% é atingido por empacotamentos de horobolas {e,3}.

A relevancia de tais resultados para empacotamento de
esferas, estd no fato que um reticulado hiperbélico do tipo
{12g — 6,3} fornece um empacotamento étimo com relagao
a densidade de empacotamento no plano hiperbélico. Além
disto, para g — o temos que as densidades, de empaco-
tamento e de cobertura, do referido reticulado atinge o
valor maximo apresentado por Toth. Dai, nosso interesse
em explorar os emparelhamentos de arestas de poligonos,
em particular os poligonos com 12g — 6 arestas.

II. EMPARELHAMENTO DE ARESTAS DE UM POLIGONO

Seja P um poligono e considere 4 o conjunto de arestas
de P. Um emparelhamento de arestas de P é definido da
seguinte forma.

Definicao II.1. Um emparelhamento de arestas de P ¢é
um conjunto de isometrias ® = {Tx|t € A} que, para toda
aresta T € A : 1) existe aresta ¥ € 4 com Ty (V) =1; 2) as
isometrias Ty e Ty satisfazem a relagio Ty = T, '; 3) se t
for aresta de P entio ' = PNT, ! (P).

O emparelhamento @ de um poligono P gera um grupo
I'. Com este grupo podemos obter superficies de Riemann
de um dado género g através do quociente de E por T,
denotado por % onde E pode ser o plano euclidiano, ou
o plano eliptico, ou o plano hiperbdlico. Se " é um grupo
finitamente gerado do primeiro tipo?, podemos denotar a
assinatura de I por (g:k;m;,my,...,my), onde g denota o
género, k o nimero de elementos elipticos e/ou parabdlicos.
Caso I" nao tenha elementos parabdlicos nem elipticos,
entdo denotamos por (g:0).

Seja I' um grupo finitamente gerado do primeiro tipo I'
com assinatura (g:0). Entdo o ntmero N de arestas do
poligono emparelhadas pelas fungoes geradoras de I' esta
entre 4g e 12g—6, [1].

Os emparelhamentos para poligonos com 4g arestas
foram bem explorados na literatura [3], [6], [7], [9] e [12].
A Fig. 2, ilustra dois destes emparelhamentos.

Com relagao aos emparelhamentos de arestas de poli-
gonos com 12g — 6 arestas que representam uma superficie
de Riemann compacta, orientavel de género g, para o caso

! Assintoticidade no sentido de p e ¢ tenderem a infinito, onde p e
g determinam um ladrilhamento {p,q} .

?Dizemos que um grupo I' é do primeiro tipo se o conjunto dos
pontos de acumulagao das 6rbitas I'(z)_cp2 € igual a fronteira do disco
de Poincaré oD?.

Fig. 2. (a) Ilustragdo do emparelhamento para género g =4
Fig. 3. (b) Emparelhamento para g =4 com arestas diametralmente
opostas

do género ser dois (g =2) sabemos que existem somente
oito emparelhamentos ([7], pdgina 267) salvo conjugagoes
por isometrias preservando orientagao. Para os géneros 3,4
e 5 o numero possivel de emparelhamentos tem 5,7 e 10
digitos respectivamente, conforme observado por Girondo
e Gonzdlez-Diez em [8]. Em [4], um desses (caso II)
emparelhamentos foi generalizado para qualquer género g.
Em [5], generalizamos os casos I e IV para qualquer género
g e neste trabalho apresentamos a generalizacao de mais
dois casos (Caso III e Caso VI), figura 4.

Nas préoximas duas secoes apresentamos as generaliza-
¢oes dos Casos 11T e VI de [7].

III. EMPARELHAMENTO GENERALIZADO @{’2’#6

Considere um poligono Pjz,—¢ C D? com 12g — 6 arestas,
g > 2, onde D? representa o plano hiperbélico. Denotamos
seus vértices no sentido anti-horario por {vl V2, ...,v12g76}
e suas arestas por {Tl,’cz, ...,T12g76} onde T; é o seg-
mento geodésico iniciando em v; e terminando em v;iq,
imod (12¢ —6) e (i+ 1) mod(12g — 6), respectivamente 3

3Neste artigo inteiro nés consideraremos os fndices k para todo
k €N, das arestas T, e dos vértices (v ), médulo 12g—6
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Fig. 4. Os casos III e VI dentre os oitos tipos de emparelhamento,
de poligonos com 18 arestas, existentes para género g = 2. Figura
reproduzida da pdgina 267 em [7].

Denotando os vértices inicial e final de uma aresta 7T
por I(t) e F (1), temos pela construcao do poligono que
I(Ti) =V; € F(’C,’) =Vit+1.

Se o género g for igual a 2 temos um poligono com
18 arestas, Pig. O Caso III apresentado em [7] fornece
um emparelhamento que representa uma superficie de
Riemann compacta, orientdvel de género 2 e é dado pelos
pares de arestas, emparelhadas da seguinte forma

{ {t1, 710}, {72, 75}, {13, T16 ), {Ta, T17} . {T6,T0 } J (1)

A, T2}, {18,713} {Ti1, Tia, {Tis, Tis

Nesta secao, exibimos a generalizacao do emparelha-

mento correspondente ao caso III, descrita por.

o Dado o poligono Piyz_¢ como descrito acima, e para
permitir emparelhamento de arestas por isometrias,
assumimos que os seguintes pares de arestas possuem
0 mesmo comprimento:
{t1,m0}: {2, 15 }5 {76, 0 }: {3, T10g—4}:
{T4,1710g—3};{T7,1710g—8};{T871710g—7};
{T11410ks Tra+10k 3 {T15+ 10k T12g—6-2k }: { T164- 10k, T19-+ 10k }5
{T20+106, T12g—7—2k }5 {T1245K, T10g— 135k }5
{T13450, T10g-12-5¢ ;. s¢ 0 <k <g—3;
{7109, 71096 }: {T10g—5:T10g—2}3

Considere as isometrias hiperbélicas (tinicas) que iden-

tificam os pares conforme segue (veja figura 5):

o (T1) = T10; 02 (T2) =55 03 (T6) = To;
04 (T3) = T10g—45 s (T4) = Ti0g-3; O (T7) = T10g—8:
07 (T) = T10g—7; O (T10g—9) = T10g—6 09 (T10—5) = T10g—2

By ax (T11410k) = T1a+10%5
BS ., ax (T15410k) = T12g—6-24
Bg+4k (T16+10k) = T19+10%>
ﬁﬁ+4k (T20410) = T12g—7—2k>
BY ok (Ti245k) = T10g—13—5k:
B 4ok (T1345k) = Tiog—12—5k;

se 0 <k<g-—3.

Fig. 5.

Emparelhamento generalizado caso III, g =6

Dizemos que o conjunto

. Ra a a a b b .

o —) % B sk B3 4o BS ke B BY 20 B2k
12g-6 k=0,1,2,....6—3 e j=1,2,..9

¢ um emparelhamento para o poligono Pjy, ¢. Particu-

larmente, se tomarmos g = 2 teremos o emparelhamento

apresentado em (1).

A. O emparelhamento CID{’ZIg%

Esta subsegao contém alguns resultados que nos per-
mitem conhecer um pouco mais sobre o emparelhamento
<I>1]12’g76. Neste sentido, apresentamos um resultado que diz
que todo ciclo? de vértices tem comprimento trés. Antes,
seja @ € CID{[{(&,?6 e suponha que @ (7;) =7;. Entao temos que
O satisfaz

O (%) =F(¢(v)) =F(tj) e o(F(u)) =1(¢ () =1(1;).
Em outras palavras, como I(t;) =v; e F (1)) = v;11, obte-
mos que, nesta situacao @(vi) =vjp1 e @ (vig1) =v;.

111

Proposigao III.1. Seja CI>12g76 um emparelhamento de
arestas do poligono Pag_¢. Entao todos os ciclos de vértices
tem comprimento 3 conforme verificamos a sequir:

4Seja g 6= <<I>12g,6>. Um ciclo é uma classe de equivaléncia de
vértices congruentes, ou seja, é um conjunto da forma

{T (2)|T €T124—6 € z € T (z) s@o vértices de Plzg,ﬁ}.
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{v2,v6,vi0}: {v3,vs, viog—3 }: {va, Viog—4,Viog—2 }3
{V10g-9,V10g—5,V—2g+5 } 3 {V1145k: VI5+5ks Vi—k }3
k=0,1,...2¢—5
{V7+5kav9+5k7VlOg7775k}; {V8+5kaVIOg7875kaV10g7675k}§

k=0,1,..g—2.

Demonstragao: Iniciamos obtendo o ciclo que contém o
vértice v3. Note que

V3 :F(Tz) ZI(‘C3).

Pela definicao das fungoes de emparelhamento, temos que
T, é emparelhada a aresta Ts através da transformagao 0.
Segue entao que

oz (v3) = 0 (F (12)) =1 (02 (12)) =1 (T5) =5,

implicando que vs pertence ao ciclo determinado por vj3.
Mas, além de ser o vértice inicial de T5, temos que vs é o
vértice final de T4 e como T4 ¢ emparelhado a Tjg,—3 por
05, obtemos

s (vs) = 05 (F (t4)) = 1 (05 (ta)) =1 (T10g-3) = Viog-3,

de modo que vig,—3 pertence ao ciclo determinado por v3
e vs. Novamente, temos que vigg—3 = F (Ti0g—4) € Ti0g—4 €
emparelhada a T3 através da isometria Oql. Segue que

o' (Viog—3) = oy (F (Tiog—4)) =1 (0 ' (Ta0g—4)) =1(13) =
V3,

completando um ciclo. Assim, o ciclo determinado por v3

7

[§]
{v3,vs5,vi0g-3}- (2)

Seguindo este racicinio para os demais vértice, temos todos
os 4g — 3 ciclos restantes. m

Seja F’llzlg_6 o grupo gerado pelo emparelhamento CIDIIIZIg_6
do poligono Pjy,—¢. A partir da Proposicao IIL.1 conclui-
mos que o numero de ciclos de vértices é dado por 4g —2
((12g—6)/3).

Assim, temos condigoes de concluir que o grupo gerado
pelo emparelhamento CID{IZIgi6 nos fornece os geradores
do grupo Fuchsiano associado ao poligono com 12g —6

arestas, denotado por H? /1"{12;_6 e que através do quo-

ciente de H? por F’llzlgfé, conduz a uma superficie de

Riemann compacta orientdvel de género g.

Corolario IIL.2. Se a soma dos angulos em cada ciclo é
27, entdo T{IZIg% € um grupo propriamente dezscont{nuo,
: 11 5
isomorfo ao grupo fundamental m (R,), e D /F]2g76

difeomorfo a superficie de Riemann R,.

Demonstragao: Assumindo que a soma dos angulos em
cada ciclo é 27 e sendo as arestas emparelhadas de mesmo
comprimento concluimos, pelo Teorema de Poincaré, [1]
e [6], que Iy, ¢ ¢ discreto. Como Ty, ¢ C PSL(2,R)
temos um grupo propriamente descontinuo®. Além disso,
pelo teorema de Poincaré, segue que o poligono é dominio

5Um subgrupo I C PSL;, (R) é discreto se e somente se sua agio em
H? for propriamente descontinua (Capitulo 5 das notas de aula de
”Grupos Fuchsianos”do professor Marcelo Firer, [1]).

fundamental do grupo gerado pelas fungoes de emparelha-
mento, de modo que o quociente D? /1"{12;_6 é difeomorfo
a uma superficie de Riemann, R,, compacta orientdvel de
género g e T (R,) é isomorfo a F’llzlgfﬁ. |

Resta apenas determinar seu género, que pode ser obtido
através da caracteristica de Euler-Poincaré. Da Proposigao
ITI.1 temos que o nimero de ciclos de vértices é 4g — 2.
Sendo 6g —3 o nimero de arestas identificadas, concluimos
que o emparelhamento <I>¥2] <6 Tepresenta uma superficie de
Riemann compacta orientavel de género g pois a caracte-
ristica de Euler-Poincaré é dada por

X (Piog—6) = 1—(6g—3)+ (4g—2) =2—2g.
IV. EMPARELHAMENTO GENERALIZADO @} o6

Considere um poligono Pjz,—¢ C D? com 12g — 6 arestas,
g§=2.

Se o género g for igual a 2 temos um poligono com
18 arestas, Pig. O Caso VI apresentado em [7] também
fornece um emparelhamento que representa uma superficie
de Riemann compacta, orientdvel de género 2 e é dado
pelos pares de arestas, emparelhadas da seguinte forma

{ {171,176},{1271'9}7{T37T14}7{13471717}7{’5571710} J (3)

7{17771'«12} ) {T87T15} ) {1117116} ) {“«'13,‘518}

Prosseguimos descrevendo a generalizacao do empare-
lhamento correspondente ao Caso VI.

» Dado o poligono Pys,_g descrito acima, e para permitir
emparelhamento de arestas por isometrias, assumimos
que os seguintes pares de arestas possuem o mesmo
comprimento:

{Tl ,T4g—2}; {T4g—1 ) T8g—4}; {TSg—s ) T12g76};
{T12g7773k7 T4g7473k}; {T4g7373k7 T8g7673k}§
{TSg—5—3k,T12g—8—3k}; {’C1zg—9—3k,E{‘};
{tag—s5-3k, Ex }; {T8-7-31, E5 };

se 0<k<g—2;

Seja Ay (k) = Tagir, A2(k) =T8g—24k, A3(k) =To1x € 0<
k < g—2 entao

EF = {ou Ai(k) se (k mod3)=0; ou A3(k) se (k
mod 3) = 1; ou Az(k) se (k mod3)=2;}

EX = {ou Ay(k) se (k mod3)=0; ou Ay(k) se (k
mod 3) = 1; ou A3(k) se (k mod3)=2;}

EX = {ou As(k) se (k mod3)=0; ou Ar(k) se (k
mod3) =1; ou Aj(k) se (k mod3)=2;}

Considere as isometrias hiperbélicas (unicas) que iden-
tificam os pares conforme segue (veja figura 6):

01 (T1) = Tag—2; 82 (Tag—1) = T8e—45 03 (T8g—3) = T120—6:
Eivek (leg—7—3k) = T4g—4-3k;
S (T4g7373k) = T8g—6—3k>
&3 6k (T8g7573k) = T12g—8—3k>
Earor (Ting—9-3k) = EF;
Esok (Tag—s—3k) = EX;
&6+ 6k (TSg—7—3k) = E§ ;
se 0<k<g-—2.
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Fig. 6.

Emparelhamento generalizado caso VI, g=6

Dizemos que o conjunto
oVl § 8i:8iv6k:Sareks G3ok, Sarok: Cs ok Severs
12¢-6 k=0,1,2,....8—2 e j=1,2,3

¢ um emparelhamento para o poligono Pjy,_¢. Particu-
larmente, se tomarmos g = 2 teremos o emparelhamento
apresentado em (3).

Observacgao IV.1. Para este caso VI, a unica exce¢ao €
quando fazemos g =4 e tomamos k= g—2. Nesta situacdo,
consideraremos os sequintes pares emparelhados:

{34,071 {135,720 }; {721, T6 }5 {32, Ts }s { T4, T10 }s {133, T1s 15

no lugar dos pares

{35,%6}: {7, 20} {21, T34 }5 {733,732 }: {75, T4 }: {719, T34 }5
que sao apresentados pela descricao acima.

Um resultado relevante sobre o emparelhamento ®Y;,
é como segue:

Proposigao IV.2. Seja ‘.‘I>‘1/21g_6 um emparelhamento de
arestas do poligono Piag_¢. Entao todos os ciclos de vértices
tem comprimento 3 e sao da sequinte forma:
{vi,vag—1,v80-3}:{vog—3,Vet1,V50-1}3
{V12g-7-3k: Vag—3-3k, V8g—5-3k }3 {V12g-3-3k» Vg4 3k C]f};
{Vag—2-3k,V8g—6-3k: C5 }5 {V8g—a—3k: Vig—8—3x, C5 };
k=0,1,...,g—2

Se Vi(k) = vaix,Va(k) = vagii,V3(k) = vgg 24k € 0 <k <

g—2 temos

Ck = {ou V3(k) se (k mod3) =0; ou Va(k) se (k
mod 3) = 1; ou Vi(k) se (k mod3)=2;}

Ck = {ou Vi(k) se (k mod3) =0; ou V3(k) se (k
mod 3) = 1; ou Va(k) se (k mod3)=2;}

Ct = {ou Vr(k) se (k mod3) =0; ou Vi(k) se (k
mod 3) = 1; ou V3(k) se (k mod3)=2;}.
Demonstragao: Anéloga a construcao feita na demons-
tracao da Proposicao III.1. m

Seja 1"‘1/2] ¢—6 O 8rUpo gerado pelo emparelhamento CIJ‘I/ZI ¢—6
do poligono Pjpe_. A partir da Proposicao III.1 con-
cluimos que o nuimero de ciclos de vértices sao 4g —2
((12g-6)/3).

Assim, concluimos que o grupo gerado pelo empare-
lhamento CD‘I/zlg%, F‘1/21g76 nos fornece através do quociente
H?/ F‘l/21g76, uma superficie de Riemann de género g.

Corolario IV.3. Se a soma dos angulos em cada ciclo
. ~ A\ . . .
é 2m, entao r12g—6 € grupo propriamente descontinuo,

isomorfo ao grupo fundamental m (R,), e ]]])2/1"‘1/21g_6 é
difeomorfo a superficie de Riemann R,.

Demonstragao: Andloga a demonstragdo do Coroldrio
I1I1.2. m

Resta apenas determinar seu género, que pode ser obtido
através da caracteristica de Euler-Poincaré. Da Proposigao
IV.2 temos que o nimero de ciclos de vértices sao 4g — 2.
Sendo 6¢ —3 o numero de arestas identificadas, concluimos
que o emparelhamento ¢>‘1/21 <6 Fepresenta uma superficie de
Riemann compacta orientavel de género g pois a caracte-
ristica de Euler-Poincaré é dada por

X(Plzgfg) =1- (6g—3) +(4g—2) = 2—2g.

V. CONCLUSOES

Os emparelhamentos generalizados apresentados neste
trabalho estao associados a poligonos que sao dominios
fundamentais de tesselagoes do tipo {12g — 6,3} e estas
sao as tesselagoes que forcenem empacotamentos de es-
feras com densidade méxima, ou seja, as constelacoes de
sinais com minima probabilidade de erro. Além disso,
a importancia pela busca por novos emparelhamentos,
relacionados a esta tesselagdo, auxiliard na identificacao
de grupos Fuchsianos aritméticos associados a tesselagao
{12¢—6,3} (veja [11]).
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