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Códigos de Bloco Espaço-Tempo Diagonais 2× 2
com Boas Densidades Normalizadas

Carina Alves, Cintya Wink de Oliveira Benedito e João Gabriel Oliveira de Jesus

Resumo— Neste trabalho provamos que o código de bloco
espaço-tempo diagonal 2 × 2, com determinante mínimo 1,
baseado no polinômio quadrático x2 + ζ3 − 1, irredutível sobre
Q(ζ3) é ótimo em termos da densidade normalizada. Vimos que
maximizar a densidade normalizada de um reticulado complexo
Λ é equivalente a minimizar o determinante da matriz geradora
do reticulado real obtido a partir de Λ. Também apresentamos
códigos de bloco espaço-tempo diagonais 2 × 2 baseados em
polinômios irredutíveis sobre Q(

√
−d), d = 2, 7, que possuem

boas densidades normalizadas.

Palavras-Chave— Densidade normalizada, Códigos diagonais ,
Matriz geradora.

Abstract— In this work we prove that the diagonal space-
time block code 2 × 2 with minimum determinant 1 based on
an irreducible quadratic polynomial x2 + ζ3 − 1 over Q(ζ3) is
optimal in terms of normalized density. We saw that maximizing
the normalized density of a complex lattice Λ is equivalent
to minimizing the determinant of the generator matrix of the
real lattice obtained from Λ. We also present diagonal space-
time block codes 2 × 2 with minimum determinant 1 based on
irreducible quadratic polynomials over Q(

√
−d), d = 2, 7 that

have good normalized densities.

Keywords— Normalized density, Diagonal codes, Generator
matrix.

I. INTRODUÇÃO

Do ponto de vista da probabilidade de erro par a par (PEP)
[1] o desempenho de um código espaço-tempo depende de
dois parâmetros: diversidade máxima e determinante mínimo.

A diversidade máxima é obtida quando a diferença de quais-
quer duas matrizes distintas do código tem posto máximo. Já
o determinante mínimo é o mínimo dos valores absolutos dos
determinantes de todas as matrizes não nulas no código. Para
aumentar a confiabilidade constrói-se códigos com diversidade
máxima e maior determinante mínimo [2], [3].

Ao comparar os determinantes mínimos de diferentes códi-
gos, deve-se sempre usar o determinante mínimo normalizado.
Equivalentemente, ao invés do determinante mínimo norma-
lizado, a densidade normalizada (ou diversidade produto)
também pode ser usada para comparar o desempenho dos
códigos.

Quando um código de bloco espaço-tempo é um código
linear infinito, podemos identificá-lo com um reticulado em
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Mn(C) [2]. Desse modo, se Λ é um reticulado em Mn(C)
então de [4] a densidade normalizada de Λ é definida por

ρ(Λ) =
detmin(Λ)2n

m(Λ)
, (1)

onde m(Λ) denota a medida (ou hipervolume) do paralelo-
topo fundamental do reticulado real obtido a partir de Λ e
detmin(Λ) é o mínimo dos valores absolutos dos determinan-
tes de todas as matrizes não nulas de Λ.

Quando o determinante mínimo é fixado, maximizar o de-
terminante mínimo normalizado, isto é, maximizar a densidade
normalizada de Λ é equivalente a minimizar m(Λ).

Existem vários tipos de códigos de bloco espaço-tempo, por
exemplo, códigos de bloco espaço-tempo ortogonais [5], [6],
códigos de bloco espaço-tempo unitários [7], [8] e códigos de
bloco espaço-tempo diagonais [9], [10]. Dentre esses códigos,
alguns deles são lineares tais como os códigos de bloco
espaço-tempo ortogonais e os códigos de bloco espaço-tempo
diagonais, onde a linearidade é em termos dos símbolos de
informação, e com isso é possível aplicar alguns algoritmos
de decodificação rápida, tais como o decodificador esférico
[11], [12].

Códigos de bloco espaço-tempo diagonais podem ser apli-
cados em sistemas com múltiplas antenas e em sistemas com
antenas simples sobre canais com desvanecimento do tipo
Rayleigh. Em [13] é apresentado o desempenho de tais códigos
com relação a decodificação em canais com múltiplas entradas
e múltiplas saídas quase estáticos. Estes códigos também tem
sido usamos recentemente em sistemas de modulação espacial
[14], [15].

Na literatura há várias abordagens algébricas quanto a
construção de códigos espaço-tempo. Em particular, em [16]
são apresentados códigos de bloco espaço-tempo diagonais via
corpos de números e em [3], [17], [18] e [19] são apresentados
códigos de bloco espaço-tempo diagonais, onde os símbolos de
informação estão em Z[i] ou Z[ζ3]. Estas abordagens motivou-
nos a considerar códigos de bloco espaço-tempo diagonais
2×2 onde os símbolos de informação estão sobre o anel dos
inteiros de outros corpos quadráticos imaginários.

Nossa principal contribuição neste artigo é provar que o có-
digo de bloco espaço-tempo diagonal 2×2 baseado em um po-
linômio quadrático irredutível sobre Q(

√
−3) é ótimo quando

comparado com qualquer outro código de bloco espaço-tempo
diagonal 2×2 baseado em polinômios quadráticos irredutíveis
sobre F, onde F é um corpo quadrático imaginário qualquer.
A otimalidade é no sentido que a densidade normalizada é
máxima quando a potência média de transmissão do sinal
é fixa. Para a prova, vimos que é suficiente encontrar os
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melhores códigos de bloco espaço-tempo diagonais 2 × 2
baseados em polinômios irredutíveis sobre Q(

√
−d), com

d = 2 e 7. Além disso, verificamos que os códigos obtidos
quando d = 1, 3, e 7 possuem melhor densidade normalizada
do que a do código de Ouro [20].

A razão para considerarmos símbolos de informação em
outros corpos quadráticos imaginários ao invés de Z[i] e Z[ζ3],
que são considerados na maioria dos problemas de comunica-
ção, é que existem algumas pesquisas recentes que consideram
como corpo base um anel de inteiros algébricos qualquer, por
exemplo, [21]. Além disso, a redução de reticulados, isto
é, o método para encontrar os vetores mais curtos de um
reticulado, tem sido generalizada para o anel dos inteiros de
corpos quadráticos imaginários [22]. Neste trabalho, vamos
considerar códigos com diversidade máxima.

Este artigo está organizado como segue. Na Seção II,
definimos reticulados reais e complexos e introduzimos a
densidade normalizada de reticulados. Na Seção III, definimos
os códigos de bloco espaço-tempo 2 × 2 e apresentamos
algumas propriedades. Na Seção IV damos um critério para
comparar dois códigos de bloco espaço-tempo diagonais 2×2
e alguns resultados que serão usados nas demonstrações da
próxima seção. A Seção V é dedicada a encontrar os melhores
códigos de bloco espaço-tempo 2×2 baseados em polinômios
quadráticos irredutíveis sobre corpos quadráticos imaginários.

II. RETICULADOS REAIS E COMPLEXOS

Nesta seção, primeiro definimos reticulados reais e comple-
xos. Em seguida, descrevemos como um reticulado complexo
pode ser representado por um reticulado real.

Definição 2.1: Um reticulado real n-dimensional Ωn(M) é
um subconjunto de Rn :

Ωn(M) = {(x1 · · ·xn)t = M(z1 · · · zn)t |
zk ∈ Z para 1 ≤ k ≤ n}, (2)

onde t denota a transposição e M é uma matriz real n×n de
posto máximo, chamada de matriz geradora do reticulado real
Ωn(M)) e det(Ωn(M)) = (det(M))2.

Definição 2.2: Um reticulado complexo n-dimensional
Λn(G) sobre um reticulado real 2-dimensional Ω2(M) é um
subconjunto de Cn:

Λn(G) = {(y1 · · · yn)t = G(x1 · · ·xn)t |
xk ∈ Ω2(M) para 1 ≤ k ≤ n}, (3)

onde t denota a transposição e G é uma matriz complexa n×n
de posto total e é chamada de matriz geradora do reticulado
complexo Λn(G) e M é a matriz geradora do reticulado
Ω2(M).

Seja G uma matriz complexa n× n

G =


g11 g12 . . . g1n
g21 g22 . . . g2n

...
...

. . .
...

gn1 gn2 . . . gnn

 , (4)

com |det(G)| > 0 e B é uma matriz real 2n × 2n, que é
formada pelas partes reais e imaginárias de G como segue:

B =
Re(g11) −Im(g11) . . . Re(g1n) −Im(g1n)
Im(g11) Re(g11) . . . Im(g1n) Re(g1n)

...
...

. . .
...

...
Re(gn1) −Im(gn1) . . . Re(gnn) −Im(gnn)
Im(gn1) Re(gn1) . . . Im(gnn) Re(gnn)


(5)

onde Re(gij) e Im(gij) denotam a parte real e a parte
imaginária de gij , i, j = 1, · · · , n, respectivamente.

Se (y1 · · · yn)t ∈ Λn(G), então de (3) segue que
(y1 · · · yn)t = G(x1 · · ·xn)t.

Reescrevendo yk com sua parte real e imaginária, segue
que yk = Re(yk) + iIm(yk), para 1 ≤ k ≤ n. Com isso,
(y1 · · · yn)t pode ser reescrito como

Re(y1)
Im(y1)

...
Re(yn)
Im(yn)

 = B ·


Re(x1)
Im(x1)

...
Re(xn)
Im(xn)

 (6)

= B · diag(M, . . . ,M)2n×2n ·


z11
z12

...
zn1
zn2

 ,(7)

onde zk1, zk2 ∈ Z com(
xk1
xk2

)
= M ·

(
zk1
zk2

)
. (8)

Seja G = B · diag(M, . . . ,M)2n×2n. Se mostrar-
mos que G é uma matriz geradora de um reticulado
real 2n-dimensional, então da Definição 2.1 temos que
(Re(y1) Im(y1) · · ·Re(yn) Im(yn))

t ∈ Ω2n(G). Para isso,
basta mostrar que G é uma matriz de posto máximo, isto é,
|det(G)| > 0.

Como M é a matriz geradora real de um reticulado real
Ω2(M), segue que |det(M)| > 0. Assim, concluímos que
|det(G)| > 0 pela proposição que segue.

Proposição 1: [17] Seja G uma matriz complexa n × n
como definida em (4) e seja B a matriz real 2n× 2n definida
em (5). Então |det(G)|2 = |det(B)|.

A Proposição 1 nos diz que um reticulado complexo n-
dimensional Λn(G) sobre Ω2(M) pode ser equivalentemente
representado como um reticulado real 2n-dimensional Ω2n(G).
Além disso, o determinante de sua matriz geradora tem a
seguinte relação:

|det(G)| = |det(B)| · |det(M)|n

= |det(G)|2 · |det(M)|n. (9)

Por definição m(Λ) = |det(G)| e sendo G uma matriz gera-
dora de Ω2n(G), de acordo com (9) a densidade normalizada
(1) pode ser reescrita como segue:

ρ(Λn(G)) =
detmin (Λn(G))

2n

|det(G)|2 · |det(M)|n
. (10)

Note que minimizar m(Λ) equivale a minimizar o denomi-
nador de (10). Neste trabalho focamos no caso n = 2.
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III. CÓDIGO DE BLOCO ESPAÇO-TEMPO DIAGONAL 2× 2

Seja F um corpo, x2 + px + q um polinômio irredutível
sobre F, com p, q ∈ OF, o anel dos inteiros algébricos de F.
O polinômio x2 + px+ q tem duas raízes:

α1 =
−p+

√
p2 − 4q

2
/∈ F, α2 =

−p−
√
p2 − 4q

2
/∈ F.

Seja K = F(α1), assim [K : F] = 2 e {1, α1} é uma
base de K sobre F. Sejam σ1 e σ2 dois monomorfismos de
K em C tais que σi(y) = y, para todo y ∈ F, i = 1, 2 e
σ1(α1) = α1, σ2(α1) = α2.

Definição 3.1: Um código de bloco espaço-tempo diagonal
2 × 2, C := C(F, α1, α2, 0), baseado em um polinômio
quadrático irredutível x2 + px + q ∈ OF[x] sobre F, com
raízes α1, α2 é definido por

C =

{
X =

(
a+ bα1 0

0 a+ bα2

)
| a, b ∈ OF

}
. (11)

Definição 3.2: Seja C(F, α1, α2, 0) um código de bloco
espaço-tempo diagonal, definimos o seu determinante mínimo
por

detmin(C(F, α1, α2, 0)) = min
X∈C,X 6=0

|det(X)|. (12)

O próximo lema nos diz que quando consideramos corpos
quadráticos imaginários, o determinante mínimo de um código
de bloco espaço-tempo diagonal 2× 2 é igual a 1.

Lema 1: [19] Se F = Q(
√
−d), com d um inteiro positivo

livre de quadrados, então todo código C(F, α1, α2, 0) tem
detmin(C(F, α1, α2, 0)) = 1.

Para encontrar um código de bloco espaço-tempo diagonal
2 × 2 com densidade normalizada a maior possível, consi-
deramos F = Q(

√
−d), com d um inteiro positivo livre de

quadrados.
Se −d ≡ 1(mod 4) então OF = {1, 1+

√
−d

2 } com base inte-
gral BF = {1, 1+

√
−d

2 }. Caso contrário, se −d ≡ 2, 3(mod 4)
então OF = {1,

√
−d} com base integral BF = {1,

√
−d}.

Assim, a matriz geradora correspondente do reticulado 2-
dimensional Ω2(M) é

M =

(
1 1

2

0
√
d
2

)
ou M =

(
1 0

0
√
d

)
, (13)

respectivamente.
A Definição 3.1 nos diz que um código de bloco espaço-

tempo diagonal 2×2 é um reticulado complexo sobre Ω2(M)
dado por

Λ−d =

{(
a+ bα1

a+ bα2

)
=

(
1 α1

1 α2

)(
a
b

)
| a, b ∈ Ω2(M)

}
,

(14)
onde

G =

(
1 α1

1 α2

)
(15)

é a matriz geradora de Λ−d.

Se G é uma matriz geradora do reticulado real 4-dimensional
obtido a partir de um reticulado Λ−d em M2(C), então de (10)

segue que

ρ(Λ−d) =
1

|α1 − α2|2|det(M)|2

=
1

|
√
p2 − 4q|2|det(M)|2

, (16)

onde p2 − 4q é o discriminante do polinômio x2 + px+ q.
Observação 1: Denotamos o denominador de (16) por

γ(C(F, α1, α2, 0)). Note que quanto menor é o valor de
γ(C(F, α1, α2, 0)) maior é a densidade normalizada de Λ−d.

IV. CRITÉRIO PARA COMPARAR CÓDIGOS DIAGONAIS

Nesta seção apresentação um critério [19] para comparar
dois códigos de bloco espaço-tempo diagonais 2× 2.

Sejam C(F1, α1, α2, 0) e C(F2, β1, β2, 0) dois códigos de
bloco espaço-tempo diagonais 2× 2 com

detmin(C(F1, α1, α2, 0)) = detmin(C(F2, β1, β2, 0)). (17)

Dizemos que C(F1, α1, α2, 0) é melhor do que
C(F2, β1, β2, 0) se γ(C(F1, α1, α2, 0)) < γ(C(F2, β1, β2, 0)),
isto é,

|α1 − α2|2|det(M1)|2 < |β1 − β2|2|det(M2)|2, (18)

onde M1 é uma matriz geradora de Ω2(M1) e M2 é uma
matriz geradora de Ω2(M2).

Definição 4.1: Seja S um conjunto de códigos de bloco
espaço-tempo diagonais 2×2, onde detminC = detminC para
todo C, C ∈ S. Dizemos que C é um código de bloco espaço-
tempo diagonal 2× 2 ótimo em S se

γ(C) ≤ γ(C), (19)

para todo C ∈ S.

V. OS MELHORES CÓDIGOS DE BLOCO ESPAÇO-TEMPO
DIAGONAIS 2× 2

Em [18] e [19], foi provado que os códigos

COQ(
√
−3)

= C(Q(
√
−3),

−ζ3+
√
ζ23+4

2 ,
−ζ3−

√
ζ23+4

2 , 0) e

COQ(
√
−1)

= C(Q(
√
−1), −i−

√
3

2 , −i+
√
3

2 , 0) são os melhores
códigos de bloco espaço-tempo diagonais 2 × 2 dentre todos
os códigos de bloco espaço-tempo diagonais 2 × 2 baseados
em polinômios quadráticos irredutíveis sobre Q(

√
−3) e

Q(
√
−1), isto é, códigos com a maior densidade normalizada,

dadas por ρ(Λ−3) ≈ 0, 36980 e ρ(Λ−1) ≈ 0, 33333,
respectivamente.

Assim, em termos da densidade normalizada, o código
COQ(

√
−3)

é melhor do que o código COQ(
√
−1)
.

Os resultados apresentados nesta seção tem como objetivo
responder a seguinte questão: O código COQ(

√
−3)

é ótimo, isto
é, possui maior densidade normalizada, quando comparado
com qualquer código de bloco espaço-tempo diagonal 2 × 2,
COQ(

√
−d)

, em que d um inteiro positivo livre de quadrados?
Para respondê-la, veremos que é suficiente encontrar os melho-
res códigos de blocos espaço-tempo diagonais 2× 2 baseados
em polinômios quadráticos irredutíveis sobre Q(

√
−d), com

d = 2, 7.
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Suponha que exista um código de bloco espaço-tempo
diagonal 2×2, C(Q(

√
−d), β1, β2, 0), melhor do que COQ(

√
−3)

,
em que d um inteiro positivo livre de quadrados. De acordo
com (18),

|det(M)|2|β1 − β2|2 < γ(COQ(
√
−3)

) ≈ 2, 70416, (20)

onde M é a matriz geradora do reticulado Ω2(M), o qual é
obtido via OQ(

√
−d).

Vamos analisar quando |det(M)|2 < 2, 70416. Na Seção III
vimos que:

i) se −d ≡ 1(mod 4), então |det(M)|2 = |d|
4 . Logo

d ∈ {3, 7} são os únicos d satisfazendo |det(M)|2 <
2, 70415.

ii) se −d ≡ 2, 3(mod 4) então |det(M)|2 = |d|. Logo,
d ∈ {1, 2} são os únicos d satisfazendo |det(M)|2 <
2, 70415.

Como os casos d = 1 e d = 3 já foram analisados em
[18], [19], segue que precisamos analisar somente quando
d ∈ {2, 7}.

A partir de agora vamos encontrar os melhores códigos de
bloco espaço-tempo diagonais 2 × 2 considerando d = 2, 7
e comparar suas densidades normalizadas com a densidade
normalizada de COQ(

√
−3)

.

A. O melhor Código de Bloco Espaço-Tempo Diagonal 2× 2
COQ(

√
−2)

Estamos interessados em encontrar o melhor código de
bloco espaço-tempo diagonal 2 × 2, C(Q(

√
−2), α1, α2, 0),

em termos da densidade normalizada.
Um polinômio quadrático irredutível sobre Q(

√
−2) com

menor discriminante é x2 − x + 1, assim α1 = 1+
√
−3

2 e
α2 = 1−

√
−3

2 . A partir disso podemos estabelecer o seguinte
teorema.

Teorema 1: O código COQ(
√
−2)

= C(Q(
√
−2), 1+

√
−3

2 ,
1−
√
−3

2 , 0) é o melhor código de bloco espaço-tempo diagonal
2 × 2, em termos da densidade normalizada, dentre todos
os códigos de bloco espaço-tempo diagonais 2 × 2 baseados
em polinômios quadráticos irredutíveis sobre Q(

√
−2) com

determinante mínimo 1.
Demonstração: Pelo Lema 1, COQ(

√
−2)

é um código de
bloco espaço-tempo diagonal 2×2 com determinante mínimo
1. De acordo com a Seção III, como −2 ≡ 2(mod 4), segue
que |det(M)| =

√
2. Logo, por (16),

ρ(Λ−2) =
1

|
√
−3|2(

√
2)2

=
1

6
≈ 0, 16667. (21)

O valor |det(M)|2 é invariante, pois F = Q(
√
−2) é o

corpo base, portanto podemos removê-lo em nossa análise.
Suponha por contradição que exista um código de bloco

espaço-tempo diagonal 2× 2, C̃ = C(Q(
√
−2), β1, β2, 0) com

determinante mínimo 1 baseado no polinômio irredutível x2+
px+ q, com p, q ∈ Z[

√
−2] cujas raízes são β1 e β2 tal que

|β1 − β2|2 = |p2 − 4q| < 3. (22)

Como p ∈ Z[
√
−2], de [19] podemos assumir, sem perda

de generalidade, que |p| < |1 +
√
−2| =

√
3. Como p =

a+ b
√
−2, a, b ∈ Z então |p| = |a+ b

√
−2| <

√
3 se

(a, b) ∈ {(0, 0), (0,±1), (±1, 0)}. (23)

Novamente, como q ∈ Z[
√
−2] temos que q = c +

d
√
−2, c, d ∈ Z e então para cada par (a, b) de (23) nós anali-

samos quando |p2−4q| = |(a+b
√
−2)2−4(c+d

√
−2)| < 3.

Assim, de acordo com (23) precisamos considerar os seguintes
casos:
(i) p2 = 0. Neste caso, |p2 − 4q| < 3 ⇔ c = d = 0, isto é,

q = 0. Quando q = 0 temos que x2 + px+ q = x2, que
é redutível sobre Q(

√
−2).

(ii) p2 = −2. Neste caso, |p2 − 4q| < 3 ⇔ c = d = 0
ou c = −1, d = 0, isto é, q = 0 ou q = −1. Quando
q = 0 temos x2+px+q = x2±

√
−2x, que são redutíveis

sobre Q(
√
−2). Quando q = −1 temos que x2+px+q =

x2 ±
√
−2x− 1, que são redutíveis sobre Q(

√
−2).

(iii) p2 = 1. Neste caso, |p2 − 4q| < 3 ⇔ c = d = 0, isto é,
q = 0. Quando q = 0 temos que x2 + px+ q = x2 ± x,
que são redutíveis sobre Q(

√
−2).

Desse modo, não existe polinômio irredutível sobre
Q(
√
−2) que satisfaça (22).

Portanto, COQ(
√
−2)

é o melhor código de bloco espaço-
tempo diagonal 2× 2 nas condições do teorema.

B. O melhor Código de Bloco Espaço-Tempo Diagonal 2× 2
COQ(

√
−7)

Um polinômio irredutível com menor discriminante sobre
Q(
√
−7) é x2 +

(
1+
√
−7

2

)
x − 1. A partir disso podemos

estabelecer o seguinte teorema.
Teorema 2: O código COQ(

√
−7)

= C(Q(
√
−7), α1, α2, 0),

onde α1 = −1
4 −

√
−7
4 − 1

4

√
10 + 2

√
−7 e α2 = −1

4 −√
−7
4 + 1

4

√
10 + 2

√
−7 é o melhor código de bloco espaço-

tempo diagonal 2 × 2, em termos da densidade normalizada,
dentre todos os códigos de bloco espaço-tempo diagonais
2 × 2 baseados em polinômios quadráticos irredutíveis sobre
Q(
√
−7) com determinante mínimo 1.
Demonstração: A demonstração é análoga a do Teorema

1. De acordo com as considerações da Seção III, como −7 ≡
1(mod 4) segue que |det(M)| =

√
7
2 .

Assim, de (16),

ρ(Λ−7) =
1

2
√

2
(√

7
2

)2 =
1
7√
2

≈ 0, 20203. (24)

O valor de |det(M)|2 é invariante, pois F = Q(
√
−7) é o

corpo base, portanto podemos removê-lo em nossa análise.
Suponha que exista um código de bloco espaço-tempo

diagonal 2× 2, C̃ = C(Q(
√
−7), β1, β2, γ), com determinante

mínimo 1 baseado em um polinômio irredutível x2 + px+ q,
com p, q ∈ Z[ 1+

√
−7

2 ], cujas raízes são β1 e β2, tal que

|β1 − β2|2 = |p2 − 4q| < 2
√

2. (25)

De [19] podemos assumir, sem perda de generalidade, que
|p| < | 1+

√
−7

2 | =
√

2.

Como p ∈ Z[ 1+
√
−7

2 ] temos que p = a+b
(

1+
√
−7

2

)
, a, b ∈

Z, e então |p| = |a+ b
(

1+
√
−7

2

)
| <
√

2 se
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(a, b) ∈ {(0, 0), (±1, 0)}. (26)

Novamente, como q ∈ Z[ 1+
√
−7

2 ], temos que q = c +

d
(

1+
√
−7

2

)
, c, d ∈ Z, e então para cada par (a, b) de

(26), analisamos quando |p2 − 4q| = |
(
a+ b

(
1+
√
−7

2

))2
−

4
(
c+ d

(
1+
√
−7

2

))
| < 2

√
2. De acordo com (26) precisamos

considerar os seguintes casos:
(i) p2 = 0. Neste caso, |p2 − 4q| < 2

√
2⇔ q = 0. Quando

q = 0 temos que x2 +px+ q = x2, que é redutível sobre
Q(
√
−7).

(ii) p2 = 1. Neste caso, |p2 − 4q| < 2
√

2⇔ q = 0. Quando
q = 0 temos que x2+px+q = x2±x, que são redutíveis
sobre Q(

√
−7).

Desse modo, não existe polinômio irredutível sobre
Q(
√
−7) que satisfaça (25). Portanto, COQ(

√
−7)

é o melhor
código de bloco espaço-tempo diagonal 2 × 2 nas condições
do teorema.

De acordo com o que foi provado nesta seção, podemos
formular o seguinte teorema.

Teorema 3: O código de bloco espaço-tempo diagonal 2×2

COQ(
√
−3)

= C(Q(
√
−3),

−ζ3+
√
ζ23+4

2 ,
−ζ3−

√
ζ23+4

2 , 0) é ótimo
em termos da densidade normalizada, dentre todos os códigos
de bloco espaço-tempo diagonais 2 × 2, com determinante
mínimo 1, baseados em polinômios quadráticos irredutíveis
sobre F, onde F = Q(

√
−d), com d um inteiro positivo livre

de quadrados.
Observação 2: Note que os reticulados Λ−d, d = 1, 3, 7

possuem melhor densidade normalizada que o código de Ouro,
que é dada por 1

5 [20].

VI. CONCLUSÕES

Neste trabalho apresentamos os melhores códigos de bloco
espaço-tempo diagonais 2×2, em termos da densidade norma-
lizada, baseados em polinômios quadráticos irredutíveis sobre
Q(
√
−d), com d ∈ {2, 7}. Isto expande o que foi proposto em

[18], [19], onde os autores consideram somente símbolos de
informação em Z[i] e Z[ζ3]. Também provamos que o código
de bloco espaço-tempo diagonal 2 × 2, com determinante
mínimo 1, baseado no polinômio quadrático x2 + ζ3 − 1,
irredutível sobre Q(ζ3) é ótimo, segundo a Definição 4.1.
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