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Estudo da robustez da sincronizacdao de fase em
redes de neurdnios de Rulkov

Angelo Cardoso de Oliveira e Marcio Eisencraft

Resumo— A sincronizacio entre neurdnios esta associada a
saude do sistema nervoso e a varios processos cognitivos. Neste
artigo, a dinimica neuronal é representada pelo modelo de
Rulkov. Estuda-se preliminarmente a robustez do sincronismo
de fase em caso de perda de neurdnios, simulando a desconexio
de cada neuronio inativo. Sio analisadas redes aleatérias, mundo
pequeno e livre de escala. As desconexdes seguem critérios como
retirada de maior e menor grau, centralidade de intermediacio
e retirada aleatéria.

Palavras-Chave— Modelo de Rulkov, sincronismo de fase, redes
de neuronios, robustez.

Abstract— Synchronization between neurons is associated with
the health of the nervous system and various cognitive processes.
In this article, the neuronal dynamic is represented by the
Rulkov model. The robustness of the phase synchronization in
case of neuron losses is preliminarily studied, simulating the
disconnection of each inactive neuron. Random, small-world
and scale-free networks are analyzed. The disconnections follow
criteria as major and minor degree withdrawal, centrality of
intermediation and random withdrawal.

Keywords— Rulkov model, phase synchronization, neuron
networks, robustness.

I. INTRODUCAO

Neurdnios sdo células que podem transmitir sinais por
grandes distancias [1]. Isso € feito por meio de pulsos elétricos
chamados potenciais de agcdo ou disparos, que percorrem as
fibras nervosas [2].

Ha alguns tipos de sincronizagido que podem ser encontrados
em redes de neurdnios. Os principais sdo [3]: sincronizacdo em
fase [4], sincronizagdo em antifase [5] e sincronizacdo com-
pleta [6]. Nesse artigo, trata-se em particular da sincronizag¢ao
de fase, em que o inicio de cada rajada de disparos acontece
de forma sincrona, mesmo que os instantes de ocorréncia dos
potenciais de a¢do individuais variem [4].

A sincronizagdo entre neurdnios ¢ uma propriedade emer-
gente das redes neuronais. A anomalia dessa sincronizagao
esta associada a diversas doengas cerebrais, como o Parkinson,
Alzheimer, esquizofrenia, epilepsia e autismo [7]. A perda
de neurdnios pode levar a dessincronizagdo, que pode afetar
alguns processos cognitivos [8].

Na modelagem computacional de redes de neuronios,
utilizam-se diversos modelos para os neurdnios [9]. Nesse
artigo opta-se pelo modelo de Rulkov [4]. Esta escolha ¢
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motivada por ser um modelo simples que contém os principais
comportamentos que se observa em neuronios reais [10]. Por
meio desse modelo, pode-se estudar o comportamento das raja-
das de disparos. Por ser baseado em um mapa bidimensional,
tem melhor desempenho computacional do que os modelos
baseados em equagdes diferenciais [9].

Em [11] estudam-se os modelos de Hindmarsh-Rose, Rul-
kov e Kuramoto na sincroniza¢do de fase de neuronios com
atraso de tempo. Em [12] a sincronizag¢do de fase ¢ estudada
em redes mundo pequeno, mostrando que a sincronizagdo de
fase ¢ mais eficaz dependendo da quantidade de reconexdes na
construgdo da rede. Demonstra-se também que redes maiores
exigem um coeficiente de acoplamento € maior para sincro-
nizar. Em [3] abordam-se retiradas de maior grau k£ e maior
centralidade de intermedia¢do C;, dos neurénios em redes
aleatdrias, mundo pequeno ¢ livre de escala, com modelos de
Rulkov e Kuramoto, concluindo que sdo modelos equivalentes.

Neste artigo, retomam-se os resultados de [3] adicionando-
se retirada de neur6nios de menor C;, e menor k, pois a
robustez também deve ser medida com retiradas de neurdnios
menos “importantes” na rede. Também foi feita uma simulagdo
para se observar a média do pardmetro de ordem R, que mede
o sincronismo da rede, em fun¢do do nimero de neurénios V.
Dessa forma, foi possivel estipular o valor minimo de R em
que as fases dos neuronios estdo totalmente dessincronizadas.

O objetivo desse artigo ¢ analisar a robustez da sincroniza-
¢do de fase em redes de neurdnios de Rulkov, observando
o impacto da perda de neurdnios dependendo do tipo de
topologia em que estdo conectados. Avalia-se nesse artigo
como a perda gradativa dos neurdnios afeta a sincronizagdo
de fase da rede.

O restante desse artigo estd organizado da seguinte forma:
na Secdo II mostra-se 0 modelo de neurénio de Rulkov. Na
Secdo III apresentam-se as estruturas de rede utilizadas e a
forma de se medir o sincronismo de fase. Na Secdo IV analisa-
se a robustez do sincronismo de fase nas redes de neurdnios
e verificam-se os impactos sofridos em cada uma delas. Na
Secdo V sdo descritas algumas conclusdes preliminares e
sugestoes de trabalhos futuros.

II. MODELO DE RULKOV

O modelo de Rulkov possui uma variavel rapida x; que
representa o potencial de agdo da membrana neuronal e
uma variavel lenta y; que ¢ associada aos fluxos lentos que
estabelecem o comportamento das rajadas de disparos [4]. Ele
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¢ definido por

_ «
Tel = 1357 + Yt
Yir1 = Yr — oxg — 3

em que «, [ e o sdo pardmetros e ¢ > 0 inteiro ¢ o indice

temporal. Fixando-se ¢ = = 0,001, o modelo apresenta
diferentes comportamentos dependendo do valor de « [3]:

: (1

e Regime I, 0 < a < 2,00, z; ndo apresenta picos ou

rajadas de disparos.

e Regime II, 2,00 < o < 2,58, z; e y, apresentam

comportamento assintoticamente periodico.

e Regime III, 2,59 < a < 4,00, as rajadas de disparos sdo

em formato triangular.

e Regime IV, 4,01 < a < 4,62, as rajadas de disparos sdo

em formato retangular.

Na Figura 1 apresentam-se trechos de graficos de x; e y;
de simulagdes do modelo Rulkov com diversos valores de «
e condigdes iniciais g = 0,01 e yg = 0,02. Eliminou-se as
7 - 103 primeiras amostras, o que ¢ suficiente para o sinal do
neurdnio atingir seu comportamento assintotico. Nos Regimes
IIT e IV, nota-se que as rajadas de disparos de z; sempre
ocorrem quando y; passa por um valor maximo [3].
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Fig. 1. Simulagdo de um neurdnio pelo modelo de Rulkov, z; em azul e
y¢ em vermelho, variando o valor de « conforme os exemplos: (a) Regime
I a = 0,4. (b) Regime II: o = 2,3. (¢) Regime III: o« = 3,2 ¢ (d) Regime
IV: a = 4,1.

Para as simulagdes posteriores, neste artigo fixou-se a =
4,1, pois para os regimes em que a varidvel y; apresenta
oscilagdes, pode-se representar a evolugdo dessa variavel por
meio de uma fase ;.

Considera-se que a diferenca de fase entre dois picos
consecutivos de y; € 2m. Desta forma, a fase associada a um
instante ¢ ¢ dada por

7th

pr = 2wh + 2w ,
th+1 —ln

2)
em que ¢, € tp41 representam os instantes em que ocorrem os
picos maximos imediatamente anterior e posterior ao instante
t [13].

A fase ¢, ¢ utilizada posteriormente para medir o sin-
cronismo de fase entre neurdonios de uma rede. Na Figura

2(a) mostra-se x; de um exemplo de uma série temporal
do mapa de Rulkov. Na Figura 2(b), observa-se y;, em que
os circulos vermelhos indicam os instantes de maximo dessa
variavel, encontrados com a fungdo findpeaks [14, p.178]
do Matlab®. Na Figura 2(c), mostra-se ; de (2) obtido para
esta série temporal.
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Fig. 2. (a) e (b) Simulagdo do mapa de Rulkov para o = 4,1 e condi¢des

iniciais zg = 0,01 e yo = 0,02. Méaximos de y; marcados com circulos em
(b). Fase ¢ em (c) obtida utilizando (2).

III. REDES DE NEURONIOS E SINCRONISMO DE FASE

Uma rede de neurdnios pode ser representada por um grafo
direcionado [13], em que os sinais trafegam em apenas um
sentido. Na Figura 3 ha um exemplo de grafo direcionado
com N = 4 neurdnios em rede.

Fig. 3. Exemplo de grafo direcionado com N = 4 neurdnios. Os circulos
representam os neurdnios ¢ as flechas indicam o sentido da conexao.

Pode-se representar um grafo por meio de uma matriz de
adjacéncias A [15]. Os coeficientes binarios a,; dessa matriz
N x N indicam se ha ou nao aresta partindo do né n até o j.
Se houver uma aresta direcionada a,; = 1, se ndo a,; = 0.
Por exemplo, a matriz de adjacéncias do grafo da Figura 3 é:

0100
0010

A=1o 0 0 1 ®)
100 0

A topologia da rede utilizada influencia no sincronismo
de fase dos neurdnios [3]. Neste artigo consideram-se 3
topologias de redes diferentes:

1) Rede aleatoria de Erdds-Reyni [16]: os nods sdo co-

nectados com a mesma probabilidade de conexdo p.,
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em que 0 < p. < 1. Comega-se com uma rede
totalmente desconectada e a probabilidade p. vai definir
se a conexdo ¢ criada ou ndo para cada dupla de nds.

2) Rede mundo pequeno [17]: ¢ construida a partir de uma
rede em anel, em que todos os nods tem ¢ conexdes de
cada lado. A probabilidade de reconexdo p,, em que
0 < p, < 1, define se a conexdo se mantém da forma
original ou se ¢é religada em outro n6. E uma rede que
caracteriza-se pelo baixo comprimento médio de menor
caminho, ou seja, 0 menor caminho do ndé n até o j
passa por poucos nos [15].

3) Rede livre de escala [18]: tem como caracteristica o
crescimento da rede, em que novos nds sdo inseridos
com conexdo preferencial ao nd que tiver maior grau k,
ou seja, ao nd que tiver maior quantidade de conexdes.
Partindo-se de uma rede preestabelecida, tem como
parametros o nimero de conexdes criadas para cada nd
M e o tamanho final da rede IN. Dessa forma, ¢ uma
rede que possui poucos nds com grau alto e muitos nos
com grau baixo [15].

Um modelo simples para uma rede de N neurdnios de
Rulkov ¢ dado por [4]

(n) _ e}

n) | e N (4)
Ty = Lt (™) ty t+x Ej:l GnjTy

(n
L@
Witk =1l x5
em que n representa o indice do n-ésimo neurdnio na rede com
1 <n < N, ap; sdo coeficientes da matriz de adjacéncias
da rede ¢ € é o coeficiente de acoplamento. Nesse estudo
preliminar, considera-se que todos os neurdnios sao idénticos,
que os coeficientes de acoplamento sdao iguais em todas as
conexdes da rede e assume-se que o efeito de um neurdnio
sobre o outro em suas conexdes ¢ sempre excitatorio, seguindo
o que foi feito em [3].

Para medir o sincronismo de fase entre os neurénios, pode-
se utilizar o parametro de ordem r; de Kuramoto definido por

[19]

1 N . (n)
o= >, 5)

n=1

em que apin) ¢ a fase do n-ésimo neurdnio definida por (2) e

i=+/—1.
Quando os neurdnios estdo sincronizado em fase r; = 1,
pois ™) = ¢, para todo 1 e

N
=S = v = e =1 @)
n=1

Para exemplificar, foi feita a simulacdo de uma rede com
N = 4 e conexdes conforme a matriz de adjacéncias (3). Na
Figura 4 apresentam-se os sinais x, y; € 0 parametro de ordem
r desta rede com o coeficiente de acoplamento ¢ = (. Neste
caso, as fases dos neuronios estdo desincronizadas e r; oscila
entre 0,2 e 0,5, ou seja, valores de r; nessa faixa, com N = 4,
¢ um indicio de uma rede totalmente dessincronizada em fase.
Na Figura 5, também apresentam-se as mesmas variaveis z,

Yy € T, porém com € = 0,3, nesse caso r; = 1, indicando que
ha sincronismo de fase.
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Fig. 4. Simulagio de uma rede de Rulkov com N =4 e € = 0. (a) sinal
de x¢, (b) sinal de y¢ e (c) sinal do parametro de ordem 7.

20 T T -
o [ i A AR Ao
T8 10 A o i M
S T T T i
7500 8000 8500 9000 9500
t
k T T T
?\ 2} ]
oL \/N‘/
7500 8000 8500 9000 9500
t
. : : :
£ 0,5 1
= 0 ‘ ‘ ‘ ]
7500 8000 8500 9000 9500

Fig. 5. Simulagdo de uma rede de Rulkov com N =4 ¢ & = 0,3. (a) sinal
de x¢, (b) sinal de y; e (c) sinal do pardmetro de ordem 7.

O valor médio R do pardmetro de ordem ¢é calculado por

T
— _n T
Ro Zenn 0
T-Ty+1

em que 7' é o nimero total de iteragdes realizadas e Ty ¢
o numero de amostras descartadas da simulacdo para que
os sinais gerados atijam o comportamento assintdtico. Nas
simulagdes desse artigo tomou-se Ty = 7 - 10°.

Para se ter uma base para o estudo do sincronismo, na
Figura 6 mostra-se uma simulagdo de uma rede com N = 100
neurdnios com € = 0 ¢ 7' = 10°. Nota-se que quanto maior a
quantidade de neurdnios, menor é o valor de R para uma rede
de neuro6nios isolados. As proximas simulagdes foram feitas
com N = 100, neste caso, considera-se que as fases estdo
totalmente dessincronizadas quando R < 0,1.

Para observar o comportamento de R em fungdo de ¢, na
Figura 7 utilizou-se uma rede totalmente conectada com N =
100. Nesta rede considera-se que as fases dos neurdnios estao

dessincronizadas com o valor de R < 0,1, como pode ser
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Fig. 6. Valor médio do pardmetro de ordem R em fungdo do nimero de
neurdnios N na rede, com ¢t = 10° e ¢ = 0. Todos os neurdnios de Rulkov
estdo desconectados.

observado na Figura 6. Ndo ha sincroniza¢do de fase quando
¢ = 0, ao aumentar este valor, o sincronismo de fase dos
neurdnios também cresce. Observa-se neste caso, que com £ =
0,06 ja ¢ suficiente para esta rede sincronizar em fase.
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Fig. 7. Valor médio do pardmetro de ordem R de 10 redes com condigdes
iniciais aleatorias em fungdo do coeficiente de acoplamento &, com N = 100.

IV. ROBUSTEZ DO SINCRONISMO DE FASE NAS REDES

Para analisar a robustez do sincronismo de fase ao se retirar
neuronios da rede de Rulkov, foram simuladas redes aleatorias,
mundo pequeno e livre de escala. Para definir o neur6nio
mais importante destas redes, utilizou-se critérios como grau
k e a centralidade de intermediacdo C;, do neurénio. O
grau de entrada k™ € o numero de conexdes que chegam
até o neurdnio n, o grau de saida k%" é o numero de
conexdes que partem do né n. Para medir o grau, neste artigo
utilizou-se a soma destes dois tipos de grau. A centralidade de
intermediac¢ao C;,, ¢ medida pelo numero de caminhos mais
curtos entre dois neurénios j e [ que passam pelo neurdnio
n, denotado por oj;, dividido pelo nimero de caminhos mais
curtos entre os neurdénios j e [ [15]. Pode-se calcular a Cj,
de um grafo direcionado por:

c - 1 N gji(n) g
m(n):mzza—l ®)

j=li=j+1 7

Nas proximas simulagdes foram utilizados N = 100
neurdnios e as conexdes deles foram removidas de cada
neurdnio, para observar o comportamento de R. O coeficiente
de acoplamento utilizado foi ¢ = 0,2 fixo. Os parametros
das redes foram escolhidos para que todas as redes simuladas

comecassem com quantidade de conexdes semelhantes. Foram
simuladas retiradas de maior e menor grau, aleatoria ¢ maior
e menor centralidade de intermediagdo dos neurdnios.

Na Figura 8(a) mostra-se um grafico das simulagdes com
redes aleatdrias Erdds-Rényi com probabilidade de conexdo
pe = 0,027.

Na Figura 8(b) apresenta-se um grafico das simulagdes
com redes mundo pequeno com probabilidade de reconexdo
pr = 0,5, sendo criadas a partir de uma rede anel com ¢ = 3
conexdes para os vizinhos de cada lado.

Na Figura 8(c) tem-se um grafico das simulag¢des com redes
livre de escala construidas a partir de uma rede de N = 3
totalmente conectada e a cada neurdnio inserido foram criadas
mais 3 conexdes M até chegar em N = 100.

Na Tabela 1 monstra-se a relacdo da quantidade de neurd-
nios desconectados para a rede perder o sincronismo de fase,
baseada nas redes estudadas. Analisando estes dados, nota-
se que as retiradas de neurénios considerando o grau ¢ a
centralidade de intermediag@o, sdo praticamente equivalentes.

TABELA 1
RELACAO DA QUANTIDADE DE NEURONIOS DESCONECTADOS PARA A
REDE PERDER O SINCRONISMO DE FASE

[ Tipoderede || Retirada | Neurbnios removidos para R < 0,1 |
Aleatdria 76
Maior k 41
Erdds-Rényi Menor k 79
Maior C;,, 40
Menor Cp, 82
Aleatoria 72
Maior k 59
Mundo pequeno Menor k 84
Maior C;,, 54
Menor C'p, 81
Aleatoria 75
Maior k 27
Livre de escala Menor k 95
Maior C;,, 31
Menor C'p, 95

Na rede livre de escala, com a retirada de apenas 27% dos
neurdnios de maior importancia, a rede perde o sincronismo de
fase, dessa forma, com poucos neurdnios removidos, o impacto
¢ muito grande. Porém, se os neurdnios desconectados forem
de menor importincia, € necessario a retirada de 95% para
a rede dessincronizar. Isso se justifica porque redes livre de
escala possuem como caracteristica ter poucos nds com grau
alto e muitos nds com grau baixo. Nota-se que a intensidade
do sincronismo de fase na rede ¢ relacionada a intensidade de
conexao.

As redes aleatérias e mundo pequeno também perdem o
sincronismo mais rapidamente quando os neurdnios de maior
conectividade sdo retirados, sendo necessarios a retirada de
41% e 59% dos neurdnios respectivamente. O impacto ndo é
tdo grande quanto na rede livre de escala.

Nas trés redes apresentadas, a retirada de neurdnios de
forma aleatoria se mantém em aproximadamente 75% em
todos os casos. Nesse caso, a topologia de rede tem pouca
relevancia.
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Fig. 8. Valor médio do parimetro de ordem R em fungio da porcentagem
de neurdnios desconectados. Foram feitas 10 simulagdes de cada topologia de
rede, em (a) aleatoria Erdds-Rényi, em (b) mundo pequeno e em (c) livre
de escala. Os neurdnios foram desconectados conforme a legenda. Todas as
redes tem N = 100, t = 10°, ¢ = 0,2 e condigdes iniciais distintas.

V. CONCLUSOES

Analisando a robustez das redes, com base nos dados apre-
sentados, observa-se que quanto mais conexdes um neurdnio

desconectado da rede tiver, maior sera a dessincroniza¢do na
rede como um todo. A rede livre de escala sofre maior im-
pacto. A desconexdo aleatdria tem comportamento semelhante
em todas as redes.

Neste estudo, avaliou-se preliminarmente uma rede com
N = 100, porém redes reais possuem bilhdes de neurdnios.
No futuro, pretende-se estudar redes maiores considerando
os efeitos inibitorios dos neurdnios e também analisar redes
reais baseadas em banco de dados disponiveis na internet.
Dessa forma, pretende-se estudar situagdes praticas de perda
de neuronios lesionados e o impacto disso em um sistema
nervoso saudavel.
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