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Sequéncias Pseudo-Caoticas Geradas Pelo Mapa de
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Resumo— Neste trabalho é proposto um método de geracio
de sequéncias pseudo-caéticas unidimensionais baseado no mapa
de Arnold discreto sobre o anel de inteiros Z>~. O periodo das
sequéncias geradas é calculado analiticamente utilizando propri-
edades das sequéncias de Fibonacci sobre Z.~. As sequéncias
pseudo-caéticas sio empregadas como um gerador de nimeros
pseudo-aleatorios e suas propriedades estatisticas sdo avaliadas
pela bateria de testes estatisticos NIST. Finalmente, o gerador
proposto é implementado em FPGA e sua complexidade é
analisada.

Palavras-Chave— Sequéncias pseudo-aleatorias, mapas caoti-
cos, caos discreto, FPGA.

Abstract—1In this work we propose a method to generate
pseudo-chaotic one-dimensional chaotic sequences based on the
discrete Arnold map defined over the integer ring Z.m. The
period of the generated sequences is evaluated analitically using
properties of the Fibonacci sequence over Zjy». The pseudo-
chaotic sequences are employed as pseudo-random number
generators and their statistical properties are analyzed by the
statistical suite NIST. Finally, the proposed pseudo-random
number generator is implemented in FPGA and its complexity
is analyzed.

Keywords— Pseudo-random sequences, chaotic maps, discrete
chaos, FPGA.

I. INTRODUCAO

Geradores de numeros pseudo-aleatérios (PRNGs, pseudo-
random number generators) baseados em mapas cadticos vém
sendo considerados potenciais candidatos para o projeto de
aplicacdes criptograficas [1], [2]. Propriedades caracteristicas
destes mapas como sensibilidade as condi¢des iniciais, espec-
tro banda larga, comportamento recursivo e ndo periddico [3]
sdo apropriadas para estas aplicacdes. Entretanto, quando o
mapa é definido sobre os nimeros reais as operacdes de ponto
flutuante alteram a dinamica cadtica devido a sensibilidade as
condicdes iniciais [4]. Em consequéncia, a dindmica cadtica
nunca é reproduzida fielmente.

Uma proposta de mapas cadticos definidos sobre estruturas
discretas é apresentada em [5]. No referido trabalho, mapas
cadticos discretos sdo obtidos por um processo de discretiza-
¢do de mapas cadticos reais definidos de forma a apresentar
periodicidade. Desta forma, ndo existe caos no sentido restrito
em mapas definidos sobre estruturas discretas. Porém, dentro
de um periodo o mapa possui caracteristicas similares ao
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comportamento cadtico e no limite em que o periodo vai ao
infinito 0 mapa recupera as caracteristicas do mapa original
como por exemplo o expoente de Lyapunov, que € interpretado
como a taxa de dispersdo entre pontos vizinhos no conjunto
discreto [5]. Este tipo de comportamento é denominado em [4],
[5] de caos discreto ou pseudo-caos.

Uma alternativa para geracao de caos discreto € a utilizacao
de mapas caéticos definidos sobre anéis de inteiros [4], [6].
Além de permitir a reproducdo exata da dindmica, a utilizacio
destes mapas reduz a complexidade computacional do sistema
em relacdo a mapas definidos sobre os reais devido ao uso de
operacdes de ponto fixo. Apesar da aplicacdo iterativa de um
determinado mapa sobre uma condicao inicial gerar sequéncias
necessariamente periddicas devido a sua estrutura modular,
esta abordagem € vantajosa quando se considera anéis de
cardinalidade grande, pois as sequéncias geradas possuem
periodo longo o suficiente para estas aplicacdes.

Neste trabalho é proposto um método para construgcdo
de sequéncias unidimensionais baseadas no mapa de Arnold
discreto sobre o anel de inteiros médulo 2™, m € N,m > 2,
denotado por Zom . As propriedades de periodo das sequéncias
propostas sdo analisadas utilizando propriedades das sequén-
cias de Fibonnaci sobre Zom. E demonstrado analiticamente
que o perfodo méaximo é dado por 3 x 2™~ 3 e como este
periodo se comporta em relacdo as condicdes iniciais. As
sequéncias propostas sdo utilizadas para projetar um PRNG. O
PRNG ¢ implementado em FPGA (Field Programmable Gate
Array) e sua complexidade aritmética € analisada. Finalmente,
as propriedades estatisticas das sequéncias geradas pelo PRNG
proposto s@o analisadas pela bateria de testes estatisticos
NIST [7].

O restante do artigo estd dividido como segue. Na Secdo II
o mapa de Arnold discreto é apresentado. Na Secdo III as
sequéncias propostas sdo definidas e analisadas. O PRNG e
FPGA sdo detalhados na Secdo IV. Por fim, as conclusdes
sdo apresentadas na Secdo V.

II. O MAPA DE ARNOLD DISCRETO
O mapa de Arnold discreto I' : Zg X Zg — Zg X Zg €
definido por
I'(z,y) = (22 +y,2 +y) (mod q) M

em que ¢ = p"*, p € um niimero primo e Z, € o anel de inteiros
moédulo q. A aplicagdo iterativa de I' a partir de uma condicao
inicial (20, yo) € Zq X Z, gera sequéncias bidimensionais s =
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{(z0,90), (x1,91), (x2,92), ...} em que cada par (zn,yn) € s
é dado de forma recursiva por

Tn4+1| 2 1 In
[%H} N {1 1} L/n} (mod g). @
Definindo 5 1
A L J 3)
© 1 1
B L 0} 4)
tal que B2 = A entiio
Tn| 2n | Z0
[yn] =B {yo} (mod q). 5)

Como I' é definido sobre uma estrutura modular, segue que I' é
necessariamente periddico. A andlise do espectro de periodos
para o mapa de Arnold generalizado € feita em [8], [9].

A. Andlise de Periodo de T’

As poténcias de B podem ser escritas utilizando-
se os elementos da sequéncia de Fibonacci F =
{0,1,1,2,3,5,8,13, ...}, definida por Fy = 0,F; =1, F,, =
F,_1+ F,—2, n > 2. A n-ésima poténcia de B em funcio
dos numeros de Fibonacci é dada por [10]

n __ Fn+1 Fn
e portanto (5) pode ser escrita como
T F2n+1 FQn Zo
= dq). 7
|:yn:| |: FQn F2n1:| |:y0:| (mo q) ( )

O periodo do mapa de Arnold discreto é definido pelo menor
valor T tal que AT = T, (mod ¢) em que I, é a matriz
identidade de ordem dois [8]. Neste caso, (Tpi7,YntT) =
(Zn, yn) (mod q), ¥n. De (7) temos que a condicdo de periodo
de I' estd associada ao periodo da sequéncia de Fibonacci
moédulo ¢, conhecido por periodo de Pisano e denotado por
7(q). Quando 7(p) # 7(p?) entdo 7(p™) = w(p) x p™ L [11].

Da condigéo de periodo, Fr(g) = Foynq) = Fo =0 e da
relacdo de recorréncia da sequéncia de Fibonnaci segue que
Frg+1 = Fr(g-1 = 1, logo B™(@ = I, (mod ¢). Desta

forma,
Tr(q)/2 B™(@ [xo] mod 8
[%(q)ﬂ] wo) (00 ®

= [zﬂ (mod g) ©)

e portanto o periodo de I" é dado por 7(q)/2.

III. SEQUENCIAS-2

Nesta secdo sdo definidas as sequéncias unidimensionais
{z,} a partir do mapa de Arnold discreto. E feita uma
andlise da periodicidade das sequéncias {z,} e estabelecidas
as condicdes que geram sequéncias com periodo maximo.
Desta forma, pode-se descrever a estrutura do espaco de chaves
gerado pelo conjunto de condicdes iniciais possiveis. Para isto,

serdo utilizadas duas conhecidas relacdes para a sequéncia de
Fibonacci: a identidade de Catalan

F?—FyrFo=(—1)""F% rec{1,2,3,...} (10)
e a identidade de Cassini
ananJrl *Fi = (*1)’” (11)

que é um caso particular da identidade de Catalan para r = 1.

Neste trabalho vamos considerar p = 2 e vamos denotar
T = w(2™). Todas as operagdes subsequentes estdo definidas
no anel Zgm . Neste caso, F' = {0,1,1,0,1,1,0,...} (mod2).
Claramente, 7(2) = 3 e consequentemente 7(2™) = 3x 2L,
Desta forma, conclui-se que o periodo de I' definido em Zgm
é dado por T/2 = m(2™)/2 = 3 x 2M~2,

A. Defini¢ao de {z,}

Definimos a sequéncia-z, denotada por
{z0,21, 22, ..}, 2n € Zam, VYn, por

{Zn} =

Zn = TpYpn (mod 2™) (12)

em que (X, Yn) € Zaom X Zom é 0 n-ésimo par gerado pela
aplicacdo iterativa de I" sobre uma condig¢do inicial (xg,yo) €
Ziom X Ziom . Utilizando (7) e (12) obtemos

.Z‘gFQnFQn-i—l + 20yo (Font1 Fon—1 + F22n)
+ y(Q)FQnFQn_l (mod 2m)

Zn =

13)

B. Sequéncias-z Identicamente Nulas

O elemento z, é fung¢do de (xo,yo) e dos nimeros de
Fibonacci. Dependendo destes valores a operacdo modular
pode dar origem a sequéncias identicamente nulas. Estas
condigdes sdo detalhadas a seguir.

Proposigdo 1: Se (zo,yo) = (0,0), z, = 0 (mod 2™), Vn.

Demonstragcdo: Segue diretamente de (13). [ |

Proposigdo 2: Se (z0,v0) = (0,y0) € 2¥|yo,k € Zam ou
(w0,0) = (20,0) e 2¥|z0, k € Zym entdo z, = 0(mod2™)Vn
se 2k —m > 0.

Demonstragdo: Seja (zo,y0) = (0,y0) tal que 2¥|yo.
Podemos escrever (zg,%0) = (0,2%y)), em que y) = vo/2%,
entio z, = 2%kyl2Fy,Fy, 1 (mod 2™). Portanto z, =
0 (mod 2™) Vn se e somente se 2™[2%*, ou seja, 2k —m > 0.
O caso (zg,y0) = (z9,0) é andlogo.

Proposigdo 3: Se 2k1|zy e 2¥2|y, entdo 2z, = 0 (mod 2™)
se 2 - min(kq, ko) —m > 0.

Demonstragdo: Seja (zo,yo) = (2812, 2F2y}). De (13)
temos =z, = 22k1$62F2nF2n+1 + 22k2y62F2nF2n,1 =+
2k1+k21}6y6(F22n + F2n+1F2n—1) (mod 2m) Seja kmzn =
min(ky, k2) entdo 22Kmin|22k1 92kmin|92k2 "o 92kmin|kitks
Logo, se 2kmin —m > 0, z, = 0 (mod 2™) Vn. [ |

A seguir as propriedades de periodo das sequéncias-z sdo
analisadas.
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C. Andlise de Periodo de {z,}
Lema 1: Fr;; =0 (mod 2™) para m > 2.
Demonstragdo: Usando (10) para n = T = m(2™) e
r = T/2 temos F} — Frir/sFr_7/5 = (f1)T*T/2F§/2.
Note que (—1)7/2 = 1 pois T//2 é par ¥ m > 2. Lembrando
que Fr = Frm) = 0 (mod 2™) segue que —F7, =
Ff.), (mod 2™) e portanto Frr/; = 0 (mod 2™) para m > 2.

|
Lema 2: Ff ., =Fp, ;= 1(mod2™).
Demonstragdo:  De (11) para N = T/2 temos

Frja_1Frj241 = 1 (mod 2™). Da relagio de recorréncia da
sequéncia de Fibonnaci temos que Fr/oy 1 = Fr/e_1, logo
FT/2+12 = F12“/271 =1 (mod 2m). |
A seguir apresentamos o resultado principal sobre o periodo
das sequéncias-z.

Teorema 1: Se (xo,yo) ndo gera a sequéncia identicamente
nula e € tal que 2% ndo divide ¢ e yo simultaneamente, entdo
o periodo de {z,} € igual T/4 =3 x 2™~3 = 1 (2™) /4.

Demonstragdo: Temos que

|:$T/4:| _ BT/2 [%} _ [FT/2+1
Yr/a Yo FT/2

Fre | 2o
. 14
FT/2—1:| [yo] (14)

Pelo Lema 1 ¢ Lema 2

FT/‘*] =al, {zo} (mod 2™) (15)
Yr/a Yo
em que o = Fr/a11 = Frja_1. Logo

2r/a = @’zoyo = 2oYo (mod 2™) (16)

e consequentemente 2y /44, = 2;Vi. Agora considere a sequén-
cia (I,B%,B* ..., B7/272), Esta sequéncia é um grupo
ciclico com gerador B2. Vamos assumir que existe algum
T’ < T/4 que é periodo de {z,}. A condi¢do de periodo
implica que z,, = Zo¥yo. Para que esta condi¢do seja verdadeira
para todo (zg, yo), as equagdes a seguir devem ser satisfeitas

For Foprpq = 0 (mod 2™) (17

FQT/FQT/,1 =0 (mod 2m) (18)

Forr 1 Forr 1 + Fi7 =1 (mod 2™). (19)

Caso Fyri41 = 0 (mod 2™) entdo Fp, = 1 (mod 2™) e

portanto Fors % 0. Por outro lado, Fop: #* 0 implica que
Fop/—1 = 0 (mod2™) e toda a sequéncia € nula. Da mesma
forma se Fop/—1 = 0(mod 2™) toda a sequéncia é nula. Caso
FQT/ =0 (HlOd 2771) entao FQT/+1F2T/,1 =1 (InOd 2771) Pela
relacdo de recorréncia da sequéncia de Fibonnaci, For/—1 =
Fori41 (mod 2™) e podemos escrever Fyp, ;= 1 (mod 2™).
Esta equacdo possui 4 possiveis solugdes: 1,2m~1—1,2m 1+
1,2™ — 1. Da propriedade de grupo ciclico das poténcias de
B2, a solucio 1 ndo pode ocorrer pois B”/2 = Iy (mod 2™)
e todos os elementos de um grupo ciclico sdo distintos. Segue
que B7" ¢ da forma I, com 8 = 2m—1—1, 2m~141 9m_1,
Portanto, B*”" = 21y = Iy (mod 2™). Como 27" < T/2, é
uma contradi¢io. Concluimos que 7'/2 é o periodo de {z,} e
ndo existe outro periodo menor que este. [ |

Teorema 2: Se (xo,Yyo) ndo gera a sequéncia identicamente
nula e 2¥|z¢ e 2¥|yo entdo o periodo de {z,} é dado por
T/(4 x 22k).

Demonstragdo: Considere (z9,y0) = (2%}, 2%y}) em
que z{, = 79/2% e y) = yo/2% , entdo z, é dado por

o = 2%M[(20)" FonFant1 + 20y (Fons1 Fon—1 + F3,,)
+  (y})? FanFay—1] (mod 2™). (20)
A condi¢do de periodo para {z,} é
2, = 2% 2yl (mod 2™). 1)
Assumindo que 2k < m, mdc(2™,22%) = 22% ¢ portanto
2,/2%% = 2yl (mod 2™ /2%F). (22)

Logo, a sequéncia-z gerada por (2Fx), 2%y/) é equivalente a
outra sequéncia-z com condi¢do inicial (z, y{) que é perié-
dica para ¢’ = 2™~2k com perfodo (7/4)/2% = T /(4 x 22F).
|
Proposigdo 4: O nimero de condicdes iniciais que geram
sequéncias-z com perfodo maximo 7'/4 é 3 x 22m~2,
Demonstracdo: O nimero de possiveis condi¢des iniciais
(70,Y0) € Zagm X Zgm é 2™ x 2™ = 22m_ O ndimero de
elementos em Zy» que ndo sdo fatores de 2™ é ¢(2™) =
2m=1 em que ¢(-) € a fungdo phi de Euler [12]. Portanto, o
nimero de condi¢des iniciais que ndo geram periodo miximo
¢ (2m—2m~1)2 = 22m=2 Finalmente, o nimero de condi¢des
iniciais que geram sequéncias-z com periodo maximo é 22 —
22m72 =3 x 22m72. ]

IV. GERACAO DE NUMEROS PSEUDOALEATORIOS E
IMPLEMENTACAO EM FPGA

Nesta secdo as sequéncias-z sdo utilizadas para projetar
um PRNG e sua complexidade computacional é avaliada por
implementag¢do em FPGA.

A. Pardmetros de Sintese e de Andlise do PRNG

Inicialmente, uma sequéncia {z,} com periodo méximo é
gerada a partir de uma condic@o inicial (zg,yo) aleatéria que
se enquadra na condigio do Teorema 1. Os inteiros z; € {z,}
sdo representados na forma bindria by, —1by—2 . . . babibo, b; €
{0,1}, com m bits para ¢ = 2™. Em particular, foram
utilizadas representagdes bindrias de 32 e 64 bits. Sequéncias
bindrias sdo geradas pela concatenacdo de bits extraidos dos
z;’s associados a uma sequéncia de inteiros { z,, }. Para analisar
as propriedades estatisticas das sequéncias bindrias obtidas, foi
utilizada a bateria de testes estatisticos NIST versdo SP800-
22 [7]. Cada teste do NIST ¢ avaliado com nivel de signifi-
cancia a = 0,01, sendo este o valor recomendado em [7]. O
teste € realizado para conjuntos de 10? subsequéncias bindrias
em que cada uma possui comprimento 106,

Fixado um valor de m, é possivel determinar um sub-
conjunto de bits extraidos das amostras z; para os quais a
sequéncia bindria gerada seja aprovada no NIST. A cardina-
lidade desse subconjunto é denotada por k. Foram realizadas
simula¢des computacionais ndo exaustivas com a bateria de
testes NIST para determinar valores elevados de k. No caso
m = 32, o valor maximo obtido é £ = 8 bits/amostra em que é
extraido o bloco b = bgb19b3bgbgb1b2b; de cada z; € no caso
m = 64 obtém-se k = 16 bits/amostra com a extracdo do
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TABELA 1
TESTE NIST PARA AS SEQUENCIAS BINARIAS OBTIDAS DE {2y, } PARA
m =232 (k=8)E64 (k= 16).

Statistical test || m =32 | m =64 |

Frequency 0.99 1
Block Frequency 0.99 0.99

Cumulative Sums* 0.99 1
Runs 0.99 0.99
Longest Run 0.99 0.97
Rank 0.98 0.99

FFT 1 1
Non-Ovla. Temp.* 0.96 0.96
Ovla. Temp. 1 0.97
Universal 0.98 0.99
Approximate Entropy 1 0.98
Ran. Exc.* 0.97 0.97
Ran. Ex. Var.* 0.97 0.97

Serial* 0.97 1

Linear Complexity 1 1

bloco b = b16b37b35030b40017b14b32b39b20b12b25013b22015b31
de cada z;. Na Tabela I é apresentada a propor¢do obtida em
cada teste estatistico realizado pelo NIST para m igual a 32 e
64, indicando que a qualidade estatistica é similar para m = 32
e m = 64. Nos testes multiplos (indicados por *) € mostrado
apenas o valor minimo do teste.

B. Implementacdo em FPGA

A implementacdo do mapa € facilmente escalondvel para
qualquer ¢ = 2™, como apresentado no cédigo Verilog em
Algoritmo 1 para m = 32. Para tanto, é necessario especificar
adequadamente o parametro m e os k bits selecionados de z;.
Os testes empregam a FPGA Cyclone® IV EP4CE115F29C7
da Intel®, sendo apresentado na Fig. 1 o RTL (register transfer
level) associado ao cddigo em Algoritmo 1. Como destacado
na figura, o circuito pode ser dividido em cinco niveis. O
primeiro calcula os valores de =41 € y,+1 a partir de x,, e

RTL utilizado para geracdo de sequéncias bindrias a partir de uma sequéncia-z para m = 32.

Yn, respectivamente, como especificado em (2). O segundo,
formado por dois MUX 2 x 1, seleciona se as operagdes sao
realizadas sobre os valores zg e yo (condi¢des iniciais) ou
sobre valores subsequentes. No nivel trés, formado por um par
de flip-flops tipo D, os valores de z,, e y,, s@o armazenados
por um periodo de clock, durante o qual os valores de x,,+1 e
Yn+1 sdo calculados no nivel um e o valor de z, € calculado
no nivel quatro. Por fim, na préxima borda de subida do clock,
a saida do flip-flop no nivel cinco é atualizada para o valor
Zn, quando as saidas dos flip-flops no nivel tré€s também sdo
atualizadas para os valores Tp+1 € Yn41.

O circuito calcula um elemento z; da sequéncia {z,} para
cada periodo do sinal de clock. Um conjunto de k bits é
extraido de cada z; (com a selec@o dos bits como especificado
na Subsecdo IV-A), podendo ser enviados sequencialmente
e, assim, formando uma sequéncia bindria. A complexidade
do circuito € concentrada essencialmente na operacdo produto
para o célculo de z,, no nivel quatro. Como os valores sdo
representados na base dois e reduzidos médulo uma poténcia
de dois, a operacdo 2x, na expressdo para o cdlculo de
ZTn+1 do mapa € realizada pelo deslocamento por um bit do
bloco associado a x, na direcdo do bit mais significativo,
preenchendo o bit menos significativo com zero. Portanto, essa
operag@o ndo agrega complexidade ao circuito.

Para a aquisi¢do dos dados gerados, foi utilizado o aplicativo
Signal Tap Analyser do Quartus®. Foram feitas analises consi-
derando as representacdes de 32 e 64 bits, usando os mesmos
parametros da etapa de simulac@o. O perfil de utilizacdo da
FPGA pode ser visto na Tabela II, em que é apresentado o
nimero absoluto de unidades para quatro tipos de recursos
em termos de m, além do percentual de utilizacdo desses
com relacdo a quantidade disponivel na FPGA. Observa-se
que os recursos empregados ndo crescem proporcionalmente
com m. Isso permite um aumento da taxa em bits/s do PRGN
(dada por (BITS/AMOSTRA)XFREQUENCIA DO CLOCK) sem
o acréscimo proporcional dos recursos de hardware e, con-
sequentemente, do consumo de energia. Portanto, o circuito
apresentado ¢ menos complexo e mais eficiente energetica-

mente por bit gerado para m 64. Como esperado, ja
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TABELA 11
RECURSOS EMPREGADOS DA FPGA PARA SINTESE DO PRNG.

Recurso || m = 32 | m = 64 |

673(< 1) | 919(< 1)

901(< 1) | 997(< 1)
6(1) 20(4)
10(4) 18(6)

Fungdes Combinacionais (%)

Registradores Légicos Dedicados (%)
Multiplicador 9 Bits (%)
Pinos (%)

ALGORITMO 1
CODIGO VERILOG DO PRNG CcOM 32 BITS.

module PRNG

# (parameter[31:0] m = 32,
parameter k = 8,
parameter x 0 = 7,
parameter y 0 = 5 )

(

input wire CLK, SWITCH,
output wire [ :0]1b

)i

integer MOD_g=2%*m;
reg [ lrx;
reg [ lry;
reg [ lrz;

always @ (posedge CLK) begin
if (SWITCH) begin
rx <= (2xrx + ry) % MOD_gq;
ry <= (rx + ry) % MOD_gqg;
rz <= (rx * ry) % MOD_qg;
end else begin
rx <= x_0;
ry <=y 0;
rz <= (rx * ry)% MOD_gq;
end
end
assign b rz[10],
rz[1l],

rz[3], rz[6],

r[2], rz[7]};

= {rz[0],
rz[°],
endmodule

que o circuito replica exatamente a sequéncia simulada, os
resultados obtidos com o NIST para a sequéncia gerada por
simulacdo e para a obtida pelo circuito sdo idénticos. Estes
resultados sdo apresentados na Tabela I. A andlise 16gica, a
sintese e a implementagdo do PRNG empregando o mapa da
Arnold também foram gerados com o Vivado®, o ambiente
de desenvolvimento de projeto da Xilinx. Foi selecionado
o dispositivo XC7S100 da familia SPARTAN. Neste caso, é
possivel comparar a complexidade do circuito gerado com a
de outras proposta que utilizam a mesma plataforma [13]. O
emprego de aritmética em ponto fixo levou a uma redugdo de
pelo menos trés vezes no nimero de LUT’s, cinco vezes no
nimero de Slices e a aproximadamente 0 mesmo ndmero de
DSP’s. Foram comparados o mapa de Arnold (aritmética em
ponto fixo com 64 bits) com os mapas de Bernoulli, tent e
zigzag (aritmética em ponto flutuante com 64 bits).

V. CONCLUSOES

Neste trabalho foi proposto um mapa unidimensional ba-
seado no mapa de Arnold discreto sobre o anel de inteiros

Zom . As propriedades de periodo das sequéncias geradas pelo
mapa proposto, denominadas sequéncias-z, foram analisadas
com a utilizac¢do de propriedades das sequéncias de Fibonnaci
moédulo 2. Observa-se que as sequéncias-z possuem um
periodo maximo igual a T'/4, em que T € o periodo de Pisano.
O mapa proposto foi implementado em FPGA para avaliacido
dos recursos de hardware necessdrios para a implementacao
do PRNG. Como o mapa € definido sobre aneis de inteiros,
sua implementacao utiliza operacdes de ponto fixo, requerendo
menor complexidade computacional comparado a mapas cad-
ticos definidos sobre os reais, cuja iteracdo emprega operacdes
do ponto flutuante.

Uma vez estabelecida a andlise de periodo, pode-se esco-
lher valores grandes de m, de tal forma que as sequéncias
geradas nunca se repetem na prdtica. Também observa-se
que as sequéncias propostas sdo aprovadas no NIST, mesmo
considerando uma taxa de bits por amostra superior a taxa
normalmente utilizada na literatura, que é de um bit por
amostra. A andlise de recursos mostra que para m = 64
as quantidades de fun¢des combinacionais e de registradores
l6gicos ndo sdo o dobro das necessdrias quando se utiliza
m = 32. Portanto, o circuito pode ser implementado com
valores elevados de m sem, com isso, levar a exaustam dos
recursos da FPGA.
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