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Modelo Complexo n-p Bivaridvel com
Desbalanceamento de Clusters

Alessandro P. de Oliveira, Thiago A. M. de Bairros, Rausley A. A. de Souza e Michel D. Yacoub

Resumo— Neste artigo, um modelo de desvanecimento para
o canal complexo bivariavel 1-u, com desbalanceamento entre
o numero de clusters das componentes em fase e quadratura, é
proposto. Uma expressio exata em forma fechada para funcio
densidade de probabilidade conjunta de duas envoltdrias e suas
fases correspondentes ¢ obtida. Admite-se que a correlacio ocorre
entre as respectivas componentes em fase entre si e as respectivas
componentes em quadratura entre si dos sinais 77-p. O modelo
proposto generaliza dois modelos existentes na literatura.

Palavras-Chave— Distribuicido m-pt, distribuicio conjunta de
envoltoria-fase bivariavel, desbalanceamento de clusters.

Abstract—In this paper, a fading model for the complex
bivariate n-p channel, with an imbalance between the number of
clusters of the in phase and quadrature components, is proposed.
An exact closed-form expression for the joint probability density
function including the two envelopes and their corresponding
phases is obtained. It is assumed that the correlation occurs
between the respective in phase components with each other and
the respective in quadrature components with each other of the
n-p signals. The proposed model generalizes two models already
presented elsewhere in the literature.

Keywords—m)-p distribution, bivariate phase-envelope joint
distribution, imbalance of clusters.

I. INTRODUCAO

Em um sistema de comunicacao sem fio, o sinal desvanecido
tem sua fase e amplitude alteradas devido a sua passagem pelo
meio de transmissdo, sendo esses pardmetros importantes para
a correta e precisa caracterizacdo do canal. Em um ambiente
com multiplos percursos, o ganho de um canal, pode ser
modelado por densidades ja bem estabelecidas, tais como
Rayleigh, Hoyt, Rice e Nakagami-m. Outros modelos mais
gerais podem representar de forma mais precisa o ganho do
canal, como por exemplo a distribui¢do n-p [1]. Para esse
modelo de canal, inicialmente, apenas o comportamento do
ganho do canal foi analisado, deixando a questdo da fase aberta
e sujeita a discussdo.

As distribui¢des do ganho e da fase deduzidas para os
modelos Rayleigh, Hoyt e Rice foram obtidas diretamente
de seus modelos, o que ndo ocorreu com a distribuicao
Nakagami-m obtida apenas para o ganho do canal e por
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métodos empiricos. Esse fato gerou muitas possibilidades para
os modelos baseados em envoltdria serem explorados.

Em [2], estatisticas de ordem superior, como a distribuicao
conjunta de envoltérias e a sua derivada no tempo, taxa de
nivel de cruzamento e dura¢do média do desvanecimento,
foram desenvolvidas para o modelo de canal Nakagami-m.
Estatisticas de ordem superior também foram obtidas para a
distribuicdo 7-p [3]. Novos avancos surgiram por meio de
pesquisas relacionadas a caracterizacdo do ganho do canal
com foco na correlacdo, banda de coeréncia, distdncia de
coeréncia e tempo de coeréncia [4]. Nenhuma informacao
da fase pdde ser obtida por meio do modelo Nakagami-
m original, o que fez com que, por um longo tempo, a
estatistica da fase para este modelo fosse considerada como
uniformemente distribuida. Um modelo de fase foi apresentado
para a distribuicio Nakagami-m em [5], em que a fase é
uniforme apenas para a condi¢do m = 1 (Rayleigh). Ainda
neste modelo, foi considerada a inclusdo de um parametro
de desbalanceamento de poténcia entre as componentes em
fase e quadratura. Em [6] foi proposto um modelo complexo
bivaridvel para canais de desvanecimento Nakagami-m corre-
lacionados, sendo obtidas a fungdo densidade de probabilidade
(FDP) conjunta de fase e de envoltéria dos sinais desvanecidos
e também as FDPs das componentes em fase e quadratura. Em
[7] foi apresentado um modelo complexo 7-u bivaridvel para
o Formato 1, em que uma expressao exata e fechada para a
FDP conjunta de duas envoltérias e duas fases foi obtida. Os
modelos de fase, anteriormente citados ou em outros modelos
na literatura, possuem uma variedade de aplicagdes, tais como
a andlise de desempenho em sistemas OFDM [8] ou o estudo
da capacidade em canais MIMO [9].

O objetivo deste artigo € a proposi¢do de uma distribuicdo
conjunta 7n-p complexa bivaridvel correlacionada com desba-
lanceamento entre o nimero de clusters de multipercursos das
componentes em fase e quadratura, bem como a dedugdo de
suas estatisticas conjuntas, tendo os trabalhos apresentados em
[6] e em [7] como casos particulares do modelo apresentado.

O restante do artigo estd organizado como segue. A Se-
cdo II apresenta alguns conceitos preliminares relacionados a
distribuicdo n-p, bem como também ao modelo complexo. Na
Secao III apresenta-se o modelo proposto e as suas estatisticas
conjuntas. Os resultados numéricos referentes a FDP counjunta
da fase sdo apresentados e analisados na Se¢do IV. Na Secdo
V conclui-se o artigo.

II. PRELIMINARES

A distribuicdo n-p € um modelo de desvanecimento que
representa as variagdes de curto prazo do sinal desvanecido



XXXVIII SIMPOSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICACOES E PROCESSAMENTO DE SINAIS - SBrT 2020, 22-25 DE NOVEMBRO DE 2020, FLORIANOPOLIS, SC

quando ndo hd linha de visada [1]. Esse modelo possui
dois diferentes formatos, Formato 1 e Formato 2, em que
o parametro 7 caracteriza dois fendmenos fisicos distintos.
No Formato 1 o pardmetro 7 representa a razdo entre as
poténcias das componentes em fase e quadratura, e no Formato
2 ele é o coeficiente de correlacdo entre as componentes
em fase e quadratura. Matematicamente, um formato pode
ser obtido a partir de outro por meio das seguintes rela-
(;635: TJFormatl = (1 - nFormatZ)/(l +7]F0rmat2) € MFormat2 =
(1 - nFormatl)/(l +77Fonnall), com 0 < MFormatl < 00 € -1<
Nrormarz < 1. O Formato 2 ndo serd utilizado neste trabalho.
Sendo assim, o pardmetro 7, deste ponto em diante, represen-
tard apenas o modelo no Formato 1. O nimero de clusters de
multipercurso € representado pelo parametro p > 0.
A envoltdria n-p univaridvel é representada por

RP=X*+Y2=3" a2+ )2, )

em que X e Y sdo as componentes em fase e quadratura do
modelo n-p, respectivamente, e X; e ); sdo varidveis aleatrias
(VAs) Gaussianas com médias nulas, i.e. E[X;] =E[);] =0,
e varidncias 03, = E [X?] = 7% /(4p) e 03, = E[V?] =
72./(4u), respectivamente, com E[X?] = 75 /2 e E[Y?] =
74 /2. A raiz do valor médio quadritico (RMS) de R é dada
por # = y/E[R?]. Os parAmetros #x e #y correspondem ao
valor RMS das componentes em fase e quadratura, respectiva-
mente. O operador matematico Esperanca é representado por

A varidvel complexa da distribui¢do n-u N, a envoltéria R e
a fase O sdo relacionadas por N = X +jY, R=vX?2+Y?
e © = arg(N). No Formato 1, X e Y sdo processos indepen-
dentes com, em geral, diferentes varidncias e o parametro 7
(0 < n < 00) € obtido por ) = 7% /F3 = 0% /0%, em termos
das variancias das componentes em fase e quadratura.

A FDP conjunta da envoltdria-fase n-u € dada por [10, eq.
®)]

211200, 4p0—1 2p—1
fFro(rd) = 2u }; r i \Asen29|

(W7 — H?)i 3 T2(1)

2uhr? (h + H cos 20)
X exp| — f2(h2 — H2) 3

2

emque h = (240" +n)/4 H=(n""~n)/4 T()¢a
fungdo Gamma [11, eq. (8.310.1)], r >0e —m <0 < 7.

As FDPs marginais n-p¢ s@o determinadas a partir de
(2) via integragdo, ou seja, fr(r)=[" fre(rf)dd e
fo(0)= [, fre(rd)dr. Assim [10, egs. (8) e (9)]
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em que I,(-) é a funcdo de Bessel modificada de primeira
espécie e ordem v [12, eq. (9.6.3)].

III. MODELO PROPOSTO

A FDP conjunta das componentes em fase, Z = X, ou
quadratura, Z = Y, para dois sinais 7-p correlacionados,
conforme [7, eq. (1)], é dada por

B ‘2122|#Mlt+1)\(1—lt)(QZIQZQ)—%(H‘/L)
fZ17Z2(2'17Z2) - (1 _ )\2)1—\(#)

—u(22Q 20 20\ /Q7 Q
X exp w250z, + 27 222) + 21Az122 z,: 82z, 5)
(1 A )Qzlﬁzz

2u|z1 22|\ 2u|z1 22|\
x L1 5 sech 5
Qz,Qz, (1 — A2) 0z, Qz, (1 — A2)
com —oo < 21,22 < 00 e \ representando o coeficiente de
correlagdo entre as VAs Gaussianas (—1 < A < 1).
Sejam N; e N, duas varidveis complexas -y correlacio-
nadas, tais que
Ny =Xy + Y7,
Ny = Xo + jYo,
com QX1 = E(X%) = TA%(I/Q, le = E(Yf) = f%,l/Z, QXg =
E(X3) = 7%,/2 e Qy, = E(YS) = 73, /2. Os parametros 7
sdo dados por 1y = 7% /7§ e ny = 7%, /7y, . Sendo assim:

(6)

%, + 7y, = 273, (8)
%, =My, 9)

7%, = M2ry,.- (10)
Substituindo (9) em (7) e (10) em (8) e deixando os

resultados em fungdo dos parAmetros Q2x,,{2x,,y, e Qy,,
as seguintes relacdes sdo estabelecidas

Qy, =2 [ 21 11
X1 L] (771+1 3 ( )
Oy, =2 [ 2 12
Xo T2 <n2+1 3 ( )
42
;
Qy, = —1 13
Y1 771+17 ( )
Qy, = 2 (14)
YQ_,,?2+1'

Para que a envoltéria R seja uma FDP n-u € preciso que
o ndmero total de clusters de multipercurso p seja a soma
do nimero de clusters das componentes em fase (ux) e
quadratura (uy), i.e.

px + py = 2p. (15)

Um parametro de fase p, —1 < p < 1, foi definido em [5,
eq. (4)]. Para o modelo n-u sob andlise, obtém-se o pardmetro
de fase em fun¢do de px e puy, ou seja

o (16)

ux + py

Substituindo (15) em (16), tem-se:
px =1 +pp, (17)
py = (1 =p)u. (18)
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Notar que o desbalanceamento representado pelo pardmetro p
quantifica a diferengca normalizada entre o nimero de clusters
px da componente em fase X e o nimero de clusters py
da componente em quadratura Y, para cada processo n-u
analisado. Desta maneira, se px = py tem-se a condicdo
balanceada em termos do nimero de clusters, portanto p = 0.
Se ux > py ou pux < py tem-se a condicdo desbalanceada
em termos do ndmero de clusters, resultando em p > 0 ou
p < 0, respectivamente. Vale a pena ressaltar que o possivel
desbalanceamento representado pelo pardmetro 7 estd ligado
ao desbalanceamento entre as poténcias das componentes em
fase e quadratura. Matematicamente, 7 = 7% /73 = 0% /0%

Considerando o mesmo nimero de clusters para as com-
ponentes em fase e quadratura, € 0 mesmo parametro p para
ambos os sinais complexos N7 e Ns, as seguintes relagdes
sdo estabelecidas: px, = px, = Ux, ty; = By, = Uy,
11 = po = € p1 = po = p. Os parmetros (ux, .My, ,P1) €
(1, by, ,p2) referem-se aos processos complexos N1 e No,
respectivamente, ambos expressos em (6).

Para Z = X, substituindo (11), (12) e (17) em (5) e para
Z =Y, substituindo (13), (14) e (18) em (5), sdo obtidas
as FDPs conjuntas das componentes em fase e quadratura,
respectivamente escritas como
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(1—=22)T(u(1+p))

nnpP3ig) 2P
((m +1)(n2 + 1))*%(u(l+p)+1)

X exp (H(l +p) (771(772 + )7 23 + no(m + 1)72 x%))

mna (1 —X\2) 7373
% exp 20 (1 +p) 71 72 21 22/Min2\/ (M + 1) (n2 + 1)
mne (1 — A2) 7173
20 (1 +p)y/(m + 1)(n2 + 1) [z120]
X Iu(l+p)—1 P
(1= A2) P172/Mi72

20 (1 +p)y/ (1 + 1) (2 + 1) [2129]
x sech < (L= 22) aiav/iiin ) ) (19)

Ix1 %, (21,72) =

|H(1+P) (

|£I?1I2
X

(:U/(l _ p))u(l—p)—&-l)\;*#(lfp)
(1=22) T(u(1 - p))
|u(1—p) <f%f§)—%(u(l—p)+l)

le,Yz (yl 7y2) -

|y1y2
8 EEYPIERNEY
((m+1)(nz+1))7 277

e [ L) ((2 + DFfy3 + (m + 1)73yi)
(1—22) 22

X exp 2y p(1 = p)17ayiyar/(m + 1)(n2 + 1)
(1= A7) %73
o1 2y p(1 = p)y/(m + 1) (n2 + 1) [y195]
p=p=t (1= X2) i1y

« sech <2Ayu(1 —p)y/(m +1)(n2 +1) |y1y2|> Qo)

(1 - )\5) 7179

em que —o0 < T1,xo,y1,Ye < oo, (X1,X2) e (Y1,Y3)
representam as componentes em fase e quadratura do modelo
-1, Ax € Ay correspondem ao coeficiente de correlacdo
entre Gaussianas das componentes em fase e quadratura,
respectivamente, e 71 = /E[R?] e 72 = +/E[R3] sdo os
valores RMS das envoltérias R; e Rs, respectivamente.

Como X; e Y] e também X5 e Y5 sdo VAs inde-
pendentes, entdo fx, vi.x,,v, (%1,51,22,¥2)=fx, x, (T1,22) X
fY17Y2 (y1,y2)-

A FDP conjunta da envoltéria-fase bivaridvel é ob-
tida por meio do processo de transformagdo de varidveis
JR1.01,R2,0,(11,01,72,02) = fx, vi, X0,y (T1,91.22,92)] ]|,
em que X7 = RycosO1, Y7 = Rysen©®;, Xo = Ry cosOo,
Yo = Rosen©s e |J| = riry. A envoltéria normalizada em
relagdo ao valor RMS € dada por fp, o, p,.0,(p1,01,02,02) =
JR1,01,R2,05(11,01,72,02)| ]|, em que P, = Ry/i, P =
Ry /79 e |J| = 7172. Apds o processo de transformagdo de
varidveis e considerando A\, = A, = A, a FDP conjunta
envoltéria-fase normalizada obtida é dada em (22), no topo
da préxima péagina, com 0 < p1,p0 < 00 e —7 < 01,05 < 7.
Integrando (22), a FDP conjunta da fase é obtida por

for,0,(01,02) = / / fPi.01,Py.0,(p1,01,p2,02)dp1dp2.
o Jo
(2D
A expressdo em (22) se reduz ao modelo 7-u bivaridvel
com condi¢do balanceada em termos do nimero de clusters
[7] para p = 0 e o modelo Nakagami-m bivaridvel [6] € obtido
paraocasoemque p=0, 1y = =1e u=m/2.

IV. RESULTADOS NUMERICOS

A Figura 1 apresenta alguns graficos da FDP conjunta de
fase fo,,0,(61,02) para um valor fixo ;4 = 2,25, no cendrio
descorrelacionado, A = 0, e correlacionado, A = {0,1;0,6}, e
variando-se os pardmetros p e n = 1; = 1. Nos comentarios
a seguir, para facilitar a identificacdo, serdo denominadas de
elevacoes as concentracdes de massa de probabilidade.

Na Figura 1(a) observa-se que a FDP conjunta de fase
apresenta as elevacdes uniformemente distribuidas ao longo
do plano (#;,02) dado p = 0 (caso em que existe um
balanceamento do nimero de clusters entre as componentes
em fase e quadratura) e 7 = 1 (caso em que existe um
balanceamento de poténcia entre as componentes em fase e
quadratura). Comparando-se as Figuras 1(a) e 1(b), em que
ocorre um aumento no coeficiente de correlagdo A de 0 para
0.1, nota-se que as elevagdes que continuam em destaque sdo
apenas aquelas nas quais o par de angulos de localizagdo,
(01,02), sdo iguais em mddulo entre si (|61] = |f2]), ou, em
outras palavras, as que estdo na diagonal do plano (#1,02).
Estes cendrios sdo relativos ao modelo cldssico Nakagami-m
com m = 2,25 abordado em [6].

Comparando-se os cendrios correlacionados das Figuras
1(b) e 1(c), quando ocorre um desbalanceamento de poténcia
representado pelo pardmetro n = 0,3, 7 — 0 (0 <7 < 1), as
elevacoes tendem a se distribuir no plano (6;,62) da seguinte
maneira: dois grupos com duas elevacdes, sendo que cada
grupo localiza-se em torno de (+7m/2,+7/2).

Nos cendrios correlacionados e com desbalanceamento do
nimero de clusters das Figuras 1(d) e 1(e), os pardmetros
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foram ajustados de tal forma que n -+ 0 (0 < n < 1)
juntamente com p — —1 ou a medida que p — —1 mantendo o
valor de n = 1. Nestes casos, assim como no cendrio da Figura
1(c), as elevagdes se distribuem ao longo do plano (6,,6>) da
seguinte forma: dois grupos com quatro elevagdes em cada
grupo e localizados em torno de (+7/2,£7/2). Nestes casos,
a poténcia média total tende a ficar mais na componente em
quadratura e menos na componente em fase em qualquer uma
dessas trés situagdes: ) n - 0 (0 < n < lep =20),ii) a
medida que p — —1 (para n; = 12 = 1), ou iii) p — —1
juntamente com n — 0 (0 < n < 1).

Observa-se que para 7 crescente (n > 1 e p = 0),
comparando-se agora as Figuras 1(b) e 1(f), as elevacdes
tendem a se distribuir ao longo do plano (0;,02), da seguinte
maneira: quatro elevagdes ao redor de (+m,£7) e um grupo
de quatro elevacdes ao redor de (0,0).

Sobre os resultados nas Figuras 1(g) e 1(h), a medida
que p — 1 para n constante em 7; = 72 = 1 e para
n crescente (n > 1) juntamente com p — 1, as elevacdes
tendem a se distribuir da seguinte forma: quatro elevacdes
localizadas em torno de (£m,£m) e um grupo de quatro
elevacdes localizado em torno de (0,0), assim como no cendrio
da Figura 1(f). Nestes casos, a poténcia média total tende a
ficar mais concentrada na componente em fase e menos na
componente em quadratura em quaisquer das trés situacdes: 1)
n crescente (n > 1 e p = 0), ii)) 2 medida que p — 1 para n
constante em 1, = 72 = 1, ou iii) para 7 crescente (n > 1)
juntamente com p — 1.

Observa-se da Figura 1(i) — agora com um valor de coe-
ficiente de correlagdo A = 0,6 — que o valor de p = —0,8
estd proximo do seu limite (p = —1), para n = 1,8, e
mesmo assim as elevacdes, que estdo na diagonal do plano
(61,02), permanecem concentradas em torno de (£m,%m) e
de (0,0) (deveriam estar mais ao redor de (£m/2,+7/2)).
Fato semelhante acontece no cendrio da Figura 1(j) em que
p = 0,78 estd préximo do seu limite (p = 1), para n = 0,5
e A = 0,6, e mesmo assim as elevagdes, que estdo na
diagonal do plano (64,02), permanecem concentradas em torno
de (£7/2,£7/2) (deveriam estar mais ao redor de (+m,+7) e
de (0,0)). Esses dois casos mostram que o controle de poténcia
total das componentes em fase e quadratura é mais sensivel

ao parametro ) do que ao pardmetro p.

Adicionalmente, na comparacao das Figura 1(i) e 1(j) com
as Figuras 1(d) até 1(h), onde o pardmetro lambda foi aumen-
tado de 0,1 para 0,6, observa-se, também, que a medida que a
correlagdo aumentar (A — 1), para os demais pardmetros fixos,
as elevagdes que continuam em destaque sdo apenas aquelas
que estdo na diagonal do plano (6, 6-).

V. CONCLUSOES

Neste artigo foi proposto a inclusiao do desbalanceamento do
nimero de clusters entre as componentes em fase e quadratura
no modelo complexo n-u, através do acréscimo de um para-
metro de fase, envolvendo dois processos correlacionados. O
modelo proposto permitiu uma modelagem mais geral em que
dois modelos j4 existentes na literatura sdo casos particulares
do modelo aqui apresentado. A andlise de desempenho de
sistemas de comunicagdo sem fio, a banda de coeréncia, o
tempo de coeréncia e a distdncia de coeréncia, agora com
um modelo mais préximo da realidade prética, podem ser
realizados em trabalhos futuros.
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