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Um Algoritmo Rapido para a Multiplicacao de
Octonios

H. B. A. Barbosa, L. B. da Silva, G. Jerdnimo da Silva Jr. e R. M. Campello de Souza .

Resumo—Este trabalho propde um algoritmo rapido para
multiplicar dois octonios. Enquanto utilizando o método direto
sdo necessarias 64 multiplicacoes e 56 adicoes, o algoritmo
proposto utiliza 30 multiplicacoes e 94 adicoes, reduzindo a
complexidade multiplicativa para computacdo do produto de
octonios.

Palavras-Chave— Complexidade multiplicativa, octonios, algo-
ritmos rapidos, matrizes autossimilares, nimeros hipercomple-
x0s, nimeros de Cayley.

Abstract— This work proposes a fast algorithm for computing
a product of two octonions. The direct computation of an octonion
product requires 64 multiplications and 56 additions, while the
proposed algorithm uses 30 multiplications and 94 additions,
reducing the multiplicative complexity necessary to compute this
product.

Keywords— Multiplicative complexity, octonions, fast algo-
rithms, self-similar matrices, hypercomplex numbers.

I. INTRODUCAO

A 4lgebra de nimeros hipercomplexos foi criada no intuito
de generalizar nimeros complexos e, por muito tempo, per-
maneceu restrita ao contexto da matematica pura [1].

Recentemente, com a necessidade de processar um volume
cada vez maior de dados, tem sido investigado na literatura o
uso dessas dlgebras no contexto de processamento de sinais.
Foram propostos filtros digitais com coeficientes hipercomple-
xos [2] e [3], além de diversas transformadas hipercomplexas,
especialmente para imagens coloridas [4] e [5].

Pouco se tem estudado, porém, a complexidade para se mul-
tiplicar dois nimeros hipercomplexos. Este artigo se dedica a
estudar e propor um algoritmo rdpido para um caso particular
desses ntimeros hipercomplexos, os octdnios.

Na secdo II, sdo conceituados os octdnios, assim como
o seu produto. Na se¢do III, sdo introduzidos os conceitos
de matriz autossimilar e de matriz quase autossimilar e é
mostrada a relacdo dessas matrizes com o produto de octdnios.
A secdo IV apresenta o algoritmo proposto e a secdo V
examina as complexidades multiplicativa e aditiva do mesmo.
As conclusdes do trabalho sdo apresentadas na Secdo VI.

II. OCTONIOS

Os octonios foram construidos por John Graves em 1843,
inspirado pela descoberta dos quatérnios por William Rowan
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Hamilton [6]. Independentemente, porém, Arthur Cayley re-
gistrou sua descoberta num artigo, antes de Graves. Os octo6-
nios, também conhecidos como ndmeros de Cayley, consti-
tuem uma &lgebra de divisdo 8-dimensional sobre os reais e
podem ser obtidos pelo processo de duplicacdo de Cayley-
Dickson por meio dos quatérnios [7].

De acordo com [8] um octénio sobre o corpo R é um
nimero da forma

a = aie; +azez +azes +aseq +ases + agep + arer + ases,

emquea; €R, j=1,2,...,8,e1 =1lee;, j=2,...,8
sdo unidades imagindrias com multiplicacdo definida segundo
a Tabela I.

TABELA 1
TABELA DE MULTIPLICACAO DAS UNIDADES IMAGINARIAS DE UM
OCTONIO.
X [ex [ e2 [ es [ ea [ es e er | es
€1 €1 €2 €3 €4 €5 €6 er €8
€2 €2 —€1 €4 —€3 €6 —€5 —€g (g
€3 €3 —€4 —e1 €2 er €8 —€5 —€6
€4 €4 €3 —e2 —e1 €8 —er7 €6 —€5
€5 €5 —€6 —er —eg —€1 €2 €3 €4
€6 €6 €5 —€g er —e2 —€1 —€4 €3
er er €8 €5 —E€6 —€3 €4 —€1 —e2
€8 €8 —€7 €6 €5 —€4 —€3 €2 —€1

Por essa defini¢do o produto ab, de dois octonios, em que

a = aje; +azez +azesz +aseq +ases + agep +arer + ages,

b= biey + boey + bzes + byey + bses + bgeg + brer + bges,

pode ser representado como o produto matricial

em que

Og =

X representando o oct6nio a e Og

Y

Y = 05X
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Observa-se que, por meio do método direto, o produto de
dois octdnios pode ser computado utilizando-se 64 multipli-
cacdes e 56 adicdes.

III. MATRIZES AUTOSSIMILARES

O conceito de matrizes autossimilares é introduzido por
[9]. Toda essa se¢@o baseia-se nas ideias desenvolvidas nesse
artigo. Também aqui é apresentada a metodologia necesséria
para construcdo do algoritmo para o produto de dois octdnios.

Defini¢do 1: Uma matriz A de ordem 2 ¢é definida como
autossimilar se apresenta a seguinte forma:

Em geral uma matriz de ordem 2" é denominada autossimilar

se tem a forma
{ A Ap }
A An

em que Aq; e Ay sdo autossimilares de ordem 2"~ !, Uma
matriz autossimilar de ordem 2" é denominada aqui por ASan.

Exemplo 1: Como um caso de particular interesse para este
artigo, ilustra-se o conceito de matriz autossimilar com uma
matriz ASg, dada por

[z zo | 23 za | zs 26 27 28
Z2 21 2 zZ3 26 z5 Z8 27
Z3 24 Z1 Z2 27 Z8 zZ5 26
24 z3 22 21 28 z7 26 z5
z5 Z6 z7 z8 21 2] 23 24
Z6 Z5 Z8 z7 22 zZ1 Z4 Z3
27 z8 z5 Z6 z3 zZ4 z1 z2

L =8 27 26 Z5 zZ4 z23 22 21

Definicdo 2: Seja A uma matriz de ordem 2". Diz-se que
A ¢ quase autossimilar, denominada por QQ AS5~, se a matriz
formada pelos valores absolutos dos seus elementos, denotada
por AH, ¢é autossimilar de ordem 2". Denota-se por (Qon a
classe de matrizes (Q ASon.

Exemplo 2: A matriz Og que representa b no produto ab
de octdnios, definida na Se¢do II deste artigo, € um exemplo
de matriz QQASs,

bi be | by b | bs bs | br b
by by | bs bg | bs bs | bs b7
by bi | b by | by bs | bs b
ba bz | by by | bg by | bg bs
bs bs | br bs | b bs | by bs
bg bs | bg by | by by | by b3
bz bs | bs b | bz bsa | b1 by
b br | be bs | by by | by by |

é uma matriz ASs.

Considere agora uma matriz QAS2 A dada por
—21 Z
A= [ o ] :

Z2 2

Pode-se escrever

—2
Z2

2]

n { 0 0 } n { 0 O

222 0 0 22’1

Note que em (1) e (2) a matriz QAS> A foi expressa como

uma matriz AS, adicionada a uma ou mais matrizes de

posto unitdrio. As matrizes adicionais, de posto unitdrio, sdo
denominadas fatores de ajuste.

O numero desses fatores de ajuste pode ser interpretado
como uma medida de dissimilaridade entre a matriz Q) ASs
A e uma matriz ASs pertencente a (QAS2, em que cada
fator de ajuste ndo nulo corresponde a uma unidade dessa
dissimilaridade.

Definicdo 3: Seja A € QQan e considere

] )

i) 0a(+2;) o nimero de ocorréncias positivas do elemento
z; na matriz A. Por definicdo z; = 0 serd contabilizado
como um elemento positivo;

ii) 04(—2;) o nimero de ocorréncias negativas do elemento
—z; na matriz A.

Define-se a dissimilaridade de uma matriz QASs» A €
Q2n, denotada por D(A), como sendo o menor nimero de
fatores de ajuste necessdrios para expressd-la por meio de uma
matriz ASo» pertencente a Qon.

Pode-se calcular essa dissimilaridade como sendo

gn
) =Y min{oa(+2),0a(-z)}.
-1

Exemplo 3: Consijdere mais uma vez a matriz Og, que

representa b no produto de octonios ab definido Secdo II:

D(A 3)

B —b1 bz b3 b4 bs b6 | b7 b8
bo b1 by —bs be —bs | —bs by
b3 —by b1 b2 by bs | —bs —be
by b3 —by b1 bs  —br | bs —bs
bs —bg —b; —bg b1 bo | b3 by
be bs —bg by by b | —bs b3
b7 bs bs  —bs —bs by | b1 —Dbo

L bs —br be bs —bys —bs | b b1

Note que
00s(+b1) =7, oo,(—b1) =1,
00g (+b2) = 5, 0'08( bg) = 3,
004 (+b3) =5, 0o,(—b3) =3,
004 (+bs) =5, 00.(—bs) = 3.
00, (+b5) =5, oco,(—b1) =3,
00, (+bs) =5, oo,(—bs) =3,
00, (+b7) =5, oo,(—br) =3,
0'08(+b8) = 5, 0'08( bs) =3.

Utilizando (3) verifica-se que D(Og) = 22, o que significa
que existe uma matriz ASg, em Qg, a 22 fatores de ajuste de
Osg.
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Embora esse método determine o nimero de fatores de ajuste
que serve como medida de dissimilaridade entre uma matriz
quase autossimilar e a mais proxima matriz autossimilar de
sua classe, ndo hd indicativo de como conseguir tais fatores.
Para encontra-los pode-se utilizar o seguinte procedimento:

1) Se o4(+z;) > 0a(—2;), substituir, em A, —z; por z; —
2Zj;

2) Se 04(+zj) < 0a(—2;), substituir, em A, z; por —z; +
22’]‘;

3) Se 0a(+2j) = 0 ou 04(—2;) = 0 nenhuma modificag¢io
deve ser feita.
Exemplo 4: Aplicando o procedimento acima ao exemplo
anterior:
1) 004(+b1) =7 e 0do4(—b1) = 1, logo deve-se substituir
em Og —by por by — 2by;
2) Para k = 1,2,...,8, 008(+bk) =5e O—Og(fbk) =3,
deve-se substituir em Og —by por by — 2bg.
Pode-se reescrever Og da seguinte forma:

Og = Og|.| — 2Fg, 4)
em que
Fs =b01Fg(1,1) + b3F5(2,4) + b5F5(2,6) + bsFs(2,7)
+ 04F3(3,2) + bsFs(3,7) + bsFs(3,8) + b2Fs(4,3)
+ b7;Fs(4,6) + bsFs(4,8) + bsFs(5,2) + b7Fg(5,3)
+ bgFg(5,4) + bsFg(6,3) + b2 Fg(6,5) + by Fs(6,7)
+ bsFg(7,4) + b3Fs(7,5) + b2 Fs(7,8) + b7 Fs(8,2)
+ b4F5(8,5) + b3Fs(8,6),
(5)

em que o elemento f;; da matriz Fg(r, s) é definido como

1, sei=rej=s, rse{l,2,...,8}
fij = 0

caso contrdrio.
Note que todos os fatores de ajuste calculados sdo matrizes
de posto unitario.

As matrizes autossimilares podem ser decompostas em uma
base de matrizes de posto unitirio. Em [9] encontra-se o
seguinte resultado:

Teorema 1: Seja A uma matriz ASo». Entdo existe um
conjunto Ban = {B1,Bg,...,Ban} em que cada B; ¢ uma
matriz de posto unitario, j = 1,2,...,2", de modo que

gn
A=) 5i(A)B
j=1
em que B; = b; ® bJT, b; = [bonx1, b €
1
{-1,+1}, B;(A) = 27[ z1 22 Zon | - by,
[ 21 2o zon | é a primeira linha da matriz A, - indica

o produto interno e ® indica o produto de Kronecker.
Exemplo 5: Considere A uma matriz AS5. Usando o Teo-
rema 1 pode-se escrever

A = (y(A)Bo + 51 (A)By, (6)
em que
1 1
Bo(A) = 3 [21 + 2], Pi(A) = 3 [z1 — 2],

11
BO_[1 1

Observe que By = by @ bl = {

RERER
1}@[1 1],

1
B1:b1®bf:{1]®[1 -1 1],

fo(A) =3[ 51 2 ] by e i(A) =
Note adicionalmente que o conjunto B = {Bg,B1} é com-
posto apenas por matrizes de posto unitdrio.
Para matrizes ASsn, com n > 2, as matrizes de posto unitario
tém, naturalmente, dimensdes compativeis. Para gerar essas
matrizes encontra-se em [9] a seguinte defini¢do:

Deﬁnigdo 4: Sejam 81 = {B117B12, .. .,Blm} € 82 =
{Ba21,Bag,...,Ba,} dois conjuntos de matrizes. Define-se o
Produto de Kronecker desses dois conjuntos como sendo

By @ By = ULy Uiy {B1; @ Boj}.

Posta esta definicdo, [9] estabelece o seguinte procedimento
para a geragdo do conjunto By~ das matrizes de posto unitdrio,
utilizadas no Teorema 1, na decomposi¢io das matrizes ASan:

Teorema 2: Seja Bon um conjunto de matrizes de posto
unitdrio para decompor uma matriz ASs~, conforme Teorema
1. Para n > 2, tem-se Bon = By ® Bon-1.

Exemplo 6: Para o presente artigo sdo geradas como exem-
plo as matrizes da decomposi¢do de uma ASs. Pelo Teorema
2 tem-se

Bs = By ® By = By ® Ba @ By
= {Booo, Boo1,Bo10, Bo11,B100; B1o1, B110, B111}
em que

Bijx =B; ®@B; @ By = byjx @b/, 4,4,k € {0,1},

BO:“ H e Blz[_l1 _11}
bloy=[1 11111 1 1],
blyy=[1 -1 1 -1 1 -1 1 —1],
blo=[11 -1 -1 1 1 -1 —1],
bl,=[1 -1 -1 1 1 -1 -1 1],
blp=[1 111 -1 -1 -1 -1],
blpy=[1 -1 1 -1 -1 1 -1 1],
blly=[11 -1 -1 -1 -1 1 1],
b, =[1 -1 -1 1 -1 1 1 —-1]. ()
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IV. ALGORITMO RAPIDO PARA O PRODUTO DE DOIS
OCTONIOS

Pela Expressdo (4) pode-se escrever o produto de dois
octdénios como

Y = 03X = Og X — 2FgX, ®)

em que Og) | é ASg e, como pode-se observar em (5), Fg ¢é

uma soma de matrizes de posto unitdrio, de modo que FgX

consiste em 22 termos de ajuste, em que cada termo de ajuste

contribui com uma multiplica¢do na execugdo do algoritmo.
Pelo Teorema 1 pode-se escrever:

Os).| = Booo(Osl.1)Booo + Boo1(Os|.|)Boot
+ Bo10(Os].|)Bo1o + Bo11(Os).))Bo11 + B100(Os|.| ) B1oo

+ B101(Os].|)B1o1 + B110(O0s)))B11o + B111(Os).) B,
©)

em que

1
5ijk(08|.\)=§[bl by b3 by bs bg by bg |-byp,

e Byjk, biji sdo definidos em (7).

Note-se assim que a matriz Oyg |, assim como Fg, também
é uma soma de matrizes de posto unitdrio, de modo que o
produto de octdnios como um todo, definido em (8), pode ser
escrito como o produto de uma soma de matrizes de posto
unitdrio por um vetor.

V. COMPLEXIDADE ARITMETICA DA MULTIPLICACAO DE
OCTONIOS

A complexidade aritmética do produto de dois nimeros
hipercomplexos estd relacionada com o nimero de multiplica-
¢oes e de adigdes do algoritmo utilizado. Dado um niimero de
multiplicacdes, considera-se mais eficiente o algoritmo com
menor nimero de adicdes.

Conforme estabelecido em [10], a cota inferior do nimero
de multiplicacdes para uma &lgebra de divisdo n-dimensional
sobre o corpo dos reais é 2n — 1. Portanto, a cota inferior para
o produto de octbnios é de 15 multiplica¢Oes reais.

Neste artigo define-se o produto de octdnios como

Y = 03X = Og) | X — 2FsX.

Pela Expressdo (9) pode-se verificar que o produto Og | X
pode ser computado com 8 multiplicagdes enquanto pela
expressdo (5) o termo FgX pode ser computado com 22
multiplicagcdes. Assim a complexidade multiplicativa do pro-
duto de octdnios, para o algoritmo aqui proposto, é de 30
multiplicacdes reais.

A determinacdo da complexidade aditiva do produto de
dois octdnios é menos direta. Pela Expressdo (5) observa-se
que FgX pode ser computado com 21 adi¢des e a prépria
expressdo Og| | X — 2FgX adiciona uma adigdo ao processo,
totalizando 22 adicdes.

Para calcular o nimero de adi¢des do termo 08|.|X,
como definido em (9), é necessdrio calcular os coeficientes
Bijk(Osy), i,4,k € {0,1}, que envolvem vdrias adigdes, e
os produtos B;;1X, i,7,k € {0,1}, que também envolvem
adigdes.

r=h+h S+ B
4 o ; li o 0 5 +55 =8/
s =,
n=h—h h=hTly —
b o e b ° 052"'36*8}3001
n=b+h, o STHTE 0 S
3T P , ; S, +5, =8
b o R [ R A LA o
n=b-h =8,
S - 42 N4 —
. Ny 5, +5,=8
b o 6 PEBERY o J4T% o
A 7 =h STERS N A A
5 o L S e =88,
=h b i VAN
b o 0 o e 5 S =8f0
m=b+h . SR
b e 0 o Lo S35 =80,
b A $=1
b o o O o S35 =80
Fig. 1. Diagrama de adi¢des para coeficientes da expansdo autossimilar de
Os.
a n=4+4 S+ I
1o e 0 0 S5 +5;=bX
n=q-a - §=1+, :
4 o o g 0 Syt = b X
n=a+d, R
7 T
% o o e 0 SH+5 =y X
n=0-4 =K
a S 27 4T
40 6 o o Sitsg=h X
a n=a+tq &=, A
5 0 -0 0~ -0 Yy
T S 5 =55 =B X
_ —fit,
B n=a—q %7617 .
4 o ° = A S 05— =hg X
2N N,
K=gAg . o S .
@ o O e s, =bl X
< = _
. =0 0 -% 6 '8
. 4, . r
I o o L T o 5,—s5,=b, X

Fig. 2. Diagrama de adi¢des dos coeficientes do vetor X.

Considere o esquema da Figura 1. Note que para obtencio
dos coeficientes (3;;r(Osg|.|) da expressdo sdo necessdrias 24
adigdes. Além disso para cada produto B;;;,X, 4, 5,k € {0,1},
€ necessdrio realizr adi¢des com os componentes do vetor X.
Assim, de forma absolutamente similar, pela Figura 2, pode-se
ver que também sdo necessdrias 24 adicdes para obter todos
os termos desse produto, totalizando assim um total de 48
adicdes.

Adicionalmente, a propria Expressao (9) apresenta adi¢des
unindo seus componentes. Essas adi¢des sdo adi¢des de ve-
tores colunas 8 x 1, a saber, P = fijx(Osgl.|)BijrX,
i,j,k € {0,1}, dados por:

T
Pooo=[p1 pr p1 1 P1 P1 P1 D1
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Por=[p2 —p2 P2 —p2 P2 —D2 P2 —DP2 }Tv
Powo=1[ps p3s —ps —ps ps P3 —P3 —Pp3 }T7
Pooi=[ps —ps —Ps Ps P2 —DPs —DPa Pa }T,
Poo=[ps ps ps Ps —Ps —P5s —P5s —Ps }T,
Pior=[ps —ps P6 —Ps —Pe D6 —Pé Dé }T,
Puw=1[pr pr —pr —pr —pr —pr D7 Pr }T,
Pii=[ps —ps —ps pPs Ps —ps —ps Dps |,
(10)
em que
p1 = Booo(Os|.|)(bGoo - X),  p2 = Boo1(Os).|) (bdy; - X),
p3 = Bo10(Os||)(b1o - X),  pa = Bo11(0s).)) (b1 - X),
s = 5100(08|.\)(b1T00 : X)7 Pe = 101(08|.\)(b1T01 ~X),
pr = 5110(08|.\)(b1T10 -X), ps= 5111(08|.\)(b1T11 X).

R=B+D ST+
Die o o 0 5 T35, =)
LE=B—D S=h
Do o L B 0 5, +5=,
K=ptP 577
Dio e e 0 5 +5 =0
“h=pp, 5=
Dio S o 0 Si T8 =0,
B=ptp S 45, ~
Pso : . o 05— 8=
U h=Bps §T
Ps O o o 0 575 =Vs
e - 5175 =0;
Pgor e 05, 5 = Vs
Fig. 3. Diagrama de adi¢des do vetor Y.

Desta forma, tem-se

1 1 1

Y=>22 Py

i=0 j=0 i=0

o que implica, e esse fato pode ser observado na Figura 3, que
para calcular o vetor Y sdo necessdrias outras 24 adigdes.

Desta forma, pela Expressdo (8) o nimero total de adi¢des
para calcular o produto de dois octonios é 94. A Tabela II
faz uma comparacio entre o algoritmo aqui proposto e alguns
outros referidos na literatura.

Dentre os algoritmos mostrados na tabela, o algoritmo
proposto nesse artigo, juntamente ao algoritmo de Tariov, é
0 que possui a menor complexidade multiplicativa.

TABELA 11
COMPARACAO DAS COMPLEXIDADES ADITIVA E MULTIPLICATIVA DE
ALGUNS ALGORITMOS CITADOS NA LITERATURA PARA MULTIPLICACAO
DE OCTONIOS.

Método de Computagdo [[ Multiplicagdes | Adigdes |

Método direto 64 56
Algoritmo de Tariov (Citado em [8]) 30 94
Algoritmo de Cariow, proposto em [8] 32 88
Algoritmo de Cariow, proposto em [11] 48 56
Algoritmo Proposto neste Artigo 30 94

VI. CONCLUSOES

Este artigo propde um novo procedimento para a multi-
plicacdo de octonios. Foi mostrado que a matriz que define
o produto de octbnios € quase autossimilar, podendo ser
convertida numa autossimilar e alguns fatores de ajuste. Com a
expansdo da matriz autossimilar obtida em matrizes de posto-
1, foi proposto um algoritmo rapido para multiplicacio de dois
octdnios. O algoritmo obtido utiliza 30 multiplicacdes e 94
adi¢des, enquanto o método direto utiliza 64 multiplicagdes e
56 adigdes.
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