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Um Algoritmo Rapido para a Multiplicacao de
Quatérnios

H. B. A. Barbosa, L. B. da Silva, G. Jerdnimo da Silva Jr. e R. M. Campello de Souza .

Resumo—Este trabalho propde um algoritmo rapido para
multiplicar dois quatérnios. A computacao direta desse produto
exige 16 multiplicacoes e 12 adicdes. O algoritmo proposto
aqui utiliza 8 multiplicacGes e 28 adicées, reduzindo, assim, a
complexidade multiplicativa para computacdo do produto de
quatérnios.

Palavras-Chave— Complexidade multiplicativa, quatérnios, al-
goritmos rapidos, matrizes autossimilares, nimeros hipercomple-
XOS.

Abstract— This work proposes a fast algorithm for computing
a product of two quaternions. The direct computation of this
product requires 16 multiplications and 12 additions.The algo-
rithm proposed here uses 8 multiplications and 28 additions,
thus reducing the multiplicative complexity for computing the
quaternion product.

Keywords— Multiplicative complexity, quaternions, fast algo-
rithms, self-similar matrices, hypercomplex numbers.

I. INTRODUCAO

Os ndmeros hipercomplexos foram criados com o objetivo
de fornecer uma dlgebra que generalizasse os nimeros com-
plexos em dimensdes maiores [1].

A necessidade de processamentos cada vez mais comple-
xo0s, envolvendo dados multidimensionais, tem estimulado a
comunidade de processamento de sinais a buscar na algebra
de nimeros hipercomplexos, em especial dos quatérnios, fer-
ramentas analiticas que possibilitem a andlise e a sintese de
sinais. Os quatérnios possuem a caracteristica de representar
transformagdes afins sobre figuras geométricas num espaco
tridimensional de forma compacta e eficiente, sendo bastante
utilizados no contexto de processamento de imagens coloridas.
Recentemente, foram criadas diversas transformadas usando
a dlgebra dos quatérnios: Fourier [2], [3] e [4], wavelet [5],
além de filtros adaptativos [6] e [7]. Além dessas aplicagdes,
tem crescido o uso de quatérnios para desenvolver perceptrons
multicamadas [8] e [9], sendo utilizados em &reas como
predi¢do de séries cadticas [10] e robética [11].

Sobre a complexidade multiplicativa dessas dlgebras hiper-
complexas, entretanto, pouco tem sido feito. Desenvolvimen-
tos importantes sobre a complexidade de produto de quatérnios
foram conseguidos na década de 70, com trabalhos como [12]
e [13]. Nesses trabalhos sdo construidos algoritmos de baixa
complexidade multiplicativa para o produto de dois quatérnios.
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Neste artigo retoma-se o tema e propde-se um algoritmo rapido
para a multiplica¢@o de quatérnios com a mesma complexidade
multiplicativa, porém com menor complexidade aditiva.

Na Secdo II, os quatérnios e seu produto sdo definidos. Na
Secdo III sdo apresentados os conceitos de matrizes autossi-
milares e de matrizes quase autossimilares e sua relacdo com
o produto de quatérnios é estabelecida. A Secdo IV apresenta
o algoritmo proposto e a Secdo V examina as complexidades
multiplicativa e aditiva do mesmo. As conclusdes do trabalho
sdao apresentadas na Sec¢do VI.

II. QUATERNIOS

Os quatérnios foram descobertos por William Rowan Hamil-
ton, que buscava uma generalizacdo dos nimeros complexos,
de tal forma que a interpretacdo geométrica da multiplicacio
desses nimeros consistisse numa rota¢do no espaco tridimen-
sional. Os quatérnios, também conhecidos como quatérnios
reais ou quatérnios de Hamilton, constituem uma algebra de
divisdo 4-dimensional sobre os reais e podem ser obtidos pelo
processo de duplicagdo de Cayley-Dickson a partir de dois
nimeros complexos [1].

Um quatérnio sobre o corpo R é um nimero da forma

a = aie; + ases + ases + aqey,

emque a; €ER, j=1,2,3,4, e, =1ee;, j=23,4, sdo
unidades imagindrias com multiplica¢des definidas segundo a
Tabela 1.

TABELA 1
TABELA DE MULTIPLICACOES DAS UNIDADES IMAGINARIAS DE UM

QUATERNIO.

X Jles ] ez [ es | ea |

e1 eq e es €4

€2 €2 —€1 €4 —€3

€3 €3 —€4 —€1 €2

€4 €4 €3 —e2 —€1

Por essa defini¢do, o produto ab de dois quatérnios, em que
a = aje] + ases + azes + a4ey,
b=bie; + baey + bzez + byey,

pode ser representado como o produto matricial

Y = Q4X7

em que
Y = [~y1. 92,3, ya) "
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X = [CL17 a2, as, aﬁdT

Qs =

X representando o quatérnio a e Q4 representando o
quatérnio b.

Observa-se que através do método direto, o produto de dois
quatérnios pode ser computado utilizando-se 16 multiplicacdes
e 12 adigdes.

III. MATRIZES AUTOSSIMILARES

O conceito de matrizes autossimilares é introduzido por
[14] e toda esta secdo baseia-se nas ideias desenvolvidas
neste artigo, o qual apresenta a metodologia necessdria para
construcao do algoritmo para o produto de dois quatérnios.

Definicdo 1: Uma matriz A de ordem 2 é definida como
autossimilar se apresenta a seguinte forma:

21 22
2 21|
Em geral uma matriz de ordem 2" é denominada autossimilar

se tem a forma
A A
A Ap

em que Aq; e Ay sdo autossimilares de ordem 27!, Uma

matriz autossimilar de ordem 2" é denominada aqui por ASon.
Exemplo 1: Como um caso de particular interesse para este

artigo, ilustra-se o conceito com a matriz ASy, dada por

z1 z2 z3 Z4
22 21 | za 23
. | -
z3  z4 | = 2z
Z4 zZ3 | z2 Z1

Definicdo 2: Seja A uma matriz de ordem 2". Diz-se que
A ¢ quase autossimilar, denominada por QQ ASs», se a matriz
formada pelos valores absolutos dos seus elementos, denotada
por A, € autossimilar de ordem 2". Denota-se por Qo= a
classe de matrizes QQ ASon.

Exemplo 2: A matriz Qg, que representa b no produto ab
de quaténios, definida na Sec¢do II deste artigo, ¢ um exemplo
de matriz QAS}, pois Q4\-|’ dada por

by by | by by
by b | by b3
Qu=|-— — | — — |,
bs  bs | b1 b
by b3 | by by

é uma matriz AS,.
Considere agora, uma matriz QASs A dada por

A:[Zl 2 ]
Z9 —2Z1

Pode-se escrever

Z1 ) _ zZ1 R2 + 0 0
2o —z21 | | w1 0 —2z

—2Z9 2z1 0
x4 ] + [ 0 0 ]
n { 0 0 } N { 0 22
2z 0 0 O
Note que em (1) e (2) a matriz QAS2 A foi expressa como
uma matriz ASs adicionada a uma ou mais matrizes de
posto unitdrio. As matrizes adicionais, de posto unitdrio, sao
denominadas fatores de ajuste.
O ndmero desses fatores de ajuste pode ser interpretado
como uma medida de dissimilaridade entre a matriz QAS> A e
uma matriz AS, pertencente a (2, em que cada fator de ajuste

ndo nulo corresponde a uma unidade dessa dissimilaridade.
Definicdo 3: Seja A € (Q2n e considere

} 2

i) 0a(+%;) o nimero de ocorréncias positivas do elemento
z; na matriz A. Por definicdo z; = 0 serd contabilizado
como um elemento positivo;

ii) 04(—2;) o nimero de ocorréncias negativas do elemento
zj na matriz A.

Define-se a dissimilaridade de uma matriz QAS A € Qon,
denotada por D(A), como sendo o menor nimero de fatores
de ajuste necessdrios para expressd-la por meio de uma matriz
ASon pertencente a Qon.

Calcula-se essa dissimilaridade como sendo

gn
D(A) =) min{oa(+z),0a(—2)}. 3)
j=1

Exemplo 3: Consijdere mais uma vez a matriz Qg, que
representa b no produto de quatérnios ab definido na Secdo
II:

—b1 bQ | bB b4
bz b1 | b4 —bS
Y
b3 —b4 | bl b2
ba b3 | —b b1
Note que
Q. (+b1) =3, CTQ4( bl) =1,
0Q, (+b2) =3, JQ4( b2) =1,
Q4 <+b3) =3, UQ4( b3) =1,
Q. (+b4) =3, UQ4( b4) =1
Utilizando (3) verifica-se que D(Q4) = 4, o que significa que

existe uma matriz ASy, em @4, a 4 fatores de ajuste de Q.
Embora esse método determine o nimero de fatores de ajuste
que serve como medida de dissimilaridade entre uma matriz
quase autossimilar e a mais proxima matriz autossimilar de
sua classe, ndo hd indicativo de como conseguir tais fatores.
Para encontra-los utiliza-se o seguinte procedimento:

1) Se 0a(+z;) > 0a(—2;), substituir, em A, —z; por z; —
2z

2) Se 0a(+2j) < 0a(—2;), substituir, em A, z; por —z; +
22:]‘;

3) Se 0a(+2j) =0 ou 0 4(—z;) = 0 nenhuma modificacio
deve ser feita.
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Exemplo 4: Aplicando o procedimento acima ao exemplo
anterior verifica-se que, para k = 1,2, 3, 4 resulta oq, (+bx) =
3 e 0q,(—bx) = 1, deve-se substituir em Q4 os valores —by
por by, — 2b. Dessa forma Q € reescrito da seguinte forma:

Qa4 = Q| — 2Fy, 4)
em que

Fy=0F4(1,1) 4+ b3sF4(2,4) + b4F4(3,2) + b2F4(4, 3)
®)

e Fu(r,s) = [fi;] com

L
fa={ 5

Note que todos os fatores de ajuste calculados sdo matrizes
de posto unitdrio.

Em [14] o seguinte resultado garante que uma matriz au-
tossimilar pode ser decomposta como uma combinacio linear
de matrizes de posto unitdrio

Teorema 1: Seja A uma matriz AS5». Entdo existe um
conjunto Barn = {B1,Bg,...,Ban} em que cada B, é uma
matriz de posto unitdrio, 7 = 1,2,...,2", de modo que

sei=rej=s, rsec{l,2...,4},
caso contrario.

-
A=) pi(A)B;,
j=1

em que B; = b; ® bl, b; = [blonxi, b €

{_L ‘H}’ 5j(A) = 27[ zZ1 22
[ 21 2o zon | é a primeira linha da matriz A, - indica
o produto interno e ® indica o produto de Kronecker.

Para a utilizagdo do Teorema 1, € necessario um método
para a geracdo das matrizes do conjunto By». Considere a
seguinte definicdo, encontrada em [14]:

Deﬁmgdo 4: Sejam Bl = {BH,Blg, . ;Blm}’ € BQ =
{B21,Bag,...,Ba,} dois conjuntos de matrizes. Define-se o
Produto de Kronecker desses dois conjuntos como sendo

Zgn] . bj .

By @ By = ULy Uj_; {B1; @ By}
Posta esta defini¢do, € proposto, também em [14], o seguinte
procedimento:

Teorema 2: Seja Bon um conjunto de matrizes de posto
unitdrio utilizadas para decompor uma matriz ASy~, conforme
Teorema 1. Para n > 2 tem-se Ban = By ® Byn-1.

Exemplo 5: A titulo de exemplo, utiliza-se o Teorema 2 e
gerar as matrizes utilizadas para a decomposi¢ao de uma ASj.
Conforme [14] verifica-se primeiramente que

By = {By,B},
em que
1 1 1 -1
BO—[l 1} eBl—[_l X }
Assim, pelo Teorema 2,

By = Ba ® By = {Boo, Bo1, B1o, B11},

em que
111 1
111 1
Boo=1|7, 11 1]
11 1 1
[ 1 1 -1 —-17
1 1 -1 -1
Bao=1, 1 1 4|
-1 1 -1 1 |
[ 1 1 -1 -17
1 1 -1 -1
Bo=1_, 1 1 1|
-1 -1 1 1 |
1 -1 -1 1 7
-1 1 1 -1
Bu=1_, 1 1 2
1 -1 -1 1 |

De modo geral, ainda pode-se escrever

B,; =B;®B; =b;; @b}, ij€{0,1},

blo=[1 11 1]
biy=[1 -1 1 -1],
bip=[11 -1 -1],
bli=[1 -1 -1 1]. (6)

IV. ALGORITMO RAPIDO PARA O PRODUTO DE DOIS
QUATERNIOS

Pela Expressdo (4) pode-se escrever o produto de dois
quatérnios como

Y = QuX = Qq ) X — 2F4X, (7

em que Q.| € ASy e, como pode-se observar em (5), Fy €

uma soma de matrizes de posto unitdrio, de modo que F4X

consiste em 4 termos de ajuste, em que cada termo de ajuste

contribui com uma multiplica¢do na execu¢do do algoritmo.
Pelo Teorema 1 pode-se escrever:

Qa1 = Boo(Qu).|)Boo + Bo1(Quap|)Bor

8
+ B10(Qu).1)B1o + B11(Q4)) B, ®)

em que

Bij(Qle):i[ bi by bz by ]-by,

e B;j, b;; sio definidos em (6).

Note-se assim que a matriz 04|~\’ assim como F,, também
¢ uma soma de matrizes de posto unitdrio, de modo que o
produto de quatérnios como um todo, definido em (7), pode
ser escrito como o produto de uma soma de matrizes de posto
unitirio por um vetor.
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V. COMPLEXIDADE ARITMETICA DA MULTIPLICACAO DE
QUATERNIOS

O produto de quatérnios, conforme defini¢éo estabelecida na
Secdo II, exige 16 multiplica¢des e 12 adi¢des reais quando é
computada por meio do método direto.

Em geral, a complexidade multiplicativa minima em uma
dlgebra de divisdo de dimensdo n é 2n — 1 multiplicacdes
reais, conforme estabelecido em [15]. Os quatérnios formam
uma dlgebra de divisdo 4-dimensional, logo a cota inferior da
complexidade multiplicativa dos quatérnios é de 7 multiplica-
¢oes reais.

Neste artigo define-se o produto de quatérnios como

Y = QuX = Qu X — 2F,X.

Note que

1) B3ij(Qq).|) € um ndmero real;

2) Usando a notag@o definida em (6) tem-se que B;; X =
(bij ® b})X = by;(b; - X), com i,j € {0,1}. Essa
operacdo tem como resultado um vetor cujas linhas sdo
iguais ou divergem apenas em valor absoluto.

Dessa forma, pela Expressdo (8), pode-se verificar que o
produto Qg X pode ser computado com 4 multiplicagoes
enquanto pela Expressdo (5) o termo F4X pode ser computado
com 4 multiplicacdes. Assim a complexidade multiplicativa do
produto de quatérnios, para o algoritmo aqui proposto, é de 8
multiplicagdes.

Para o célculo do nimero de adi¢des utiliza-se o seguinte
esquema:

1) Pela Expressdo (5) observa-se que F4X pode ser compu-
tado com 3 adigdes e a propria expressdo Qu | X —2F,X
adiciona uma soma ao processo, totalizando 4 adic¢des;

2) Para o numero de adi¢des do termo Qy X, como
definido em (8), é necessario calcular os coeficientes
Bij(Qay.))» i, j € {0,1}, que envolvem virias adigdes, e
os produtos B;;X, i,7,€ {0,1}, que também envolvem
adigdes. Considere o esquema da Figura 1. Note que
para se obter os coeficientes f3;;(Qy|.|) da expressdo sdo
necessarias 8 adicoes:

=4+h
b e —e o 1+75=40,
) =44,
b ¢ 9 bV —e n+1, =44,
b e —. o 1=,
| ~h=bth
Q' ~g —.7&77;:4ﬁ11
r=b-b,
Fig. 1. Diagrama de adi¢des para Coeficientes da Expansdo Autossimilar de

Qa.

3) Para cada produto B;;X = b;;(b}; - X), com 4,j €
{0,1}, é necessdrio fazer adi¢des com os componentes
do vetor X, para calcular o termo bz;- - X. Assim, de
forma absolutamente similar, pela Figura 2, pode-se ver
que também sdo necessdrias 8 adicdes:

K=+, ,
@ e ° o 747 =hyX
S h=NX
a4 ¢ o — o 15+1;:bglx
T
% e . o 1i#5=bX
=X+,
a . 3T
‘e s ——e p—1,=bX
1 =X

Fig. 2. Diagrama de adi¢des para o Produto das Matrizes Autossimilares da
Expansdo de Qy).| pelo vetor X.

4) Uma vez computados os produtos B;;X, 4,5 € {0,1},
calcula-se os termos Pj; = [3;;(Qq)(ByX), 4,5 €
{0, 1}, dados por:

Po=[p p1 mm m ]T7
Pon=[p2 —p2 p2 —D2 ]T7
Po=|ps ps —ps —ps ]T7
T
Pi=[ps —ps —ps pa| , )

em que

p1 = Boo(Qup.)) (bl - X),  p2 = Bo1(Qu.p) (b - X),

p3 = Bro(Quy)(bly - X),  ps=B11(Qu)(b]; - X).

Desta forma tem-se:

1 1

Y=> 2 Py

i=0 j=0

o que implica, e esse fato pode ser observado na Figura
3, que para calcular o vetor Y sdo necessdrias outras 8
adigdes.

Desta forma, o niimero total de adicdes para calcular o pro-
duto de dois quatérnios é 28. A Tabela II faz uma comparacao
entre o algoritmo aqui proposto e alguns outros referidos na
literatura.

Dentre os algoritmos mostrados na tabela, o algoritmo
proposto tem a mesma complexidade multiplicativa que o
algoritmo de Makarov e o algoritmo de Howell/Lafon, porém
apresenta menor complexidade aditiva.
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H=A+D
P - o HHi=)
) ~h=A"P
Pe e —e KL=y,
b3 e . x e K=
BERAD,
Pi o e —e L—hL=),
=P
Fig. 3. Diagrama de adi¢des do Vetor Y.

TABELA 11
COMPARACAO DAS COMPLEXIDADES ADITIVA E MULTIPLICATIVA DE
ALGUNS ALGORITMOS CITADOS NA LITERATURA PARA MULTIPLICACAO
DE QUATERNIOS.

Método de Computagdo [[ MultiplicacSes | Adigdes |

Meétodo direto 16 12
Algoritmo de Makarov (em [13]) 8 40
Algoritmo de Howell/Lafon (em [12]) 8 40
Algoritmo Proposto neste Artigo 8 28

VI. CONCLUSOES

Este artigo propde uma nova abordagem para a multipli-
cacdo de quatérnios. Foi mostrado que a matriz que define
o produto de quatérnios € quase autossimilar, podendo ser
convertida numa autossimilar e alguns fatores de ajuste. Por
meio da expansdo da matriz autossimilar obtida em matrizes de
posto-1, foi obtido um algoritmo rapido para multiplicagdo de
dois quatérnios. O algoritmo obtido utiliza 8 multiplicagdes e
28 adicdes, enquanto o método direto utiliza 16 multiplicacdes
e 12 adi¢des. Em relacao aos algoritmos propostos na literatura
para a multiplicacdo de quatérnios, o algoritmo proposto neste
trabalho é o que apresenta a menor complexidade aditiva.
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