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Representacao linear e caracterizacdo espectral de
sinais caoticos usando filtros lineares

Rafael Alves da Costa e Marcio Eisencraft

Resumo— Neste artigo, apresenta-se uma representacao linear
de um mapa linear por partes que gera sinais caéticos usando
filtro recursivo em tempo discreto. Ele pode ser usado para
deduzir facilmente férmulas analiticas para a densidade espectral
de poténcia de sinais caéticos, fornecendo resultados tteis para
sistemas de comunicacdo baseados em caos e processamento
de sinais. Simulacdes numéricas sdo usadas para validar os
resultados tedricos.

Palavras-Chave— sinais caoéticos, sistemas nao lineares, Densi-
dade espectral de poténcia, filtros recursivos.

Abstract—In this paper, we present a discrete-time linear
recursive filter representation for a piecewise-linear map that
generates chaotic signals. It can be used to easily deduce
analytical formulae for power spectral density of chaotic signals,
providing useful results for chaos-based communication systems
and signal processing. Numerical simulations are used to validate
the theoretical results.

Keywords— chaotic signals, nonlinear systems, power spectral
density, recursive filters.

I. INTRODUCAO

Sistemas dindmicos ndo lineares de tempo discreto que
geram sinais cadticos [1] t€m sido considerados em muitas
aplicacdes de processamento de sinais tais como comunica-
¢des sem fio e subaqudtica [2]-[7], radar [8], encripta¢do de
imagem [9], marca d’agua [10], entre outras.

Para viabilizar essas aplicacdes é de fundamental impor-
tdncia obter precisamente a densidade espectral de poténcia
(DEP) dos sinais cadticos envolvidos e, consequentemente, sua
largura de banda. Isso ndo é uma tarefa facil devido a natureza
ndo linear desses sinais e a falta de férmulas fechadas que des-
crevam a evolucdo temporal deles. Embora alguns resultados
foram obtidos recentemente [11]-[15], muitos resultados estdao
ainda sob investigacao.

A ideia geral de [11]-[15] é obter uma férmula recursiva
para a n-ésima iteracdo de mapas lineares por partes, levando
a expressdes para sequéncia de autocorrelagdo (SAC) e, conse-
quentemente, para a DEP de mapas especificos. Considera-se
aqui uma abordagem diferente, baseada no trabalho de Drake
e Willians [16]. Eles mostraram que é possivel obter sinais
cadticos usando filtros lineares ndo causais em tempo discreto.
Mais precisamente, eles usam um filtro para gerar com sucesso
Grbitas cadticas do mapa dente de serra no intervalo [0, 1].

No presente artigo, estende-se essa representacao linear para
uma classe de mapas lineares por partes com inclinacdes
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positivas ou negativas. Em seguida, utiliza-se da representagao
linear para derivar a DEP de sinais cadticos de forma direta.
Organiza-se esse trabalho da seguinte forma: Na Secdo II, o
mapa linear por partes considerado é apresentado. Na Se¢do III
a representacgdo linear é deduzida e exemplificada. Em seguida,
na Secdo IV, utiliza-se a representagcdo linear para calcular
a DEP dos sinais cadticos gerados. Finalmente, na Se¢do V
tecem-se as consideracdes finais.

II. MAPA CONSIDERADO
Seja f : [-1,1[—

fls)=2g (r

[—1, 1] definido como

s+1
: )—1, (M

gw)=y—lvl, )

r & inteiro com |r| > 2 e s(0) = sp € [-1,1].
Considere-se 0 mapa

s(n+1) = f(s(n)), ©)

comn > 0 e s(0) € [-1,1[. Uma generalizacdo do mapa
dente de serra estudado em [16] permitindo r negativo e um
dominio simétrico de sinais gerados com média nula.

Na Fig. 1(a) exemplifica-se f(s) para um caso particular,
r = —3. Na Fig. 1(b) ilustram-se sinais gerados com condicdes
iniciais s(0) = —0.73 (linha continua) e s(0) = —0.73000001
(linha tracejada). Nota-se aperiodicidade, limitacdo em ampli-
tude e dependéncia sensivel as condicdes iniciais caracteristica
de sinais cadticos [1].

com

f(s)

(a)

Fig. 1. (a) O mapa f(-) com r = —3 e (b) duas Grbitas com condi¢des
iniciais proximas.
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O mapa f pode ser decomposto em trés:
e z(n) = % = f1(s(n)) - transformagdo linear do

dominio [—1, 1] para [0, 1[;

o z(n+1) =g (rz(n)) = f2 (x(n));

es(n+1) = 2x(n+1) -1 = fs(z(n+1) =
fi ! (z(n +1)) - transformagio linear do dominio [0, 1]
para [—1,1];

tal que f = f10 fao fs.
Portanto, f1(-) e f3(-) sdo fungdes inversas,

s(n) = f"(s0) = (fio f20 f3)" (s0) = (fi 0 g™ o f3) (s0) -

“)
Para r positivo, f2(-) = g(-) consiste em deslocar a

representacdo na base-|r| de x(n), i.e., se

0o dk
2(0) = —5 = (0,dodrda ...) (5)
k=0 I
entdo z(1) = (0,didads...)|,, com 0 < dp < |r|, tal que

para r > 0 tém-se

korn
|T|/€+1 '

z(n) = Z

k=0

(6)

Para r negativo, quando n € par, as amostras x(n) para o
mapa com parametros r € —r sdo iguais para mesma condig@o
inicial z(0). Dessa forma, tomando-se (5) e (6) deriva-se uma
expressdo de z(n) para r < 0. Assim,

> dk+n
z(n) =
=3 e
- d2k+n - dzk 1+n 1
= < 2Rt T 2k+1 +Z T 2k—-1
i—o \ Il || ||
= —(daktn +1) dok—14n — |7“|
Z p2kl +Z r2k
_ 2k+n 2k: 14+n k:Jrn
- Z r2k+1 Z r2k Z rk+1’ O
k=0 k=0
definindo-se
—(dr+1), kpar
A ®)
d, — |r]|, k impar

Para n {mpar, tem-se também a operacao complementar, i.e.,
1'(1) =1- (01 d1d2d3 .. )\7‘\ Entﬁo,

e
k=0

—Z(
dopin —
:Z 2k:2k+1

dk+n
|7'|k+1

d2k+n - 1
- 7,211c+1 _Z | |2k+
k=1
+Z
Z dl2k71+n
2k

k=1

z(n)=1-—

dor—14n
|7'|2k
(dok—14n + 1)
72k

k=0
! o0 !
_ Z d2k+n — 2 : dk+n (9)
T2k+l Tk+l ’
k=0

e, de forma geral, para r negativo tem-se

d/
o k+n
z(n) = Z PR
k=0
Nas préximas secdes, desenvolve-se uma representacdo linear

para este mapa e utiliza-se isso para calcular a DEP de s(n).

(10)

ITII. REPRESENTACAO LINEAR

O Algoritmo 1 sistematiza a proposta de gerar uma 6rbita
3(n),n=0,1,2,...,N — 1 de (3) dado r, N e s(0) usando
um filtro linear.

Algoritmo 1: Obtendo-se o sinal §(n) usando filtro linear.
Dados: r, N, s(0), x¢(—1) = 0.

Resultado: $(n), paran =10,1,2,...,N — 1.
inicio
1
0 1
2(0) % (11)
2 Decompdem-se 2(0) na base |r|, obtendo-se
x(O) = (O,dodldg...d]\[,l ”)‘T|’ (12)
comd, € {0,1,...,|r| -1}, k=0,1,...,N — 1.
3 paran=20,1,2,... N —1 faca
4 se r > 0 entdo
5
v(n) < dyn-1-n (13)
6 se_nﬁo
7
o(n) + dy_1_p = {;(d“" 1), nopar
N-1-n —|r|,  m impar
(14)
5 i 1
xp(n) < . [2e(n — 1) +v(n)] (15)
9 p;ran:O,1,2,...,N—1fa§a
10
§(n) «2x¢(N—-1—-n)—1 (16)
fim

Na primeira etapa, a condigdo inicial s(0) € [-1,1] é
linearmente transformada em x(0) € [0,1[ usando f1(-) em
(11). Entdo x(0) é decomposto na base-|r| com digitos d.
Usando-se dj, o Algoritmo 1 especifica a entrada v(n) para o
filtro linear descrito em (15) em que a saida é x4(n).

Solucionando (15) com x¢(—1) = 0 obtém-se [17]

Z rn— ]+1

J=0

a7)

Finalmente, estima-se §(n) para 6rbita com condigéo inicial
s(0) obtendo-se (16) pela mudanca de indices de x¢(n) e
aplicando f3(-) em (15).

O Teorema 1 fornece um limite superior para |s(n) — §(n)).

Teorema 1: Sejam s(n), 0 < n < N — 1 obtido usando
(3) com condigdo inicial s(0) e r fixo, e §(n) gerado como
mostrado no Algoritmo 1 com a mesma condi¢cdo inicial e
parametros. Entdo,

e(n) = |s(n) = 8(n)] < |r|"7%,

para0<n <N —1.

(18)
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Demonstragdo: Divide-se a demonstracdo em dois casos:
A) Caso r > 2:
Aplicando-se f1(-) em (16) e usando-se (17) e (13) tem-se

N—-1—-n

dy 1
i) =a(N=1=n)= Y ——=—tr. (19
= "
Fazendo N — 1 —n — j =k em (19) tem-se
Nflfnd
~ o k+n
&(n) = ; g (20)

De (6) e (20) e tendo-se em mente que di < r — 1, tem-se

N—-1—-n 00

= dk+n dk+n dk+n
g(n) = T ) ] > ]
k=0 k=0 k=N-n
<|(r—-1) Z R+
k=N-—n
—(N—n+1)
r n—
S(T—l)ﬁ:M N 21

B) Caso r < —2:
Aplicando-se f1(-) em (16) e usando-se (17) e (14) tem-se

N—-1-n d?\[
A —1—j
=0
Fazendo N — 1 —n — j = k em (22) tem-se
N—1—-n gy
A o k+n
&(n) = Z rk+1” (23)
k=0
Usando-se (23) e (10), obtém-se
> d;chn N d;chn > d;chn
) =13 T > ] > e
k=0 k=0 k=N-n
(24)
Para n par e fmpar, tem-se 1 < |d} | < |r| em (24).
Entao,
e(n) < i ] " " @)
- (RS e '
k=N-—n
| ]
Para exemplificar, considere-se r = —3, N =51 e
2
0)=—-—1. 26
s(0) - (26)
Entdo,
z(0) = (s(0) +1)/2 =1/m = (0,0221210010...),. (27)

Na Fig. 2(a) é mostrado o grafico de d,, e na Fig. 2(b) é
apresentado o grifico do sinal v(n) na entrada do filtro linear.
Ja na Fig. 2(c) tem as Orbitas geradas usando o mapa ndo
linear e o filtro linear e, finalmente, o erro £(n) junto com seu
limite superior (18) sdo apresentados na Fig. 2(d). Observe
que, para n < 20, £(n) estd abaixo da precisdo de mdquina
(10~'6) e ndo é mostrado.

g
5
=
B
>
=
S
PR A \
£ e(n)
w
- - -Limite superior
=
1010
0 10 20 30 40 50
n
Fig. 2. (a) dn, (b) v(n), (¢) s(n) e §(n), (e) e(n) para s(0) = % -1

IV. DENSIDADE ESPECTRAL DE POTENCIA

O sistema linear (15) pode ser representado pela fungdo de
transferéncia H(w),
-1

" com 7=+ —1.

Tl lew’
Divide-se em trés etapas o célculo da SAC e da DEP do

sistema proposto no Algoritmo 1. No diagrama em blocos da
Fig. 3 sistematiza-se o célculo.

H(w) (28)

Ry (k) |H(w)| R, (k) F2(4) ljs(k)
V) Xo(w) S(w)
J— g : -

Fig. 3. Diagrama em bloco da SAC e DEP através do sistema proposto no
Algoritmo 1.
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Na primeira etapa (A), calcula-se a SAC e, em seguida, a
DEP do sinal v(n) na entrada do filtro linear. Na segunda
etapa (B), obtém-se a DEP e, consequentemente, a SAC do
sinal cadtico xz¢(n) na saida do filtro recursivo. Finalmente,
na terceira etapa (C), calcula-se a SAC e a DEP dos sinais
cadticos §(n) gerados na saida do Algoritmo 1.

A) A entrada v(n) do filtro linear para uma condig¢éo inicial
aleatéria pode ser modelada como uma sequéncia de
varidveis aleatdrias independentes e identicamente distri-
buidas. Além disso, elas sdo equiprovdveis com proba-
bilidade 1/ |r|. A sequéncia v(n) pertence ao conjunto
A% com A = {0,1,...,|r| — 1} para r positivo e A

{r,...,—2,—1} para r negativo. Sua média é m, =
(r —1)/2 e sua variancia o é dada por
2
5 T4—1
= 29
o 2 (29)

Assim, a SAC na entrada do filtro é

Ry (k) = [TQI; 1] 5(k) + {721

em que §(-) é a fungéo impulso unitdrio. A DEP V(w)
é dada pela transformada de Fourier de tempo discreto

(TFTD) de (30)

oo

2
] ; (30)

V(w)= > Ry(k)e *
k=—o0
> r?—1 r—172 vk
= Z {[ B ]5(1{)—1—{ 5 ] }e
k=—oc0
r2—1 r—112
= { B } 2#[ ) } 0(w) paraw € [—m, 7.
(31)
B) Como a DEP da entrada e da saida de um filtro sdo
relacionadas por [18]
Xo(w) = V(w) [Hw)I*, (32)
tem-se
-1 r—1]° 1
XZ(U)) _{|: 12 :| +27T|: D) :| 5(&))} 1+T2 —27‘COS(OJ)

r2 — 1467 (r—1)%6(w)
12 (1 + 72 — 2r cos(w)
r?—1 m

12 (14 r2 —2rcos(w)) *t3 ow)- (33)
Usando-se o par transformado
|| 2
1 -1
) = " (34)
r 1472 —2rcos(w)

em (33), segue que a TFTD inversa de X,(w) resulta em

1 T
} efiwkdw

R.(k) = — | Xy(w)e “Fdw
(35)

2 J_ .

1 /7r {7’2—1+67T(7’—1)25(w)

2r | ] 12(1+ 12 —2rcos(w))
1 /1™ 1
12 \r 4

C) Na implementag@o do Algoritmo 1 sua saida é dada pela
aplicacdo de f3(-) em (15). Entdo, pode-se calcular a SAC
de (16) como

Rs(k) =E[(2z¢(n) — 1) 2ze(n+ k) — 1)]
=A4E [z¢(n)z¢(n + k)] — 2E [2¢(n)]
—2E [z¢(n+ k)] +1

1 /1\H
3\r/) "’

em que E[-] é o operador valor esperado.
Finalmente, toma-se a TFTD de (36) obtendo-se a DEP
na saida do Algoritmo 1,

A r?—1

S(w) = .

(@) 3 (14172 —2rcos(w))

Este resultado concorda completamente com o obtido
usando-se férmula recursiva para f™(-) em [11].

(36)

(37)

Para exemplificar, considere-se » = —3 para N — oo e
condicdo inicial aleatdria. Entdo, na Fig. 4 tem-se os grificos
resultantes para SAC e DEP como proposto na Fig. 3.

5 102
= —
< 45 3 10!
= >
= ”l”” ”””I - ’
3.5 -1
-5 0 5 10 0 0.5 1
0.35 10t
£ 03 2 0
~ >
== =
11 2
0.2 -5 0 5 10 0 0.5 1
0.4 100
< 0.2 3
o @
E 0 =g_..fl lf.._== S
—0.2 -1
-5 0 5 10 0 0.5 1
k w/m
Fig. 4. (a) SAC e (b) DEP de v(n), (c) SAC e (d) DEP de z4(n), (¢) SAC

e (f) DEP de §(n) para r = —3.

Nas Figs. 4(a) e (b) sdo mostradas a SAC e a DEP na
entrada do filtro. Como esperado, a SAC € impulsiva e a DEP
possui um espectro plano e componente dc. J4 nas Figs. 4(c)
e (d) sao mostradas a SAC e a DEP na saida do sistema
linear. Como pode se ver, a SAC oscila e decaf rapidamente
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convergindo assintoticamente para 1/4, e a DEP concentra-
se nas altas frequéncias. Por fim, nas Figs. 4(e) e (f) sdo
mostradas a SAC e a DEP do sinal §(n) em (16). Como o sinal
na saida do Algoritmo 1 é a aplica¢do de f3(-) sobre x¢(n),
consequentemente, o sinal resultante possui média nula.

Na Fig. 5 sdo ilustrados graficos da SAC Rg(k) para
diferentes valores de r. Quando 7 é positivo R,(k) decai
monotonicamente com |k|, e quando r é negativo R (k) oscila.
Quando |r| — oo a SAC aproxima-se da forma impulsiva.

0.4

Fig. 5. SAC de (36) para diferentes valores de r.

Na Fig. 6 sio mostrados grificos da DEP de S(w) para
diferentes valores de . Quando r € positivo, S (w) tem maximo
em w = 0 e minimo para w = 7, confirmando as propriedades
passa-baixas dos sinais gerados. Por outro lado, quando r é
negativo, S(w) tem mdximo em w = 7 ¢ minimo em w = 0,
resultando em sinais passa alta. Nota-se a simetria entre r
positivo e negativo.

10°

3
N
107! ‘
0 0.5 1
w/m

Fig. 6. DEP de (37) para diferentes valores de r.

V. CONCLUSAO

Nesse artigo estendeu-se a representagcdo linear de sinais
cadticos proposta em [16] incluindo mapas lineares por
partes com segmentos de inclinacdes negativas. Além disso,
obteve-se a DEP desses sinais de forma direta utilizando-se
da teoria de sistemas lineares. Os resultados analiticos obtidos
foram verificados por meio de simula¢des numéricas e estdo
de acordo com resultados anteriores da literatura. Atualmente,
os autores estdo trabalhando na extensdo dos resultados para
mapas lineares por partes mais gerais.
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