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Representacao de imagens em espago suporte
hiperbolico

Lais Bassame Rodrigues, Edson Agustini e Sueli I. R. Costa

Resumo— Neste trabalho propomos, em uma abordagem con-
ceitual, um espaco suporte de pixels para imagens circulares
oriundas de superficies esféricas utilizando ambiente hiperboélico.
Trabalhamos com trés projecoes desse espaco em um hemisfério
da esfera e um modelo de imagem que trata tons de cinza como
distribuicoes gaussianas consideradas no semiplano de Poincaré
H? com a métrica de Fisher. Através de um ordenamento parcial
em H? propomos uma operacio morfolégica de abertura.

Palavras-Chave— Geometria hiperbélica, espaco suporte de
pixels, morfologia matematica, distancia de Fisher.

Abstract—This is a conceptual approach of a work where
we propose a support space of pixels to circular images from
spherical surfaces using hyperbolic spaces. We work with three
projections of this space on a hemisphere of a sphere and
an image model that treat grey tones as Gaussian distribution
considered in the Poincare half-plane H? with the Fisher metric.
Through a partial ordering in H? we propose an opening
morphological operation.

Keywords— Hyperbolic geometry, support space of pixels,
mathematical morphology, Fisher distance.

I. INTRODUCAO

Cameras do tipo CCD (charge-coupled device) geram i-
magens a partir de uma sequéncia de frames onde cada pixel
€ resultado da média das intensidades luminosas dos pixels
correspondentes na sequéncia de frames. Este procedimento
permite que associemos, de forma natural, a cada pixel da
imagem final um par de nimeros (u, 0%) sendo y média e o o
desvio padrdo das intensidades dos pixels dos frames. Dessa
forma, ao invés de um tom de cinza escalar ¢t € R a cada
pixel do espaco suporte €2, teremos, para cada p € 2, uma
distribui¢do Gaussiana N (y,0?). Como podemos ver em
[1] um ambiente natural para representacdo de distribui¢des
gaussianas € o modelo hiperbdlico do semiplano de Poincaré
e a distancia entre distribui¢cdes pode ser calculada utilizando
a métrica de Fisher. Com essa abordagem, trabalharemos
com morfologia matemadtica, em particular erosdo e dilatagao,
ordenando pontos do semiplano de Poincaré com o auxilio da
métrica hiperbdlica.

Neste trabalho, optamos por utilizar apenas imagens
quadradas que sdo oriundas de superficies esféricas. Como
nosso interesse ¢ a superficie, vamos desprezar as partes da
imagem que ndo correspondem a superficie, ou seja, vamos
considerar o circulo circunscrito a imagem desta. Em uma
tal imagem, o espago suporte tradicional (representado por
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uma matriz) trata igualmente os pixels centrais da imagem,
associados a uma regido quase plana, e os pixels da borda
da esfera representando uma drea muito maior da esfera.
Entretanto, ao planificar uma superficie esférica concentramos,
em pouco espago (borda), muita informacdo. Para lidar com
esse tipo de situagcdo estamos propondo um novo espago
suporte de pixels utilizando o modelo hiperbdlico do disco
de Poincaré. Acreditamos que este procedimento permita um
ganho computacional no processamento tradicional de ima-
gens especialmente no que diz respeito aos detalhes préximos
ao bordo do disco, uma vez que a métrica hiperbdlica é mais
adequada para este tipo de detalhamento. Consideramos aqui
trés projecdes da imagem em um hemisfério da esfera para
analisar como 0 novo espaco suporte representa a superficie
original.

1I. PRE-REQUISITOS DE GEOMETRIA HIPERBOLICA

Existem vdrios modelos para a geometria hiperbdlica.
Neste trabalho, utilizaremos o modelo do semiplano de
Poincaré H? = {(z,y)€R?|y >0} com a métrica
dsHQ_]12 = dmz%dyg e o modelo do disco de Poincaré
D? = {(z,y) € R? [ 2? +y? < 1} com a métrica ds?, =
4%. Podemos verificar [3] que:

- as géodésicas de H? sdo as semirretas e as semicircun-
feréncias perpendiculares ao eixo y (Figura 1 a esquerda);

- as geodésicas de D? sdo os didmetros e os arcos de
circunferéncia ortogonais ao bordo de D? (Figura 1 a direita);

- os dois modelos sdo isométricos.

Chamaremos a distancia entre dois pontos de dp2 e dp2 nos
modelos do semiplano e do disco, respectivamente.
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Fig. 1.

Para as operagdes com pixels utilizaremos o modelo H?>
com a métrica de Fisher, que mede a distancia entre duas
distribuicdes gaussianas caracterizadas por sua média u e
desvio padrio o, dada por ds%. = M. Com essa métrica
as geodésicas de H? sdo semirretas e semielipses perpendi-
culares ao eixo y [1]. Afim de aproveitar a bem fundamentada

teoria do modelo do semiplano H? com a métrica ds3,



faremos a seguinte mudanga de varidveis (z,y) — (%, y)

Dessa forma, a distincia entre dois tons de cinza de dois pixels
sera dada por

d((p1,01) , (n2,02)) = V22 <(\/%,01) : (%ﬂh)) :

III. ESPACO SUPORTE DE PIXELS HIPERBOLICO Qn

A proposta do nosso trabalho € trocar o espago de pixels
tradicional Q)7 pelo espago suporte 25y que estamos chamando
de espaco suporte de pixels hiperbdlico. O modelo hiperbdlico
que utilizaremos nesta etapa é o modelo do disco D?. O espaco
suporte 2 serd formado por circulos concéntricos divididos
em duas camadas distintas.

Denotaremos por (); ; os pixels de Qy, onde ¢ é a coroa
(espaco entre dois circulos consecutivos) no qual se encontra o
pixel e 7 é a posi¢@o na coroa, girando no sentido anti-horario
(Figura 2).

A camada interna serd composta por um circulo (sem
divisdes) central, que chamaremos de Qoo € por k coroas
de tal forma que a primeira coroa (vizinha a (Qy ) terd n
divisdes, a segunda coroas 2n divisdes, € assim por diante.
Os pixels dessa camada sdo Qoo UQ; ; talque i =1,....k e
j=0,..,n271 - 1.

A camada externa serd composta por ¢ coroas. Cada uma
dessas coroas tera 47" divisdes. Como nosso interesse é manter
uma quantidade maior de pixels na borda, essa camada foi
projetada para conter, aproximadamente, 75% dos pixels. Os
pixels (); ; dessa camada sdo tais que i = k+1,...,k+ce
j=0,..,4T —1.

A diferenca entre as medidas hiperbdlicas dos raios dos
circulos do espago suporte é constante. Essa constante (que
chamaremos de !) foi escolhida de forma que na borda da i-
magem em {2y os pixels se assemelhem (em tamanho) aos
pixels da imagem em (7. Dessa forma, a funcdo s(x) =
)\ZZ—;}, sendo A\ constante positiva, determina os raios dos
circulos de tal forma que as medidas euclidianas dos raios sdo
s(1),8(2),...,s(k+c+1).

O espaco suporte Qg tem, aproximadamente, 62,8% dos
pixels da imagem em {27 quadrada de P x P pixels. Essa
escolha foi feita pelo fato de que a 4rea do circulo inscrito
ao quadrado ¢ 0, 785P2. Além disso, como nosso foco é a
borda da imagem, optamos por reduzir a quantidade de pixels
do centro tomando apenas 80% dos pixels do circulo, ou seja,
0,8 x 0,785 x P2 = 0,628P2. A quantidade de circulos em
cada camada bem como a quantidade de divisdes em cada
coroa depende de P. A Figura 2 é um exemplo de espaco
suporte 2z para uma imagem que, em {lp, tem 20 x 20
pixels. Para esse caso, k = 4,n = 4,c = 3 e T = 16.
Apds a construcdo do espago suporte 2y as imagens sdo
sobrepostas afim de aproximar os tons de cinza dos pixels
para a constru¢do da imagem. Em nosso trabalho elaboramos
um algoritmo para determinacio dos pardmetros k,n,ce T e
um algoritmo para a aproximagdo dos tons de cinza.

Como essas imagens foram originadas de superficies
esféricas € natural questionar como uma projecdo de Qp
na esfera retrata a superficie original. Para responder essa
questdo estamos trabalhando com trés projecOes diferentes.

Fig. 2. Exemplo de espaco suporte hiperbélico

As trés projecdes levam a imagem do espaco 2y em um
hemisfério de uma esfera. Entretanto, as projecdes agem
de maneiras diferentes. Chamaremos a imagem de D =
{(z,y) |2 +y* <r?} em Qpy, onde r = s(k+c+1).
Seja Sy = {(az,y,z) | 12+y2+22 :T27Z > 0} e Sp =
{(z,y,2) |2 +y* + 22 = R%,2 > 0} . As projecdes sio
dadas por:
T ID—)SMTQIDHST,ngZD—}SR

2xr? 2yr? r r27127y2)
T (Z‘, y) =\ 2212102 221 y2 120 a24y2 412

Ty (x,y) = (ﬂcy VrE—a? — y2)

— 2xrR 2yrR
T3 (377 y) = (m2+y2+r2 ) B2 yP 42

R(ru?y?))

22 4y?+r?

Uma caracteristica da projecdo T} é levar geodésicas de D?
em arcos de circunferéncia perpendiculares ao bordo de S;. A
projecdo 15 € cilindrica e tem a vantagem de manter o aspecto
visual da imagem sobre a esfera sem distorcdo quando vista
na direcédo do eixo z. Na projecdo T3 o raio R da esfera S foi
tomado de tal forma que a 4rea hiperbdlica de D seja igual a
area euclidiana de Sg, ou seja, R = \/’% Os esquemas
graficos das projecdes 17 e T35 estdo, respectivamente, nas

Figuras 3 e 4 abaixo:

Fig. 3. Projecdo T3

Para termos uma idéia visual de como as projecdes estao
agindo sobre o espago suporte {2z tomamos uma imagem que
em (r tem 50 x 50 pixels. Na Figura 5 estdo pintados de azul
o pixel (2,26 € de vermelho o pixel (s 112. Nas Figuras 6, 7
e 8 os pixels azul e vermelho sdo, respectivamente, imagens
de Q2,26 € Q6,112 por 11,15 e T3. Observe que, apesar dos
raios das esferas nas Figura 6 e 8 serem diferentes, o aspecto
visual das duas imagens € igual.
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Fig. 4. Projecdo T3

Fig. 5. Pixel azul Q2,26 e pixel vermelho Qg,112.
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Fig. 7. Pixel azul T» (Q2,26) € pixel vermelho T (Qg,112)
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Fig. 8. Pixel azul T3 (Q2,26) e pixel vermelho T3 (Q¢,112)

Denotemos por Ag a drea hiperbdlica (no modelo D?)
de Q;; e por Ap a drea euclidiana (no plano R?). Além
disso, dadas as proje¢des acima denotaremos por A a drea de
T1 (Qi,j)s AQ a area de T2 (Qi,j) € A3 a area de Tg (Qi,j)a
onde Ay, As e As sdo calculadas sobre a esfera. As equagdes
abaixo nos fornecem as dreas de cada pixel (); ;. A primeira
linha de cada defini¢cdo de 4rea € para o caso ¢ = 0, a segunda
linha é para o caso 0 < ¢ < k e a terceira linha € para o caso
k<i<e.

4752 (1)
4 ( s2(i4+1)  s2(4) )

T \T=$2(i+1) ~ 1—s2(3)
( s2(i+1)  s%(i) )

1—s2(i+1) 1—s2(4)

An (Qij) =

mst (1)
Ap (Qij) = 7ot (;2 (i+1) - 52 .(z‘))
77 (s (i+1) = % (1))
4mr?s2(1)
) 252(1)+7‘2 )
Tr s“(i+1 E
Al (Ql’1> = 7?21'*1 (82(i-$-1)-‘,-)7’2 - 32(1')(_;'_)7"2)
mr? ( s2(i+1) s() )
T s2(i+1)+r? s2(i)+r2
27y (r — /12— s? (1))
Ay (Qiy) =8 = (\/7“2 —s2(i) —\/r2—s2(i + 1))
o7 (\/’I“2 —s2(i) —\/r2—s2(i + 1))
47 R?s%(1)
252(1)Jr7“2 20
47 R> 5= (i+1) s= (4
Az (Qig) =9 worr (82(i+1)+r2 - s2(1)+7~2)
nR? ( S2@+1) __s%() )
T s2(i+1)+r2 s2(i)+r2

No estudo das transformagdes que mapeiam uma imagem
de uma esfera no disco de Poincaré (e vice-versa) é natural
perguntarmos sobre a existéncia de uma isometria no lugar
das projecOes apresentadas acima, sendo a esfera com a
métrica induzida do espago euclidiano e o modelo do disco
com a métrica hiperbdlica. A métrica riemanniana ds]%)2 é de
curvatura gaussiana negativa, constante e igual a —1, enquanto
que a métrica euclidiana induzida sobre a esfera é de curvatura
gaussiana positiva constante e igual a 1. Sendo assim, o
Teorema Egrégio de Gauss da Geometria Diferencial assegura
a ndo existéncia de uma isometria sob essas condi¢cdes. A
projecdo 73 preserva drea total de um disco de raio euclidiano
r do Disco de Poincaré na esfera de raio R, mas ndo € uma
isometria.

IV. OPERADORES MORFOLOGICOS

O espago suporte 2z ndo é igualmente distribuido e nem
possui uma estrutura vetorial, por isso, ao invés das definicdes
de erosdo, dilatacdo e bloco estrutural apresentadas em [4]
vamos trabalhar com defini¢des andlogas aquelas para grafos.
A rede pontos formada pelos pixels em Qf é um grafo
simples, normalmente 4-conexo ou 8-conexo. Neste trabalho
assumiremos que as vizinhangas sdo andlogas ao tipo 8-
conexo.

Segundo [2] uma vizinhanca de um grafo serd dada por
Ng (v) ={v' € V| (v,v") € E}. Além disso, uma sequéncia
V9, V1, ..., Ui de vértices distintos de um grafo € um caminho
de comprimento k se v; e v;+1 sdo vizinhos para todo @
em 0,1,...,k — 1. Na Figura 9 a seguir podemos ver uma
vizinhanga em 2y de comprimento 1 (formada pelo pixel
cinza e pelos pixels verdes) e uma vizinhanga de comprimento
2 (formada pelo pixel cinza, juntamente com os verdes e os
azuis).

Ainda em [2], a erosdo é definida como sendo o valor
minimo entre uma vizinhanga de ); ; e o préprio @); ;.

[eg (f)](Qij) = min{f (v) | v € Ng (Qi;) U{Qi;}}-

A dilatacdo € obtida considerando o maximo:

[0g (/)] (Qi5) = max{f (v) | v e Ng (Qi;) U{Qi;}}
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Fig. 9. Exemplos de vizinhanca em Qg

A imagem f € definida como a fung¢@o que leva cada pixel
Qi,; de Qg em um tom de cinza t; ; = f(Q; ;) que é uma
distribuicdo gaussiana representada graficamente como ponto
do semiplano H? com a métrica ds%,. Apés normalizar a
imagem, t; ; € obtido calculando-se a média e o desvio padrio
dos tons de cinza dos pixels em uma vizinhanga W de @Q; ;.
No nosso trabalho tomamos essa vizinhangca W como sendo
um caminho de comprimento 2.

Assumiremos que Ng é um caminho de comprimento 1.

A operagdo + obtida pela composi¢io dg (eg (f)) ¢
chamada de abertura.

Para calcular a erosdo e a dilatagdo, precisamos ordenar
os pontos no semiplano. Esse ordenamento pode ser parcial.
Entretanto, faz-se necessario, com esse ordenamento, definir
um infimo e um supremo para qualquer conjunto de pon-
tos. Mas, como estamos trabalhando com imagens finitas, é
suficiente definir um minimo e um maximo. No artigo [4]
os autores trabalham com alguns ordenamentos diferentes.
Vejamos alguns deles. Sejam z; = (2;,y;), ¢ = 1,..,u pontos
do semiplano H?, ou seja, 2}s sdo tons de cinza.

- Ordenamento produto: O minimo Agzentre os z}s é dado

por Agye2z; = (Ax;) + iexp (Aln(y;)), (Figura 10) onde
A € o minimo padrdo da reta real. O supremo é dado
trocando-se A por V.

supremo

infimo

Fig. 10. Ordenamento produto

- Ordenamento polar: O ordenamento polar é dado por

n<mn; ou

!
24<p°22-<:>{
i Spg2 7 mi=n e

tan¢; < tan¢; ’

onde n = disty2 ((x,y),(0,1)) e ¢ = arctan
com z = (x,y) (Figura 11). O supremo ¢ anélogo.

24y -1
2x

(tand, 0)

Fig. 11. Ordenamento polar

Estamos propondo o préximo ordenamento inspirados no
ordenamento produto, porém, utilizando a métrica hiperbdlica,
natural no espago das distribui¢des gaussianas.

- Ordenamento hiperbdlico: Seja m a média aritmética
dos x}s. Seja d = {di,...,d,} onde d; é a distincia
euclidiana entre (m, 0) e z; e seja 0 = {61, ..., 0, } tal que
0; = arccos (% . Dessa forma, o minimo Apz; =
(m 4 min {d} cos (max {d}) , min {d} sin (max {d}))
(Figura 12). O supremo é obtido trocando-se o min por
max € max por min.

Fig. 12. Ordenamento hiperbélico

As ilustragdes dos exemplos a seguir foram geradas
por algoritmos que criamos em linguagem de programagio
Python. Vejamos como o processo sugerido afeta uma im-
agem. Primeiramente, na Figura 13 a esquerda (disponivel
em: https://pt.wikipedia.org/wiki/Esfera, acesso em jul/2015)
temos a uma imagem no espaco 7 com 300 x 300 pixels. A
direita temos a mesma imagem no espaco 2. Chamaremos
a Figura 13 a direita de imagem teste.

Fig. 13.

Imagem teste no espago 27 e no espago Q7

E usual [4] na 4rea de processamento de imagens trabalhar-
mos com as componentes real (eixo horizontal) e imagindria
(eixo vertical) separadamente. Dessa forma, todas as imagens
apresentadas a seguir estdo divididas em parte real (a esquerda)
e parte imagindria (a direita). Na Figura 14 podemos visualizar
as partes real e imagindria da imagem teste.

Utilizando os ordenamentos apresentados vejamos a erosio
da imagem teste nas Figuras 15, 16 e 17 e a abertura nas
Figuras 18, 19 e 20.

V. CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Este ¢ um trabalho em andamento onde propomos, uti-
lizando o ambiente hiperbdlico, um esquema para o espaco su-
porte de pixels especifico para imagens circulares oriundas de
esferas. Foi feita uma abordagem conceitual com simulacdes
comparativas com o que € apresentado em [4]. O propdsito
foi considerar uma redugdo de pixels que vai se concentrando
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S0

Fig. 14. Partes real e imagindria da imagem teste

S0

Fig. 15.

J0

Fig. 16. Erosdo da imagem teste utilizando o ordenamento polar

]

Fig. 17.

Erosdo da imagem teste utilizando o ordenamento produto

Erosdo da imagem teste utilizando o ordenamento circular

gradativamente no bordo de forma a estar compativel com
ter mais informagdo onde se tem maior drea da superficie
esférica representada. Foi também proposto um ordenamento
para as operagdes de erosdo e dilatacdo de imagens, assumindo
que os tons de cinza tenham, localmente, comportamento
gaussiano. Na sequéncia faremos um estudo mais aprofundado
sobre varias questdes que podem ser aqui levantadas, algumas
delas pertinentemente sugeridas pelos revisores: complexidade
e tempo de processamento das diferentes versdes conside-

]

Fig. 18. Abertura da imagem teste utilizando o ordenamento produto
Fig. 19. Abertura da imagem teste utilizando o ordenamento polar

Fig. 20. Abertura da imagem teste utilizando o ordenamento hiperbélico

radas, comparagdo de distor¢do de imagens (PNSR), como
€ usualmente feito nos sistemas de compressio, codificacido
de imagens para transmissdo em canais ruidosos e possivel
adaptacdo do Mapa das Distancias Euclidianas (EDM) para
o modelo aqui proposto. Naturalmente, visando possiveis
aplicagdes, temos a questdo da necessidade de se ter “hard-
ware” compativel com o modelo proposto. Neste sentido,
uma motivagdo € a existéncia, na captura de imagens, de
exemplos de desenvolvimento de chips com CCD arrays de
outros formatos como o linear, o circular e a particio "ROSA”
([5] p-3D).
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