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Construgoes de reticulados via polindmios

Antonio Aparecido de Andrade

Resumo— Neste trabalho, apresentamos um novo método de
construcdes de reticulados de dimensdes 2, 3, 4 e 5 utilizando
raizes de polindomios de graus 2, 3, 4 e 5, respectivamente. A
matriz geradora é uma matriz circulante com entradas sendo as
raiz de polinomio.

Palavras-Chave— Reticulados, densidade de centro e empaco-
tamento esférico.

I. INTRODUCAO

O problema cldssico do empacotamento esférico consiste
em encontrar um arranjo de esferas idénticas no espaco
euclidiano n-dimensional de forma que a fragdo do espaco
coberto por essas esferas seja a maior possivel.

Os empacotamentos interessantes sdo aqueles associados a
um reticulado Hg em que as esferas tenham raio maximo.
Para a determinag@o deste raio, observe que fixado k£ > 0,
a intersec¢do do conjunto compacto {z € R"™; |z| < k}
com o reticulado Hg € um conjunto finito, de onde segue
que o ndmero Hg,,, = min{|Al; A € Hg, A # 0} estd
bem definido e (Hg,,,,)? é chamado de norma minima. Note
que p = Hg,,, /2 é o maior raio para o qual é possivel
distribuir esferas centradas nos pontos de Hg e obter um
empacotamento. O parametro p € chamado raio de empacota-
mento do reticulado. Dessa forma, estudar os empacotamentos
reticulados equivale ao estudo dos reticulados.

Denotando por B(p) a esfera com centro na origem e raio
p, temos que a densidade de empacotamento de Hg € igual a

Vol(B(p)) _ Vol(B(1))p"
A(Hp) = = :

Vol(Hp) Vol(Hp)
Portanto, o problema se reduz ao estudo de um outro parame-
tro, chamado de densidade de centro, que € dado por

__r
O(s) = Vol(Hp) M

II. RETICULADOS

Sejam wvq,vs,---,v, vetores de R™ linearmente indepen-
dentes sobre R. Um reticulado com base B = {vy,--+,v,} é
definido como o conjunto dos elementos de R™ da forma

n
A=<z = g a;v;, com a; € 7

i=1
Se v; = (vi1, Vig,***,Vin), para i = 1,2,- -+ n, a matriz
V11 V12 Vin
n V21 V22 V2n,
M= (Uij)i,jzl =
Uni Un2 Unn
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€ chamada matriz geradora do reticulado.
Defini¢do 1: Seja Ap C R™ um reticulado, com base B =
{v1,"+, v, }. O conjunto

n
Pg =<z eR": I:ZAm,ogAia ., @

i=1
é chamado de regido fundamental de Ap com relacdo a
base B = {v1,---,vn}. Se v; = (vi1,v2, ", Vi), para
i=1,2,---,n, a matriz M = (v;;);';_; € chamada matriz

geradora do reticulado.
Defini¢do 2: Seja Ap C R™ um reticulado com base B =
{v1,va, -+, v, }. O volume do reticulado A é definido como

Vol(Ap) = Vol(Pg) =| det(M) | . 3)

III. METODO DE CONSTRUCAO

Seja p(z) = ag + a1x + azx® + -+ + apz™ € Rlz] um
polindmio de grau n com raizes aq, g, . . ., u,. Assim,

1) As raizes sdo reais.

2) As raizes sdo totalmente complexas.

3) As raizes sdo reais e totalmente complexas. Neste caso,

se a € C é um raiz, entdo @& também é uma raiz.

4) Precisamos analisar as multiplicidades das raizes.

Para a constru¢do de um reticulado, precisamos definir a
sua matriz geradora. Uma sugestdo de matriz geradora é dada
por

@ Qg - 78

Qn O On—1
M =

Qo a3 e a1

chamada matriz circulante.

IV. CONSTRUCOES DE RETICULADOS DE DIMENSAO 2

Nesta secdo, apresentamos construgdes do reticulado Ao via
polindmios p(z) = 2* + a1z + ap € R[z] de grau 2. Os
reticulados obtidos possuem a mesma densidade de centro do
reticulado Ao, ou seja, é a densidade de centro 6tima para a
dimensdo 2.

A. Com uma raiz real dupla

Sejam p(x) = 2%+ a1z +ag, onde ag,a; € Re o € R uma
raiz dupla de p(z). Assim, p(z) = (v —a)? = 22 — 20z +a?,
e desse modo, 2 = —a; e a® = ag. Como p(z) tem uma
raiz real dupla, devemos ter que

A =a? —4ay = 0.
A equagio p(z) = 2®+ayz+ap = 0 tem raiz dupla o« = —%
se, € somente se, a2 = 4ag.
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Seja A, C R? um reticulado gerado pela base {v1,v2},
onde v; = (aV/3,a) e v; = (aV/3, —a). A matriz geradora

de A, é dada por
oz\/g o
M = ( w3 —a ) . “4)

O determinante da matriz M ¢é dado por
det(M) = —20°V3 = —2apV/3.

Se v = x1v1+X2v9, cOm T1, T2 € Z, entdo v = z1(aV3, )+
xg(a\/g, —a), ou seja, v = ((a\/g(:rl + x2), (x1 — x2)).
Assim

[vll> = (av3(z1 +22)) + (a(z1 — 23))?
302(22 4 2z129 + 23) + (23 — 22170 + 23)

= 4a?(2? + 23 + 2122) = dag(2? + 23 + 1172),

que assume o valor minimo 4ag, quando z; = 1 e zg = 0.
Assim, p = —“;“0 = ,/agp, e portanto,
T R i
P det(M)] | —2a0v3]  2V3

que € a densidade de centro 6tima para a dimensdo 2.

B. Com duas raizes reais distintas

Sejam p(x) = 22 + a12 + ag, onde ag,a; € Re o, € R
as raizes reais de p(z). Assim, p(z) = (z — a)(z — 8) =
22 — (a + B)x + af, e desse modo, como « e 3 sdo reais,
segue que

A = a} —4ay > 0,

a+f=—aeaf=a
Seja A, C R? um reticulado gerado pela base {v1, v2}, onde
v = (@, 8) e vo = (B, ). Neste caso, a matriz geradora de

A, € dada por
M_<g g) 5)

Sendo p o raio de empacotamento do reticulado A,, segue
que a densidade de centro de A, é dada por

2 2
S(hy) =L = L __
Vol(Ap) | det(M)]
Assim, para calcularmos a densidade de centro de A, preci-
samos encontrar expressdes para o célculo de p e de det(M).
Proposicdo 1: [5] O determinante da matriz M §é
det(M) = —a;VA.

Demonstracdo: Neste caso,
det(M) = o? — g% = (a1 — B)* — % = —a1VA,

0 que prova o resultado. ]
Coroldrio 1: ([5]) Se v = x1v1 + x2v9, cOm x1, 29 € Z,
entao

| v ||2: a%($12 + :E22) — 2ap(z1 — x2)2.

Demonstragdo: A norma do vetor v = x1v1 + Tove =
(x1a + 28,218 + x2c) é dada por

[v]? = (zia+228)? + (218 + z20)?
= a(a? +23) — 2ap(z1 — 72)?,

0 que mostra o resultado. ]
Teorema 1: [5] Se a% = 6ay, entdo o reticulado A, possui
densidade de centro 6tima.
Demonstragdo: Sejam a% = 6ag e v = T1V1 + TovU9,
com 1,22 € Z um vetor de A,. Pelo Coroldrio 1, segue que

| v H2: 66L0($12 + £U22) — 2ap(z1 — x2)2.

Como a forma quadrdtica assume valor minimo 4ag quando
1 =1 e xo =0, segue que

Amin 4
57 = Y5 = v ©)

Agora, pela Proposicdo (1), segue que
det(M) = —ay\/a? — 4ag = +v/6agv/2a0 = +2v/3a0. (7)

Assim, a densidade de centro de A, é dada por

6(A)—\/%2— @ _ 1
P ovBag 2v3Bag 23

que € a densidade de centro 6tima para a dimensdo 2. [ |

C. Com duas raizes complexas

Sejam p(x) = 22 + ayx + ag, onde ag,a; € Re v, =
a+if,v2 =a—if € C as raizes de p(z). Neste caso,

vV—A
A=a?—apa; <0, a= -3 24 pr=agef = :I:T.

Seja A, C R? um reticulado gerado pela base {v1,v2}, onde
v1 = (a, B8) e va = (B, ), onde a # SB. A matriz geradora de

A, é dada por
(51

e a densidade de centro de A, é dada por

ai

p? P

T Vol(A,)  [det(M)]’

onde p € o raio de empacotamento de A,. Da mesma forma,
queremos encontrar expressdes para o calcular p e det(M).
No resultado a seguir veremos uma expressdo para o cédlculo
de det(M).

Proposicdo 2: [5] O determinante da matriz M é dado por

5(Ap)

det(M) = & — qq.
Demonstragcdo: O determinante da matriz M é dado por
a2
det(M) = o? — % = a® — (ag — a?) = 2a* —ag = ?1 — ag,
0 que prova a proposicao. ]

Proposi¢cdo 3: [5] Se B > 0e v € Ay, onde v = z1v1 +
ToVg, COM X1, Ty € Z, entido

2
|| v H2: aO(fL’% + 22 ) - Uq\/lewg.
Demonstracdo: Sejam v = x1v] + TovUy, cOm v] =
(o, B), v = (B, ) e 1,2 € Z. Assim,

U= Il(%ﬁ) + IQ(@ Oé) = (1106 + 228,218 + ZQOé)-
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Logo,
[v]? = (zia+228)* + (218(+220)?
= 22?4+ 2382 + 2282 + 2202 + 4x1 1003
= (o?+ B?) (a1 + 23) + dz12200.
Como o + 32 = ag e aff = =2Y=2 segue que || v 2=

ao(z? + 23) — ayv/—Ax129, 0 que prova a proposicio. W
Teorema 2: [5] Se ay = a1v/—A, entdo o reticulado A,
possui densidade de centro 6tima em dimensdo 2.
Demonstragdo: Seja v = x1v1 + T2v2, cOm x1,T3 € Z
um vetor de A,. Pela Proposi¢do (3), segue que || v [|?=
ao(z? +m22) — a1V —Az1z5. Como ag = a;v/—A, segue
que a forma quadritica || v ||?= a1 (2? + 22 — 2,25) assume
o valor minimo ag quando z; = 1 e 22 = 0. Logo,

= =Y 9
p 5 5 ©)
Agora,
af af —
|dct(M)|=?—ao=5—a1 —A. (10)
Assim, a densidade de centro de A, é dada por
6(A ) . p2 _ (@)2 \% _A _ 1
P2 det(M)] an —ay 2 —2V=A) 23
que ¢ a densidade de centro 6tima para a dimensdo 2. ]

V. CONSTRUCOES DE RETICULADOS DE DIMENSAO 3

Sejam p(z) = z3 + agx? + ayx + ag com ag,a,az € R
e a,fB,v € C as raizes de p(z). O discriminante de p(x) é
dado por A = 18agayas — 4a3ag + a3a? — 4a3 — 27a3. Para
que as raizes de p(x) sejam reais é necessdrio e suficiente que
A>0.

A. Com uma raiz real tripla

Seja p(z) = 23 +agx?+a1x+ag € Rlx] com uma raiz tripla
a € R. Neste caso, p(z) = (r—a)® = 2% —3ax?+3a’r—a?,
e assim, as = —3a, a1 = 3a2 e ap = —a®.

Um polindémio p(z) = 23 + as2? + a1z + ag € Z[z], com
as # 0, tem raiz tripla o = —%2 € R se, e somente se,
a3 = 3a; e a3 = 27ay.

Seja o reticulado A, do R® gerado pelos vetores

{v1,v2,v3}, onde v; = (,0,c), v2 = (a,,0) e v3 =
(0, v, ). A matriz geradora de A, é dada por
a o 0
M=|0 a a (11)
a 0 «

e det(M) = 2a3. Se v € A, entdo v = z1(a,,0) +
22(0, o, @) + 23(v, 0, @), onde z1,x2,25 € Z. Assim, v =
((z1+x3), (T1+22)0, (T2 +23) e || v [|2= (21 +23)%a® +
(r1+22)%? + (w2 +23)%a? = @?[(v1 +23)* + (21 +22)% +
(2 + 23)?]. Essa forma quadrética assume valor minimo 2a?
quando 1 =1 e 292 = 23 = 0. Como

Amz’n _ V2a _ |OL|\/§

2 2 2

12)

segue que
3
say - P (= PR
VD] T 207 (205 42

que é a densidade de centro 6tima para a dimensdo 3.

B. Com raizes reais distintas ou somente uma raiz real dupla

Consideramos quando as 3 raizes sdo reais e distintas ou
quando possui somente 2 raizes iguais e uma distinta. Neste
caso, segue que a3 # 3a; ou a3 # 27ay.

Seja A, C R? o reticulado gerado pela base {v1,vs,v3},

onde v; = (o, B,7), v2a = (v, ¢, B) e v3 = (8,7, ). A matriz
geradora de A, ¢ dada por

0
B . (13)

Proposigcdo 4: [5] O determinante de M ¢é dado por

det(M) = —az(a3 — 3ay).
Demonstragcdo: O determinante da matriz M é dado por

det(M) = a® + 8% +~° — 3a3y.
Pelas relacdes de Girard, segue que

a+f+y=—a
af+ay+fy=m
afy = —ag.

Assim,
(a+B+7)°=a®+ B +~° = 3aBy—3ax(aB+ay+B7),

e desse modo,

det(M) = o3+ pB3+73—3aBy
= (a+B+7)°+3a(aB+ay+5y) (14)
= —a3+ 3ajas.
Portanto, det(M) = —as (a3 — 3ay). [ ]

Proposi¢cdo 5: [5] Se v € A, é tal que v = z1v1 + x2v2 +
T3v3, COM 1, T2, X3 € Z, entdo

| v = (a3 —2a1)(aF +a3+a3) +2a1 (2122 + 2123 +2273).

Demonstragdo: Como v = x1v1 + xav2 + T3v3, segue
que v = xl(a7677) + (EQ(’Y,OC,ﬂ) + 273(6,’)’,&) = (aml +
yxo + Bas, fx1 + axe + vz, Y21 + Bra + axs). Como (a+
B+9)? = a®+ %+ 9% + 2(af + ay + By), segue que
?+ 32492 = (a+B+7)? —2(aB +ay+ By) = a3 —2a;.
Assim,

[vl]*> = (ax1+vyz2+ Brs)? + (Br1 + amy + ya3)?
+(yz1 + Bra + axs)?
= (a3 — 2a1)(af + 23 +23)
+2a1 (z122 + 123 + T023),
0 que prova a proposicao. ]

Teorema 3: [5] Se
a3 =4a; e ao(18aray — 4a3 — 27ag) > 0,

entdo o reticulado A, possui densidade de centro Stima.
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Demonstragdo: Pela Proposicao 5, segue que

[vl?> = (a3 - 2a1)(a} + 23 + 23)
+2aq (1]13?2 + x123 + 33‘25(}3)

= 2a1(2? + 23 + 2} + 2122 + T 123 + T273).

Essa forma quadratica assume valor minimo 2a; quando x; =
1 e z9g = x3 = 0. Logo,

Amin Vv 2al
=—=—. 15
p 5 5 (15)
Agora, pela Proposicdo (4), segue que
|det(M)| = | — az(a3 — 3ay)| = |ayaz]. (16)

Assim, a densidade de centro de A, é dada por

5(A) A G a0

2v2a1 /a1 1
| det(M)] layas|

201 @ 42

que é a densidade de centro 6tima para a dimensdo 3. ]

C. Com raizes complexas

Seja o polindmio p(z) = 23 + azz? + a1z + ap € Rx].
O discriminante da equagdo p(z) = 0 é dado por A =
18agaias — 4ajag + a3a? — 4a3 — 27a3. A equagdo p(x) =0
tem raizes complexas se, e somente se, A < 0. Sejam «, A\;
e Ay = \; as raizes da equagio p(z) = 0, onde \; = 3 + iy
e v # 0. Assim, p(z) = (z — a)(z — A\)(z — X2) =
23 + (=28 — )2 + (8% + %) + 208)x — (B +7°), e
desse modo,

as=—-20—«
a1 = B2+ + 208
ap = —a(f? +7?)

a7

Seja o reticulado A, do R?® gerado pelos vetores

{Ul,vg,l}g}, onde v; = (Oé,ﬁ,"}/), V2 = (’770475) € vy =
(8,7, ). A matriz geradora é dada por

a B v
M= v a B (18)
B v «a

Nesto caso, det(M) = o + 32 ++3 — 3a3y. Além disso, se
v € A, étal que v = z1v1 + 2202 +23V3, cOM T1, T2, T3 € Z,
entao,

[vl*> = (®+ 8%+ (] + 23+ 23)

+2(af + ay + By)(z122 + T123 + T223).

1) Construgdo 1: Consideramos o caso em que 3 = 0 e
o reticulado A € gerado pelos vetores v; = («,0,7), vo =
(7,,0) e v3 = (0,7, ). Como 3 = 0, segue que as = —a,
a1 =2 e ap = —ay? = ajas. Neste caso, a matriz geradora
de A é dada por

19)

Il
o2 Q2
= L o
o o2

e det(M) = a3 +~>. Agora, se v = x1v] + 2202 + 303 € A,
com z1,z2,73 € Z, entdo v = x1(,7) + x2((7, a,0) +
23(0,7,a) = (10 + 227y, T20+, T3y, 1Y + T30r). Assim,

lv|* = 22a%+2z120007 + 2372 + 2302 + 22073007
+23v% + 1192 + 2z 2307 + 230’
= (& +9%)(a? + a3 + 23)
F2ay(x1 + 22 + 123 + T223).
(20)
Teorema 4: 3 = 0 se, e somente se, ag = a1as.
Demonstragcdo: Se f = 0, entdo o = —as, a1 = V2 e
ag = —ay?, ou seja, ag = ajag. Assim,

p(z) = 22 + asx® + a1z + ajas,

com ajas # 0. Reciprocamente, se ag = ajas, entdo p(z) =
23 + asx? + a1z + a1as, com ajas # 0. Logo,

as = —20 — «
a; =%+ +20f
araz = —a(f* ++?)

Assim, ajas = (—a — 26)(8% + 72 + 2a8) = —a(B% +~+2),
ou seja, 28(a? + 2Ba + % ++2) = 0. Se B # 0, entdo
a? +2Ba + B2 +~2 = 0. Assim, o seu discriminante é dado
por —4v2 < 0, o que é um absurdo. Portanto, 3 = 0. ]
Proposicdo 6: Se az < 0 e a; = a3, entdo det(M) = —2a3

e || v ||*= 2d3(2? + 22 + x3)2.
Demonstracdo: Como as < 0 e a; = a2, segue que
v = —ay. Agora, substituindo nas Equacdes (19) e (20), segue
que det(M) = a3 ++2 = —2a3 e || v ||*= 2a3(23 +23+23)2
|
Coroldrio 2: Se az < 0 e a; = a3, entdo o reticulado
A = {x1v1 + ovo + 2303 : 1,22, 23 € Z} tem densidade de

centro igual a —~, sendo 0 maximo obtido em dimensdo 3.

21

4v2’
Demonstracdo: Com x1 = 1 e x99 = x3 = 0, segue
que || v ||*= 2a2 é o minimo da forma quadritica, ou seja,

\/2a§

2
2 = 7‘“2;[. Logo,

Apmin = 2a3. Por defini¢do, p =

§ p° (@)3 1 ; :

(A) = [Get(n] = el = 1vz e € a densidade de

centro 6tima para a dimensdo 3. ]
2) Construcdo 2: Consideramos o caso em que « = 0, ou

seja, o reticulado A, é gerado pelos vetores v1 = (0, 3,7),

vy = (7,0,8) e v3 = (8,7,0), com 8 # 0 e v # 0. Neste

caso, a matriz geradora do reticulado A, é dada por

0 B8 v
M=~ 0 8 (22)
B v 0O

e det(M) = B2++>. Como o = 0, segue que a = —23, a; =

B%+72 e ag = 0. Assim, A = a3a?—4a3 = a3(a3—4a;) < 0,

ouseja, a3—4a; <0, =—%ey==+\/a — Z—g,eportanto,
3 2 2

det(M) = —% + (a1 —

Além disso, se v € A, é tal que v = x1v1 + T2v2 + T3V3,
com x1,Ts,x3 € Z, entdo

[ v 2= (8% +7%)(a] + 23 +23) + 267 (w122 + 2123+ w273).
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Assim,
2 2,,2,,2 a3
| v |*= a1(z{+x5+23)tazy/a1 — Z(x1x2+x1x3+m2x3).
) (23)
Proposi¢do 7: Se a3 = 2ay, entdo || v [|?= 22 ((2F + 23 +
23) & (2129 + 2123 + T273)). ,
Demonstracdo: Substituindo a; = % na Equagdo (23),
segue que

2
lvl* = (2% +a3 +25)

a3 _ a3
tazy/ 3 1 2(x129 + 2123 + T2x3)
2
= %((ﬂi% + 33‘2 + J)3) + (xl-rQ +x123 + .Tgxg)).

2

Com z1 =1 e 2o = 23 = 0, segue que ||v||2:§:aleo
minimo da forma quadratica, ou seja, Ay, = a1. [ |

Coroldrio 3: Se aa > 0, v < O e a% = 2a7, entdo o
reticulado A = {z1v1 + xgvg + x3v3 : X1,%9,23 € Z} tem
densidade de centro igual a f’ sendo 0 maximo obtido em

dimensdo 3.

Demonstragdo: Como ag > 0,0 <0 e a% = 2ay, segue
que det(M) = B3 ++3 a2 . Por defini¢do, p = F =
2\[ Logo,

V@23
s = — P Gw) _ 1
| det(M) | ‘_ﬁ‘ 42

ou seja, o reticulado possui densidade de centro Otima para a
dimenséo 3. u

VI. CONSTRUCOES DE RETICULADOS DE DIMENSAO 4

Seja p(x) = 2* + azz® + axx? + a1 + ag € Z[z] com
uma raiz dupla o € R e duas raizes nulas. Neste caso, p(z) =

22(z — a)? = 2t — 2023 + o222, e assim, a3 = —2a e
as = a2,

Seja o reticulado A, do R* gerado pelos vetores
{v1,v2,v3,v4}, onde v1 = (a,—,0,0), va = (0,,,0),

vz = (0,0,, ) e vg = (,0,0, ). A matriz geradora de A,
é dada por

a —a 0 0

0 a o 0
M = 0 0 o o (24)

a 0 0 «
e det(M) = 22 Se v € A, entdo v =
21 (o, —, 0,0)+2(0, , v, 0)+23(0, 0, v, ) +x4 (v, 0,0, ),

onde 1, %o, 23,24 € Z. Assim, v = ((z1 + z4), (—x1 +
22)a, (@3 + w3)a, (w3 + 2a)a) € || v |P= a2((zy +20)? +
(—z1+22)?+ (z2+23)? + (34 24)?). Essa forma quadratica
assume valor minimo 2a2 quando z; =29 =1, 23 = -1l e
x4 = 0. Como

Amin 202 2
_ _V2o? o] \[, (25)
2 2 2
segue que
o f 2064
S(A) = " e -
)= [qet@dn)] ~ 28] ~ 208 8

que € a densidade de centro 6tima para a dimensdo 4.

VII. CONSTRUCOES DE RETICULADOS DE DIMENSAO 5

Seja p(r) = 2° + asz* + azx® + agx? + a2 + ag € Z[x]
com uma raiz dupla « e R e trés ral'zes nulas. Neste caso,
p(r) = 23(z — a)? = 2° — 20x* + o223, e assim, ay = —2a
€ as = Ot2.

Proposigdo 8: Um polindmio p(z) = x° + asz* + azz® +
ar?® + a1 + ag € R[z], com ay # 0, tem uma raiz dupla
« € R e trés raizes nulas se, e somente se, ag = a1 = as =0
e a3 = 4as.

Demonstragdo: Se o € R é uma raiz dupla de p(z) e

as demais sdo raizes nulas, entdo p(r) = 2° + agz? + aza® +
ar?® + arx +ag = 23 (x — a)? = 2% — 2a2* + 23, Assim,
ay = —2a,a3 =a’eays=a; =as =0, eportanto ai =
4das. Rec1procamente seapg=ay =as =0 e a4 = 4as, entdo
p(r) = 2° —|—a4x —|—a4;v =23 (2? tage+ 3 ):x (z+%)2.
Assim, oo = 2 ¢ uma dupla e com duas ralzes nulas. [ |
Seja o reticulado A, do R® gerado pelos vetores

{vi,v9,v3,v4,v5}, onde v; = (a,@,0,0,0), va =
(0,0&,0&70,0), U3 = (0,0,0Z,O[,O), Vg = (0,0,0,0{701) €
vs = (0, 0,0,0, ). A matriz geradora de A, ¢ dada por
a o 0 0 0
0 o aa 0 O
M=| 0 0 a a 0 (26)
0 0 0 a «
a 0 0 0 «
e det(M) = 2a°. Se v € A, entdo v = x1(a, @, 0,0,0) +
22(0, a, o, 0, ) + 23(0,0,a,0,0) + 24(0,0,0,c0,cx) +
25(,0,0,0, ), onde x1,x9,x3,x4 € Z. Assim, v =
((x1 4 25) (1’ +22)a, (T +x3), (3 + 24)a, (T4 + x5) )

e |l v = a?((21 +25)* + (21 +22)* + (22 + 23)* + (23 +
74)? + (x4 + x5)?). Essa forma quadritica assume valor
minimo 2a? quando x; = 1, 5 = 3 = 4 = x5 = 0. Como

_ Amin _ V222 _ o] ﬁ, Q7)
2 2 2
segue que
alv2 22 oz" V2
5(A) = p5 :(\I2 )5_ \ | \f 1
P | det(M)] | 205 | \ 2a5 | 24 8\/§’

que é a densidade de centro 6tima para a dimensdo 5.
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