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Constru¢ao de Constelacoes de Sinais via
Uniformizacdao de Curvas Hiperelipticas
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Resumo— Por meio da mudanca de paradigma no projeto de
novos sistemas de comunicacoes digitais ponto-a-ponto a partir da
utilizaciio do género da superficie e mediante a determinacéio da
regido de uniformizacio através do uso da equacio diferencial
fuchsiana associada a uma dada curva hipereliptica no disco
de Poincaré, apresentamos os geradores do subgrupo fuchsiano
quando os vértices da regido fundamental estdo na fronteira do
disco de Poincaré, como também uma relacio entre o grau da
curva hipereliptica e a tesselaciio associada a superficie gerada
pelo subgrupo fuchsiano.

Palavras-Chave— Grupo fuchsiano, Curva hipereliptica, Tesse-
lacdo.

Abstract— Through the paradigm shift in the design of new
point-to-point digital communication systems from the genus of
the surface and by determining the uniformizing region by the
use of the associated Fuchsian differential equation for a given
hyperelliptic curve in the Poincaré disk, this paper presents the
generators of the Fuchsian subgroup when the vertices of the
fundamental region are at the border of the Poincaré disk, and
also a relationship between the degree of the hyperelliptic curve
and the tessellation associated with the surface generated by the
Fuchsian subgroup.
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I. INTRODUCAO

Este trabalho tem como objetivo apresentar uma proposta
de mudanca de paradigma no projeto de novos sistemas de
comunicagdo digital ponto-a-ponto através da utilizagdo do
invariante topoldgico género da superficie como sendo o
elemento fundamental para tal realizacdo. E por meio do
conhecimento deste invariante que se torna possivel estabe-
lecer as propriedades geométricas e algébricas das superficies
associadas a cada um dos blocos do modelo tradicional de um
sistema de comunicac¢do digital iniciando com o mergulho do
canal discreto sem memoria (DMC) em superficies (variedades
bidimensionais), [1].

Forney em [2] propds os cédigos geometricamente unifor-
mes (GU) (género g = 0, 1), a classe de codigos mais geral
contendo a grande maioria das classes de codigos conhecidos
até o presente momento. Em [3], a generalizacdo dos c6digos
GU foi estabelecida para superficies com género g > 2. Dentre
as propriedades dos cédigos GU, [2], mencionamos as duas
mais relevantes, quais sejam, todas as regides de decis@o sdo
congruentes e todas as palavras-codigo tem probabilidade de
erro iguais. O projeto e andlise de desempenho de constelacdes
de sinais foram consideradas em [4]-[7] para os cddigos
fuchsianos e [8] para a tesselagdo {10X,2A}, com X\ € {2k :

UTFPR, Campo Mourdo-PR, e-mail: erikapatricia@utfpr.edu.br
UNICAMP, Campinas-SP, e-mail: palazzojr@ gmail.com

k € N}, & > 1. Em [4] foi apresentado um esquema que
ilustra a dependéncia da probabilidade de erro associada a
constelacdo de sinais com o gé€nero da superficie (ou com
a curvatura seccional K de um espagco homogéneo) que
contém a constelacdo de sinais, e que o melhor desempenho
¢ alcangado quando consideramos superficies com curvatura
constante negativa.

Em [9], o objetivo foi de explicitar as condi¢des necessdrias
e suficientes para a determinacio da regido de uniformizacio
de uma dada curva hipereliptica, y?> = f(z), (correspondente
a superficie Riemanniana) através das solugdes linearmente
independentes da equacdo diferencial fuchsiana (EDF) asso-
ciada. O objetivo era o estabelecimento da relacdo entre os
parametros acessorios, c1,- -+ ,Cap—1, V€ja equagdo (4), de tal
forma que o grupo associado seja fuchsiano, denotado por I'g,
cujo poligono fundamental tem seus vértices no interior do
disco de Poincaré. Por se tratar de uma curva hipereliptica a
justaposicdo de dois desses poligonos resulta na regido de uni-
formizacdo pretendida. O correspondente subgrupo fuchsiano
associado, I', € tal que I' C I'y. Todavia, o que resultou foi o
estabelecimento do que se passou a denominar conjectura de
Whittaker, pois poucas curvas algébricas de género maior que
1 foram uniformizadas. Provavelmente, este fato é devido a
falta de um método pratico de se usar a propriedade fuchsiana
na determina¢do dos parametros acessorios.

Em [10], foi realizado um estudo detalhado das equagdes di-
ferenciais fuchsianas (EDFs) e a relagdo destas equagdes com
elementos da geometria hiperbdlica. Em especial, as EDFs
mais estudadas sdo as equacdes diferenciais hipergeométricas.

Como o regido de Voronoi (poligono fundamental da su-
perficie) decorrente do uso da EDF associada a uma dada
curva hipereliptica e, consequentemente, seus vértices estdo
contidos no interior do disco de Poincaré, implica em uma
drea menor que a se considerarmos os vértices estando na
fronteira do disco. Por outro lado, sabe-se que quanto maior a
area do poligono fundamental (regido de Voronoi), menor sera
a probabilidade de erro associada ao sinal em consideracao.
Sob esta consideracdo, o desempenho resultante, em termos da
probabilidade de erro da constelacdo de sinais, serd o melhor
possivel. Por ser uma abordagem nao realizada anteriormente,
referimos o leitor a [11].

Dessa forma, decorrem os seguintes resultados a serem
alcancgados:

o Determinagdo dos geradores do subgrupo fuchsiano, T,
associado a regido fundamental na qual a curva hipere-
liptica serd uniformizada;

« Estabelecimento de uma relagdo entre o grau da curva
hipereliptica e a tesselacdo da superficie gerada pelo
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subgrupo fuchsiano I' associado a curva hipereliptica e
decorrente das solugdes linearmente independentes da
EDF.

Este trabalho estd organizado da seguinte forma. Na Secdo II
apresentamos uma breve revisdo sobre conceitos fundamentais
necessdrios para o entendimento do contetido deste trabalho.
Na Secdo III apresentamos os resultados para a obtencdo do
grupo fuchsiano via a constru¢do proposta em [9], bem como
o trabalho desenvolvido por [12], que mostrou a validade da
conjectura de Whittaker para uma quantidade expressiva de
curvas algébricas. Na Secdo IV, mostramos como obter o
subgrupo fuchsiano associado a uma curva hipereliptica que
satisfaz a conjectura de Whittaker, tal que a respectiva regido
fundamental é o caso limite em relacdo ao que o desenvol-
vimento cldssico retrata. Como consequéncia da obtencdo da
regido fundamental, decorre a relagdo entre o grau da curva
hipereliptica e a tesselagdo associada a superficie gerada pelo
subgrupo fuchsiano. Finalmente, na Secdo V as conclusdes
sdo apresentadas.

II. PRELIMINARES

A. Elementos de geometria hiperbdlica

Quando consideramos superficies com género g > 2, a
correspondente geometria € a geometria hiperbdélica. Existem
quatro modelos nesta geometria, entretanto, consideraremos
somente dois deles, a saber, o modelo do semi-plano superior
H? = {z € C|Im(z) > 0} e 0o modelo do disco de Poincaré
D? = {z € C||z| < 1}, veja [13] para maiores informagdes.

Definicao 1: [13] As transformacdes identificadas em
PSL(2,R) = SL(2,R)/{+£I} sdo classificadas em trés tipos
de acordo com o valor assumido pelo valor absoluto do
traco da matriz. Seja T'(z) = Zzzj_'g a,b,e,d € 7, com
ad — bc = 1. Deste modo, 1" € uma transformagdo eliptica,
se Tr(T) = |a + d| < 2, uma transformagdo parabdlica, se
Tr(T) = |a + d| = 2, e uma transformagdo hiperbdlica, se
Tr(T) =la+d| > 2.

Definicao 2: [13] As transformagdes de Mobius sdo isome-
trias, que formam um subgrupo das isometrias do semi-plano
superior Isom (H?).

Definicao 3: [13] Uma tesselagdo regular do plano hi-
perbdlico é uma particdo consistindo de poligonos, todos
congruentes, sujeitos a restricdo de interceptar somente em
arestas e vértices, e também de ter 0 mesmo nimero de poli-
gonos encontrando em cada vértice, independente do vértice.
Portanto, existem infinitas tesselacdes regulares em H?.

Definicao 4: [13] Emparelhamento de arestas de um po-
ligono hiperbdlico regular P € um conjunto de isometrias
¢ = {T;|T € A} que, para cada aresta 7 € A : existe uma
aresta T = 7 e as isometrias T} e T, satisfazendo T, = T !
e se 7 é uma aresta de P entdo 7 = P NT ! (P).

B. Razdo cruzada

Defini¢iio 5: [13] Sejam zj,22,23,24 € C = C U {0}
tais que no maximo dois deles sejam iguais. Suponhamos que
22, 23, 24 sejam distintos dois a dois, e 1" uma transformacio

tal que T'(z2) = 1, T'(23) = 0 e T'(z4) = oco. Definimos a
razdo cruzada [z, 22, 23, 24] por

[Zla 22,23, Z4] = T(Zl)
Observacio 1: Se 21, 29, 23, 24 sdo finitos e distintos dois
a dois, entdo

(21 — 22) - (23 — 24)
(22— 23) - (24— 21)

[Zla 22,23, Z4] -

C. Equagdes diferenciais fuchsianas

As equacgdes diferenciais (ED) em que todos os pontos
singulares sd3o pontos singulares regulares sdo denominadas
equacoes diferenciais fuchsianas (EDFs) ou, simplesmente,
equacoes fuchsianas. Em especial, apresentamos os principais
resultados sobre as EDFs de segunda ordem.

Definicao 6: [14] A equacdo diferencial

y"(2) +p(2)y'(2) + q(2)y(2) = 0, (1)

é chamada equacdo diferencial fuchsiana de segunda ordem se
todo ponto singular no plano complexo estendido for regular,
isto &, se a singularidade em p(z) for um pélo simples e em
q(z) for no maximo um pdélo de ordem 2.

As solugdes da EDF sdo estabelecidas por meio do método
de Frobenius, [14]. Este método € mais geral, isto &, possibilita
o célculo das solucdes de uma EDF de ordem n em um ponto
singular regular.

Um exemplo de uma EDF ¢ a equacdo diferencial hiperge-
ométrica (EDH) dada por

1y (2) +[(a+B+1) 2 =]y (2) + apy(z) = 0.

Esta equacao possui trés pontos singulares regulares em z = 0,
z=1e z = o00. Sob o ponto de vista geométrico, temos um
tridngulo hiperbdlico com dois geradores, transformacdes de
Mobius, sendo uma translagdo e o outro uma rotagdo de 180
graus. Topologicamente, esta regido € identificada como uma
superficie de género g = 0 e, portanto, uma esfera.

Além disso, a EDH possui 24 solugdes, as solugdes associ-
adas a cada uma das singularidades da EDH sdo bem estabe-
lecidas e sdo escritas em termos da funcdo hipergeométrica.
Estas por sua vez, sdo descritas em termos da fun¢do gama
(tais fungdes podem ser vistas como uma extensdo meromorfa
da funcdo fatorial), veja [14].

z(z—

D. Uniformizacdo

Esta subsecdo estd baseada na referéncia [16], devido a
clareza de exposi¢do dos conceitos envolvidos. Para tanto,
considere o circulo dado por X2 + Y2 = 1. As duas formas
paramétricas associadas a esta equacdo sdo dadas por ¥ =
sinz, Y =coszeporY = 11222, X = %’ii Note que
X € uma funcdo assumindo dois valores de Y. Por outro lado,
na forma paramétrica, ambos X e Y sdo expressos em termos
de fungdes com valores tunicos, ou uniformes. Portanto, as
fungdes paramétricas uniformizam o circulo. Essas funcdes
sdo chamadas funcoes automorfas, veja [16].

Sejam f1(z), f2(2) duas fungdes automorfas (uma genera-
lizagcdo de fungdes do tipo circular, hiperbdlica, eliptica, etc),
pertencendo ao mesmo grupo e tendo o mesmo dominio de




XXXVIII SIMPOSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICACOES E PROCESSAMENTO DE SINAIS - SBrT 2020, 13-16 DE SETEMBRO DE 2020, FLORIANOPOLIS, SC

defini¢do. Entdo, existe uma relacdo algébrica G(f1, f2) = 0.
Se X ¢é uma funcdo algébrica de Y, definida pela relacdo
G(X,Y) = 0, entdo as fungoes X = fi1(z) e Y = fo(2)
uniformizam a func@o algébrica. Note que dados G(X,Y) =
Po(Y) X" +p1(Y)X™ 4+ +pp(Y) = 0, onde p;(Y) sdo
polindmios, e G(X,Y) é irredutivel, entfio para cada valor de
Y existem m valores distintos de X. Entdo, a superficie de
Riemann para X como uma fungdo de Y é uma superficie
fechada de dois lados com m-folhas e com um nimero finito
de pontos de ramificacdo, veja [16].

E. Fungées hiperelipticas

Recomendamos a referéncia [15] ao leitor interessado em
obter mais informagdes.

Definiciio 7: [15] Seja K um corpo e seja K o fecho
algébrico de K. Uma curva hipereliptica C' de género g,
(g > 1), sobre K é uma equagdo da forma:

C:v*+h(uv = f(u) em Klu,v], (2)

onde h(u) € Ku] é um polindmio com grau no maximo g,
f(w) € K[u] é um polindmio ménico de grau 2g + 1, e ndo
existem solugdes (u,v) € K x K satisfazendo simultanea-
mente a equacdo v2+h(u)v = f(u) e as equagdes de derivadas
parciais 2v + h(u) = 0 e hA'(u)v — f'(u) = 0. Um ponto
singular em C' é uma solugdo (u,v) € K x K satisfazendo
simultaneamente a equagdo v? + h(u)v = f(u) e as equagdes
das derivadas parciais 2v + h(u) =0 e h'v — f'(u) = 0.

Um exemplo de uma curva hipereliptica é a funco 32 =
f(z) com f(2) = 2% —224 — 723+ 822 + 122 = 2(2 +1)(2 —
3)(z+2)(z—2).

Curvas hiperelipticas formam uma classe especial de curvas
algébricas e podem ser vistas como uma generaliza¢do das
curvas elipticas. Existem curvas hiperelipticas para todos os
géneros g > 1. Uma curva hipereliptica de género g = 1 é
uma curva eliptica. O grau do polindmio determina o gé€nero
da curva: um polindmio com grau 2g + 1 ou 2g + 2 implica
que o género da curva € g.

FE. Constelagées de sinais geometricamente uniformes

Definicao 8: [3] Uma constelagdo de sinais € um subcon-
junto finito de sinais em um conjunto de sinais S.

Definicdo 9: [13] Uma figura geométrica S é um subcon-
junto de pontos em um espaco métrico £. Duas figuras geomé-
tricas S1 e S2 de um espago métrico £ sdo geometricamente
congruentes se existir uma isometria 7' : E — FE tal que
T(S1) = Sa. Neste caso, dizemos que S; e So tem a mesma
forma. Assim, uma isometria 7' que deixa invariante uma
figura geométrica S, isto é, T(S) = S, é denominada uma
simetria de S. O conjunto de simetrias de S, U(S), forma um
grupo sob a operacdo de composigdo, onde U(S) é chamado
o grupo de simetrias de S.

Definicao 10: [3] Um conjunto de sinais S é uma conste-
lag@o de sinais GU se para quaisquer dois pontos si, s2 € S,
existe uma isometria T € Isom(S) tal que T'(s1) = sq. Nesse
caso, dizemos que Isom/(S) age transitivamente em S, isto é,

Isom(sg) ={T(so): T € Isom(S)} = S.

Destacamos que S coincide com a 6rbita de sq.
Definicao 11: [3] Seja sp € S. O conjunto

Ry (so) ={z € E:d(zx,s0) < d(x,T(s0)), VT € Isom(S)}

¢ denominado regido de Voronoi associada ao sinal sg.

Ao restringirmos a definicao da regido de Voronoi associada
ao sinal sy a um dos dois modelos hiperbélicos, D? ou H?,
resulta na definicdo equivalente da regido de Dirichlet.

Teorema 1: [3] Se S é uma constelacdo de sinais GU,
entdo todas as regides de Voronoi sdo da mesma forma.

Por fim, apresentamos as condicdes para que uma conste-
lag@o de sinais GU esteja relacionada com um grupo.

Definicao 12: [3] Uma constelagdo de sinais GU S estd
casada a um grupo G se, existir uma aplicagao n : G — S,
denominada aplicacdo casada, tal que

d(n(a),n(b)) = d(n(e),n(a~"b)),

onde e é o elemento neutro de GG e d é uma distincia em S.

Va,b € G,

III. PROPOSTA DE WHITTAKER PARA A DETERMINACAO
DA REGIAO DE UNIFORMIZACAO DE UMA CURVA
HIPERELIPTICA

A determinagdo da regido de uniformizagdo de uma curva
hipereliptica por se tratar de um procedimento pouco difundido
e de muita relevancia em Teoria de Comunicacdes, tanto no
contexto algébrico (determinacdo da estrutura algébrica para
a realizacdo do casamento do cédigo corretor de erros a
constelacdo de sinais) como no contexto geométrico (espe-
cificacdo da regido de decisdo e, portanto, do processo de de-
codificagdo/demodulac¢do), é que apresentaremos o algoritmo
para a obtengdo dos geradores do grupo fuchsiano associado
a regido de uniformizacdo de uma curva hipereliptica, [9].
Nao s6 isso, mas que a referida regido de uniformizacdo é
a regido de decisdo, ou equivalentemente, a regido de Voronoi
associada a um sinal digital de uma constelagdo de sinais. O
procedimento inicia com o estabelecimento do que vem a ser
a conjectura de Whittaker. Como resultado da solucdo da EDF
temos o seguinte procedimento. Conhecidas as raizes de uma
dada curva hipereliptica, teremos que determinar as geodésicas
associadas as raizes subsequentes bem como os pontos médios
dessas geodésicas. Com isso, a transformacdo eliptica para
cada lado do poligono hiperbdlico é estabelecida. O conjunto
dessas transformacdes elipticas especifica os geradores do
grupo fuchsiano associado ao poligono resultante da curva hi-
pereliptica. Todavia, o interesse reside no estabelecimento dos
geradores do subgrupo associado a justaposi¢do de dois desses
poligonos. Para isso, é suficiente fixar uma das transformacdes
elipticas e calcular os produtos desta transformacdo eliptica
pelas demais. Esta regido € a que ird uniformizar a dada curva
hipereliptica. O resultado disso € a determinag¢do do nimero
de lados do poligono bem como do nimero de poligonos que
recobre cada vértice, ou seja, os valores de p e ¢ da tesselacdo

{p.q}

A. A conjectura de Whittaker

Conjectura 1 (Conjectura de Whittaker): Considere a
curva hipereliptica

y? = (2 —e1)(z —e2)...(z — eany2) = f(2). 3)
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A varidvel de uniformizacdo de (3) é o quociente de duas
solucdes linearmente independentes da equagdo diferencial
linear

2y 3 2n+2

yERaTADD

r=1

1 P(z)

(z—e€.)?  (z—e1)...(z — eant2)

y=0,

“)
onde P(z) = —(2n +2)22" + 2np 227 + 12272 + . +
Con—1>DP1 = D €p, € C1, ..., Cap—1 SAO constantes denominadas
pardmetros acessorios, que dependem das raizes da curva
hipereliptica e determinadas pela condicdo de que o grupo
associado seja fuchsiano, [9]. Assim, (4) pode ser reescrita
como

Py 3 [/ 2n+2) f(2)
dz? 16 [f(z) } n+1 f(2)
Whittaker, [9], confirma a validade dessa proposta ao obter
o grupo fuchsiano associado a regido de uniformizagdo da
curva y? = 2° + 1. Todavia, essa conjectura ndo pode ser
generalizada para qualquer curva algébrica. Até onde é de
nosso conhecimento, Rankin em [12] estabelece um conjunto
com o maior nimero de curvas algébricas para as quais a
conjectura é vdlida, isto é, curvas da forma y™ = 2P(zVN —1)",
onde m, p, N e r sdo inteiros positivos. Uma vez especificada
a EDF, o procedimento consiste em realizar mudancas de
varidveis necessdrias para a obtencdo da equacdo diferencial
hipergeométrica (EDH) associada. Em seguida, procede-se em
direcdo a obtencdo do quociente de duas solugdes linearmente
independentes da EDH, conduzindo a obtencdo das transfor-
magdes de Mobius, mais especificamente, dos geradores do
grupo fuchsiano.

y=0.

IV. DETERMINACAO DA REGIAO DE UNIFORMIZACAO DE
UMA CURVA HIPERELIPTICA

z

O objetivo nesta se¢do é estabelecer uma relagdo entre o
grau de uma curva hipereliptica e os parametros da tesselacio
{p,q} da superficie associada tendo como elemento bdsico
a determinagdo da regido de uniformizagdo da referida curva
hipereliptica.

Para a determinagdo dessa regido de uniformizagdo, o
encaminhamento adotado foi o de fazer uso da EDF para a
obtencao dos geradores do grupo fuchsiano associado a regido
de uniformizag@o da curva hipereliptica, [9]. Ressaltamos que
0 nosso interesse estd em curvas hiperelipticas cujas raizes
sdo distintas, que estejam em D2, e que tais raizes sejam os
vértices de um poligono regular (todos os lados iguais) ou
quase-regular (apenas um lado diferente) conforme serd visto
nas préximas secOes. Para maiores detalhes, veja [17].

A. Algoritmo para a determinagdo dos geradores do grupo
fuchsiano

Nesta subsec¢do, apresentamos um algoritmo para a determi-
nacdo dos geradores do grupo fuchsiano associados a regido
que uniformizard a dada curva hipereliptica. Dada a limitacdo
de espaco, indicamos a referéncia [11] para as justificativas de
cada passo do algoritmo em consideracdo.

P1- Dada uma curva hipereliptica, determinar suas raizes;

P2- Determinar as geodésicas associadas as raizes subsequen-
tes bem como os pontos médios dessas geodésicas;

P3- Para cada lado do poligono hiperbdlico, determinar a

transformagao eliptica,
az+b a b
Sj(z)_cz—Fd Sj_<c d)

comad—bc =1, [tr(Sj)| <2ej=1,...,n e verificar
se S;8; =1d ;

P4- Os geradores do grupo fuchsiano sdo especificados por
S;,7=1,...,n, onde n é o grau da curva hipereliptica;

P5- Fixar uma das transformagdes elipticas, por exemplo Sk,
e calcular os produtos S.S;, para todo j # k;

P6- Verificar se as transformagdes Sy S;, calculadas em PS5,
s@o hiperbdlicas;

P7- Os geradores do subgrupo fuchsiano aasociados a regido

fundamental sdo especificados por (Sk.S;), com k fixo e
para todo j # k.

Chamamos a atencdo ao fato de que o objetivo reside
no estabelecimento de uma relagdo entre o grau da curva
hipereliptica e o nimero de lados do poligono associado a
regido fundamental e ndo na determinagdo da varidvel de
uniformizacdo. Devido a limitacdo de espago consideraremos
a curva hipereliptica y? = 26 + 25 + 24 + 23 + 22 + 2 + 1
como exemplo.

Exemplo 1: Dada a curva hipereliptica y? = 26 + 25 +
24+ 23+ 22+ 2+ 1, de género 2, ap6s aplicarmos o algoritmo
obtemos as transformacdes elipticas como solugdes da EDH
e tais que atuam nas correspondentes arestas do poligono
hiperbdlico, veja Figura 1.

[, — —2:30iz+(=2.0240.46i)  r7 _ 2.30iz+(1.62+1.20i)
1= [=2.02—0.46i)z+2.30i > ~2 (1.6271.(291')272.301')
_ —2.3047iz—2.08: _ 2.30iz+(—1.624+1.29i
Us = =5 08i=42.300 > Us = (—1.62—1.291)2—2.307
Us — =2:30i2+(2.0240.460) U. — L.28i2=0.79
5 = T(2.02—0.467)242.307 * 6 = 0.79i2—1.28:"

Portanto, os geradores do grupo fuchsiano associado a curva
hipereliptica dada sdo Uy, Us, Us, Uy, Us e Ug. Topologi-
camente este poligono de 6 lados com os correspondentes
geradores representam uma superficie de género g = 0. Como
o poligono em D? formado pelas raizes da curva hipereliptica
y2 = 20+ 25 + 24 + 23 4+ 22 + 2 4+ 1 é quase-regular, a
aresta a ser fixada € a associada a transformacgdo Ug, veja
Figura 1. Assim, os geradores do poligono fundamental que

uniformizard a curva hipereliptica sdo dados por

_ (2.58+1.61i)z+(1.25—2.59)
UsU1 = 1.25+2.59i)z+(2.58—1.614) ’
—3.98—1.201)z+(—3.49+2.084)

UsUs = —3.49—2.081)z+(—3.98+1.297) ’
U U — .60z+4.49

o [ TRk 3.49—2.084
UsU, = (—3.98+1.29¢)z+(—3.49—2.0817)

—3.49+2.08i)z+(—3.98—1.29i)’
Unl — (2:58-1.61i)2+(1.25+2.59)
6Y5 = (1.25-2.597)2+(2.58+1.614) *

A Figura 1 ilustra a regido fundamental (poligono hiperbd-
lico regular de 10 lados) que uniformizard a curva hipereliptica
dada.



XXXVIII SIMPOSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICACOES E PROCESSAMENTO DE SINAIS - SBrT 2020, 13-16 DE SETEMBRO DE 2020, FLORIANOPOLIS, SC

Fig. 1. Regiao Fundamental associada a curva y2 = 26 + 2% 4+ 2% + 23 +
22 4+ 2+ 1 em D?

B. Relacdo entre o grau da curva hipereliptica e a tesselacdo
associada

Esta subsecdo tem por objetivo mostrar a existéncia de
uma relacdo entre o grau de uma dada curva hipereliptica
e as possiveis tesselacdes regulares que poderdo conduzir a
obten¢do de grupos fuchsianos aritméticos associados.

Chamamos a atencdo as condi¢des a serem satisfeitas: o
poligono cujos vértices sdo as raizes da curva deve ser regular
ou quase regular. Desta forma, a regido fundamental nos
dois casos serd um poligono regular, denominado poligono
fundamental. O emparelhamento das arestas resulta na trans-
formacdo de Mobius, ou equivalentemente, em cada gerador
do grupo fuchsiano associado. A atuac¢do dos elementos desse
grupo na regido fundamental conduz ao recobrimento do plano
hiperbdlico e mais que isso, serd um particionamento do
plano hiperbdlico se tais poligonos fundamentais ndo tiverem
sobreposi¢ao.

Além disso, dentre as infinitas tesselacdes no plano hiper-
bélico, destacamos as tesselagdes {4g,4g}, {49 + 2,29 + 1}
e {129 — 6,3}, onde g =0,1,2,..., é o género da superficie
associada. Estas tesselagdes sdo as mais importantes para a
codificacdo de canais tanto na teoria da codificacdo classica
quanto na teoria da codificacdo quantica.

Note que, dada uma curva hipereliptica de grau n cujas
raizes apresentam um arranjo simétrico em D2, onde n €
IN e n > 5, formam um poligono regular de n lados.
Consequentemente, a regido fundamental que uniformizara
a referida curva hipereliptica serd um poligono regular de
p = 2n — 2 lados. Todavia, a determinacdo do valor de ¢
associado a tesselac@o hiperbdlica {p, ¢} terd que satisfazer a
desigualdade (p — 2)(q —2) > 4. Com isso, temos o seguinte
resultado.

Proposicao 1: Considere uma curva hipereliptica de grau
n, com n raizes distintas em D?, formando um poligono
hiperbélico regular de n lados. Da justaposi¢do de dois desses
poligonos resulta em um poligono com p = 2(n — 1) lados.
Se o grau da curva é

1) 29 + 1 entdo a tesselagdo associada é {4g,q}, onde ¢
satisfaz (4g — 2)(q — 2) > 4;
2) 2g -+ 2 entdo a tesselagdo associada é {4g + 2, ¢}, onde

q satisfaz 4g(q — 2) > 4;
3) 69 —2 entdo a tesselagdo associada é {129 — 6, ¢}, onde
q satisfaz (129 — 8)(q — 2) > 4;
onde g é o género da superficie associada.

V. CONCLUSOES

Para as curvas hiperelipticas de interesse pratico e satisfa-
zendo a conjectura de Whittaker, foi apresentada uma forma
sistemdtica de determina¢do do grupo fuchsiano associado
a esta curva, bem como do subgrupo fuchsiano associado
a regido fundamental (regido de Voronoi) que uniformizara
a referida curva hipereliptica. Esta regidao € o caso limite
em relacdo ao desenvolvimento cldssico. Além disso, foi
estabelecida uma relacdo entre o grau da curva hipereliptica
e a tesselagdo associada & superficie gerada pelo subgrupo
fuchsiano.
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