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Aproximacdes Estatisticas para Enlaces Opticos no
Espaco Livre com Multiplos Transceptores

Pedro Lopes Ismerim Medina, Francisco Raimundo Albuquerque Parente
e José Candido Silveira Santos Filho

Resumo— Sistemas de comunicacoes opticas no espaco livre
tém despertado interesse crescente devido a sua alta taxa de
transmissdo e a seu baixo custo de instalacdo. O canal desses
sistemas é o ambiente atmosférico, cuja turbuléncia pode ser
bem modelada pela distribuicio gama-gama. Para mitigar as
flutuacoes de sinal decorrentes de tal turbuléncia, uma técnica
comum ¢é a combinacio por ganho igual de miiltiplas transmissoes
simultineas, cuja analise matematica é em geral complicada.
Isso tem motivado a busca por aproximacées mais simples.
Neste trabalho, sdo propostas aproximacoes assintoticamente
otimas para estatisticas de saida de enlaces opticos no espaco
livre com miltiplos transceptores. Para isso, um método co-
nhecido como casamento de assintotas é empregado. Resultados
numeéricos ilustram que as aproximacoes propostas oferecem um
ajuste superior aquelas da literatura sob regime de média a
alta relacdo sinal-ruido, regido de maior interesse pratico para
sistemas de comunicacoes.

Palavras-Chave— Casamento de assintotas, Combinacdo por
ganho igual, Comunicacgoes opticas no espaco livre, Distribuicio
gama-gama.

Abstract— Free-space optical communications systems have
attracted increasing interest because of their high transmission
rate and low installation cost. The channel of these systems is the
atmospheric environment, whose turbulence can be well modeled
by the gamma-gamma distribution. In order to mitigate the signal
fluctuations caused by such turbulence, a common technique is
the equal-gain combining of multiple simultaneous transmissions,
whose mathematical analysis is often complicated. This has moti-
vated the search for simpler approximate solutions. In this work
we propose asymptotically optimal approximations for output
statistics of free-space optical links with multiple transceivers. To
this end, a method known as asymptotic matching is employed.
Numerical results illustrate that the proposed approximations
offer a fit better than those approximations available in the
literature under regime of medium to high signal-to-noise ratio,
a region of most practical interest for communications systems.

Keywords— Asymptotic matching, Equal-gain combining,
Free-space optical communications, Gamma-gamma distribution.

I. INTRODUCAO

Em sistemas de comunicagdes Opticas no espaco livre (FSO,
do inglés free-space optical communications), o processo de
comunicagdo ¢é realizado por meio de lasers, no transmissor,
e fotodetectores, no receptor. Ao longo do trajeto aéreo, o

sinal transmitido estd sujeito a turbuléncia atmosférica, por
conta de variagdes no indice de refracdo do ar decorrentes
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de heterogeneidades de temperatura e pressdo, bem como
de chuva, neblina e poluicdo. O efeito dessa turbuléncia
atmosférica sobre o sinal dOptico pode ser modelado como
uma atenuacdo aleatéria descrita por uma distribuicdo de
probabilidade. Na literatura, existem diversos modelos para
caracterizar esse efeito, com destaque para a distribuicdo
gama-gama (G-G), capaz de se ajustar bem para diversas
condicdes atmosféricas [1].

Como efeito da turbuléncia atmosférica, o nivel do sinal
recebido apresenta flutuagdes ao longo do tempo, reduzindo a
confiabilidade do sistema [1], [2]. Normalmente, a fim de me-
lhorar a qualidade da comunicag@o, empregam-se varios lasers
no transmissor e varios fotodetectores no receptor, de modo
que os sistemas apresentam miultiplas entradas e multiplas
saidas (MIMO, do inglés multiple-input multiple-output). Os
sinais recebidos por cada fotodetector sdo combinados no
receptor, de modo a produzir um sinal mais confidvel que cada
sinal recebido individualmente. Para isso, diferentes técnicas
podem ser usadas, como combinagdo por selecdo pura (SC, do
inglés selection combining), combinagdo por razio mdaxima
(MRC, do inglés maximal-ratio combining) ou combinacio
por ganho igual (EGC, do inglés equal-gain combining). Neste
trabalho, emprega-se a técnica EGC, comumente usada por sua
simplicidade e bons resultados, em que a saida € a soma das
multiplas réplicas recebidas. O sinal resultante nesse caso pode
ser modelado como uma soma de varidveis aleatérias (VAs),
cuja caracterizagdo estatistica em termos da funcdo densidade
de probabilidade (PDF, do inglés probability density function)
ou, equivalentemente, da func¢do distribuicdo acumulada (CDF,
do inglés cumulative distribution function) possibilita avaliar
o desempenho do sistema [2], [3].

Sabe-se que a formulagdo exata da PDF e da CDF de somas
de VAs depende de integrais multidimensionais [4]. Essas
integrais apresentam em geral dificil tratamento matemaético,
e mesmo sua avaliacio por meio de rotinas numéricas se
mostra invidvel a2 medida que a quantidade de VAs na soma
aumenta (cinco ou mais termos, por exemplo). Isso tem
motivado a busca por métodos aproximados mais simples na
literatura. Em particular, aproximacdes para somas de VAs
do tipo G-G foram propostas usando a fungdo geradora de
momentos [5] e a aproximacdo de Padé [6]. A partir de um
método tradicional conhecido como casamento de momentos
[7], uma aproximagdo para a soma de VAs G-G usando uma
VA «a-p foi proposta por Peppas [2]. Apesar de largamente
usado na literatura, o casamento de momentos nido garante
um bom ajuste para regimes de média a alta relagdo sinal-
rufido (SNR, do inglés signal-to-noise ratio). No entanto,
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¢ justamente essa a regido de maior interesse pratico para
sistemas de comunicagdes, pois nela métricas de desempenho
importantes como taxa de erro de bit e probabilidade de
interrup¢do operam em niveis apropriados [8], [9].

Neste trabalho, s@o propostas aproximagdes estatisticas de
saida para sistemas FSO com ajuste assintoticamente 6timo
em alta SNR. Tal ajuste é garantido por meio de um método
recente denominado casamento de assintotas [9], [10]. Além
disso, considera-se um cendrio em que os multiplos ramos
de entrada do combinador podem ser modelados por VAs
independentes com parametros arbitrarios. Conforme atestado
pelos resultados numéricos, a abordagem proposta supera o
método de casamento de momentos explorado por Peppas [2].

No texto que segue, Prob(:) representa probabilidade;
fy(+), PDF; F(y(-), CDF; E[-], valor esperado; I'(-), a fungdo
gama; K,(-), a fun¢do de Bessel modificada do segundo
tipo e ordem v; e “~”, assintoticamente igual a, ou seja,

f(2) ~ glx) = limg o f()/g(z) = 1.

II. FORMULACAO DO PROBLEMA

Com o intuito de abordar um cendrio geral, seja um sistema
FSO com L transmissores e N receptores, em que o feixe
transmitido por cada um dos transmissores é recebido em todos
os receptores. Conforme discutido na préxima se¢do, o canal
entre cada transmissor e cada receptor € modelado como uma
VA Iy, em que | € {1,...,L} en € {1,...,N}. Dessa
forma, a saida resultante R do sistema pode ser expressa por

L N
R=>">"I,. )

=1 n=1
Para caracterizar o desempenho de sistemas FSO em termos
de métricas importantes como probabilidade de interrupcao
(Pout), € necessdrio a principio conhecer a PDF ou a CDF
da soma R. No entanto, a formulacdo exata geral de tais
estatisticas se mostra por vezes invidvel, o que tem motivado
a busca por aproximagdes mais simples. Assim, € oportuno
investigar aproximacdes que descrevam o comportamento es-
tatistico da soma na regido de maior interesse pritico, ou seja,
em alta SNR média. Neste trabalho, propde-se aproximar a
soma R usando uma VA R tal que ambas sejam assintotica-
mente idénticas em regime de alta SNR. Antes disso, porém,
¢ importante descrever o modelo de canal 6ptico considerado,

como detalhado a seguir.

III. MODELO DE CANAL

Seja um sistema MIMO FSO com L transmissores en-
viando bits de informagdo s € {0,1} para N receptores.
Em particular, as diferentes VAs I;, s@o consideradas in-
dependentes, o que corresponde a transceptores separados
na ordem de centimetros e a enlaces Opticos maiores que
poucos quildometros [3]. Empregando-se EGC no receptor para
melhorar o desempenho do sistema, o sinal de saida resultante
s, pode ser expresso por [2, Eq. 13]

L N
sn
[ Iin B 2
s LNIN;Z—H} (2)

em que 1 é o coeficiente de conversdo Optico-elétrico, e v é
o ruido gaussiano branco de varifincia Ny/2. Além disso, a
SNR instantanea é dada por

,’72 R2

7= IENZN, 3)

e a SNR média, por'
1’ E[R’]
L2N2Ny'

A fim de descrever as flutuagdes aleatdrias causadas pelo
efeito de turbuléncia no sinal recebido, uma distribuicao
comumente usada é a G-G, que se ajusta bem para diferentes
condi¢des atmosféricas. Em particular, sua PDF f7, (-) é dada
por [1, Cap. 2, Eq. (43)]

2(klnmln)%(kln+mln) I 3 (kip+myn)—1
() = 24 (+)
Ilnr (kln)r(mln) Iln

| I
X K=y, <2 klnmlnll> , ©)

e seus enésimos momentos E[I},"] sdo expressos por [2, Eq.

]
E[Ilnn] _ (kl%:nln )

7= “)

" (n A+ ki) T (n 4 mun)
U (ki) T (mun) 7

(6)

em que I, é o valor médio de I;,, e os termos k;,, € my,, sdo
calculados a partir de pardmetros fisicos do sistema [1], [11].

Outro fator importante para caracterizar o canal de
comunicagdo 6ptico € o fndice de cintilagio o2 . Esse indice
estd diretamente associado as condi¢des atmost&ricas e repre-
senta o nivel do efeito de turbuléncia a que o sinal estd sujeito.
Para 07 < 1,07 ~1e o} > 1, consideram-se regimes
de turbuléncia fraca, moderada e forte, respectivamente, o que
pode ser determinado por [1, Cap. 2, Eq. (45)]

1 1 1
O-?ln = m + + . (7)

Min klnmln

A andlise de desempenho do sistema FSO considerado
depende de estatisticas como a PDF ou a CDF de somas.
Devido a dificuldade analitica de obter tais estatisticas em
forma fechada, algumas aproximacdes t€m sido propostas,
conforme discutido a seguir.

IV. SOLUCOES EXISTENTES

2

Nesta secdo, é apresentado o método tradicional de ca-
samento de momentos, que tem sido amplamente usado na
literatura para obter aproximagdes estatisticas. Inicialmente, a
formulagdo exata geral para as estatisticas de somas de VAs
¢ revisitada.

A. Solugdo Exata
De forma a simplificar a notagdo em (1), seja

LN
R=Y"1I. ®)
i=1

Para somas de VAs positivas, como é o caso ora considerado,
a solucdo exata geral é dada através de uma formulacdo
conhecida como Integral de Brennan [4]. Assim, a PDF fr(-)
da soma exata R pode ser obtida como

T r—IpN szf’:]\g I;
wir— [ [
0 0 0

LN
f[lw_,[LN <’I‘ — Z.[i,[27 .. .,ILN> d]z .. .dILNfldILN.
=2
©)

'Note que foi usada a definicdo tradicional de SNR média, diferentemente
de Peppas [2].
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Note que a formulagdo em (9) é expressa como uma
integral multidimensional da PDF conjunta dos termos da
soma. Assim, & medida que o nimero de VAs na soma
aumenta, essa abordagem em geral se torna complicada, ndo
admitindo solu¢do em forma fechada. Além disso, o uso de
rotinas numéricas de integragdo também se mostra compu-
tacionalmente invidvel. Para superar essa limitacdo, algumas
solugcdes aproximadas tém sido propostas na literatura.

B. Solugcdao Aproximada

Para contornar as dificuldades inerentes a solugdo exata,
alguns trabalhos na literatura t&€m proposto aproximacdes para
somas de VAs. Nesse contexto, um método amplamente usado
é o casamento de momentos, que consiste em relacionar o
enésimo momento da soma exata /2 com o respectivo enésimo
momento da soma aproximada R. No caso mais simples, isso
pode ser obtido por [9, Eq. (7)]

E[R"] = E[R"]. (10)

De forma similar, Peppas [2] propds aproximar a soma exata
de VAs G-G por uma VA «-u, que possui PDF f;(-) dada
por [12, Eq. ()]

ajifirar=t ( Nra>
p(r) = —=————exp | — (=
fa(r) arg) P\ g

e enésimo momento expresso por [12, Eq. (5)]
s (O T (2 +R)
ER" | == — ",
. (u) N
emque @ > 0, Q = E[RY] e i £ O?/V[R?] sio os parimetros
da distribuic@o. Esses pardmetros foram ajustados de modo que

os momentos de primeira, segunda e quarta ordens da VA a-u
satisfizessem o sistema de equagdes [2, Eqgs. (7)—(9)]

an

12)

E[R%% Uj}é?[R] T L@ (l]F_Z %‘341?)2 Gro W
E[RIE] —UTE?] [’ ~ T(@)T (gi (M)+ })2 EEI
em que E[R], E[R?] e E[R"] podem ser obtidos a partir dos

momentos das VAs I; em (8) por [13, Eq. (6)]

ni NMLN-—-2
Z Z Z n ni NLN-2
n1=0mn2=0 nrN—1=0 1 nz PLN-1
xE[IF"™E[I5 "] E[I 5] (14)

Apesar de fornecer um bom ajuste em regime de baixa a
média SNR, o casamento de momentos ndo garante um desem-
penho 6timo na cauda da distribui¢o. Esta regido corresponde
ao regime de alta SNR, sendo portanto de maior interesse
pritico em sistemas de comunicacdo. Para contornar essa
dificuldade, é oportuno usar uma técnica recente conhecida
como casamento de assintotas.

V. APROXIMACOES PROPOSTAS

Nesta secdo, aproximacdes estatisticas usando o método
de casamento de assintotas sdo propostas para o sistema
FSO considerado.

A. Preliminares

Uma forma de garantir um ajuste assintoticamente 6timo
em alta SNR consiste em usar casamento de assintotas. Nesse
método, os pardmetros da distribui¢do aproximada sdo ajus-
tados de modo que o seu comportamento na origem coincida
com o correspondente da soma exata. Assim, a assintota da

PDF aproximada fj(r) ~ aor deve ser igual a assintota da

PDF da soma exata fr(r) ~ apr?, em que ag, by, ag € by
sdo constantes. Isso pode ser obtido fazendo-se [9, Eq. (6)]

C~L0 = aop (15a)
(15b)

A fim de explorar o casamento de assintotas no cendrio
FSO ora considerado, € necessario obter a assintota da PDF
da soma exata em (8). Para isso, seja a expansdo em série de
poténcias da PDF marginal f7,(-) de I; expressa por

oo
b b,
=Y aigl" ~aiol"e,
=0

em que as poténcias b; ; estdo organizadas em ordem cres-
cente. Para obter a caracteriza¢do assintética de I;, usa-se a
funcdo de Bessel modificada de segundo tipo e ordem v dada
por [14, Eq. (51:6:1)]

K (2) ;{ )Y A

J:O

(16)

2/2 2] v 2 2j+v

> Z
11 =v); Z 11+
Jj=0

(17)

em que (a); = I'(a + j)/T(a) denota o simbolo de Pochham-

mer, e v ¢ Z. Assim, substituindo-se (17) em (5), os termos

assintdticos a; o € b; o das PDFs G-G marginais em (16) sdo
obtidos como

a;,0 = {(k F()’f‘i)l"((mi)k | s ki >my (18a)
¢ iy ‘i m; —k;
T Trmy 0 k<

m; — 1, ki > m;
i,0 = 1
b,o {kil, k; < m;. ( Sb)

A partir de (18), os termos assintéticos ag e by da PDF da
soma exata sdo dados por [9, Eq. (4)]

-1 m;
[r (Zg m)] [I2Y Gama il om) g g,
ap =
-1 . VEi .
[0 (S5 k)] I Gemanrtmackd <,
(19a)
1+ ma, ki > ma
bo = (19b)

-1+ ZLN ]Cl, k: < m;.

Uma vez que (19) determina a assintota da PDF da soma
exata, resta obter a assintota da PDF aproximada. Neste traba-
lho, propde-se aproximar a soma usando-se as distribuicdes
(i) a-p, (i) Weibull e (iii) gama. A razdo de (i) é que
a distribuicdo a-p € generalizada e apresenta um grau de
liberdade a mais do que (ii) e (iii), além de ser uma boa
candidata para aproximar a soma de G-Gs [2]. J4 a razdo de (ii)
e (iii) € que as distribui¢des Weibull e gama sdo mais simples
que (i) e podem conduzir a solu¢gdes em forma fechada para
os parametros de ajuste, conforme ja observado na literatura

(71, [9].
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B. Aproximagdo a-p

A primeira solucdo proposta consiste em aproximar a
soma exata por uma VA do tipo a-u, cuja PDF é dada em
(11). Expandindo-se a PDF «a-u em série de Maclaurin e
extraindo-se o primeiro termo, as constantes que determinam
sua assintota sdo obtidas como

5
do = b (20a)
QAL (R)
bo = &ji — 1. (20b)

Uma vez que a distribuigdo -y possui mais de dois
pardmetros de ajuste, e o casamento de assintotas sé fornece
duas equacgdes, € necessdria mais uma equacgdo para completar
o sistema. Neste trabalho, propde-se obter a terceira equacao
através do casamento de um dado (enésimo) momento da
soma exata com o respectivo momento da soma aproximada.
Portanto, substituindo-se (20) e (19) em (15), bem como (12)
e (14) em (10), obtém-se um sistema transcendental de trés
equagdes e trés incognitas.

Apesar de ser uma boa candidata para aproximar somas
de G-Gs, a distribuicdo a-p em geral conduz a sistemas
de equacdes transcendentais, cuja solu¢do depende de ro-
tinas numéricas. Dado o custo computacional envolvido, é
oportuno investigar distribuicdes candidatas mais simples, as
quais em geral conduzem a solugdes em forma fechada.

C. Aproximagdo Weibull

A segunda solug@o proposta consiste em aproximar a soma
exata usando uma VA do tipo Weibull. Note que a distribuicao
Weibull € obtida a partir da a-p4 com g = 1. Assim, os termos
assintdticos da PDF Weibull podem ser obtidos de (20) como

(21a)

ao =

o}l folli=)

bo =a — 1. (21b)

Logo, substituindo-se (21) e (19) em (15), e resolvendo-
se o sistema de equagdes para os parametros de ajuste & e
) da distribuicio Weibull, obtém-se a seguinte solugdo em

forma fechada:

~ ZL_]\i ms, ki > m;
a = = 22a
LN -1 LN LN
kim;) i D (k; —my
~ |:H %] F(ZWLL)ZMZ, k1>m1
Q= Li=1 i=1 i=1

LN o hrom e ] (LN Ly
[H %} r(zki)zki, i < ms.
i=1 i=1 =1

(22b)

D. Aproximagcdo Gama

A terceira solugdo proposta consiste em aproximar a soma
exata usando uma VA do tipo gama. De forma similar a
distribuicio Weibull, note que a distribuicio gama é obtida
a partir da a-p com o = 1. Assim, os termos assintéticos da
PDF gama podem ser obtidos de (20) como

L
L (23a)
QT (1)
bo=f—1.

ao =

(23b)

Exata
— Aproximagcdo de Peppas [2]
- Aproximagao proposta a—u

F--@-- Aproximagao proposta gama
|- Aproximagao proposta Weibull

PDF, fg (1)

-100 -80 -60 -40 =20 . 0 20 40
Intensidade, r (dB)

(a) PDF em termos da intensidade do sinal.

=1
>

1072,

1074,

Exata

1078 E-o— Aproximagio de Peppas [2] %

|- Aproximagdo proposta a—u "\

|- Aproximagdo proposta gama  \\

107'%%... Aproximagdio proposta Weibull  \§
. . .

Probabilidade de Interrupgao, Poyt
)

0 10 20 30 40 Sb 60
SNR Média, 7 (dB)

(b) Probabilidade de interrupcdo em termos da SNR média.

Fig. 1: Situacdo de turbuléncia fraca com pardmetros de canal
ki = 3,66 e m; = 3,28 tais que o7 = 0,66, Vi.

Logo, substituindo-se (23) e (19) em (15), e resolvendo-se
o sistema de equagdes para os pardmetros de ajuste i e () da
distribuicdo gama, obtém-se a solu¢do em forma fechada:

~ Z,Li\i mi, ki >my
= i= (24a)
1
LN (kim;)™iD(ki—m;) |~ TEN m; LN )
0= [Hizl %] BT Y ma, ki > m

1
LN (kgmy)*iD(m;—k)] ™ SN k; \~LN
|:Hi=1 %] Dimi ke SN Ky ks < omg.
(24b)

VI. RESULTADOS NUMERICOS

z

Nesta secdo, € avaliado o desempenho das aproximagdes
para diferentes cendrios FSO com EGC. As solug¢des propostas
sdo comparadas com a obtida por Peppas [2] e com a solucdo
exata (avaliada numericamente via (9) usando o software
Mathematica). Por simplicidade, foram considerados canais
I; modelados por VAs G-G independentes e identicamente
distribuidas com E [I;] = 1, ¥i. Em todas as figuras, sdo usados
L =1e N =3, bem como n = 2 em (10) para a aproximagio
a-p, via casamento de assintotas.

As Figs. 1a, 2a e 3a mostram as curvas de PDF em termos da
intensidade do sinal resultante para niveis de turbuléncia fraca,
moderada e forte, respectivamente. Nesse caso, vale ressaltar
que a cauda esquerda corresponde & alta SNR média [8], [9],
regime de maior interesse pratico. Nessa regido, note que as
solucdes propostas (usando casamento de assintotas) oferecem
um ajuste assintoticamente 6timo, diferentemente da solucio
obtida por Peppas [2] (usando casamento de momentos), que
tende a divergir da solug¢do exata, principalmente em regime
de forte turbuléncia (veja a Fig. 3, por exemplo).
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100 Exata

|—o— Aproximagdo de Peppas [2]
Aproximagdo proposta a—u
Aproximagao proposta gama
Aproximagdo proposta Weibull

PDF, fz (r)

1078,

1071[),
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(a) PDF em termos da intensidade do sinal.
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Exata
Fo— Aproximagio de Peppas [2]
Aproximagdo proposta a—u
Aproximagdo proposta gama

-~ Aproximagdo proposta Weibull

0 10 20 30 40 50 60
SNR Média, 7 (dB)

Probabilidade de Interrupgao, Poyt

(b) Probabilidade de interrup¢do em termos da SNR média.

Fig. 2: Situacdo de turbuléncia moderada com parametros de
canal k; = 2,54 ¢ m; = 2,11 tais que 07 ~ 1,Vi.

Uma métrica importante para avaliar o desempenho de siste-
mas de comunicagdes é a probabilidade de interrupcao Py £
Prob(y < 7m), em que 7y denota SNR limiar. Usando-se (3),
obtém-se Py, = Prob (R < W) =Fgr (W), que
a partir de (4) se reduz a Py, = Fr (,/E[R?] %) As Figs. 1b,
2b e 3b mostram as curvas de probabilidade de interrup¢io em
termos da SNR média para niveis de turbuléncia fraca, mode-
rada e forte, respectivamente, e v, = 1. Conforme esperado,
as solugdes propostas oferecem um ajuste assintoticamente
6timo, ao contrdrio da solucdo obtida por Peppas [2], que tende
a divergir da solucdo exata em alta SNR.

Note que a aproximagdo proposta a-p apresenta um grau
de ajuste melhor do que as aproximagdes propostas Weibull e
gama. Em contrapartida, a distribui¢do a-p depende em geral
de sistemas de equagdes transcendentais para determinar os
pardmetros de ajuste, diferentemente das distribuicdes Weibull
e gama, que conduzem a solucdes simples em forma fechada
e evitam, portanto, a necessidade de rotinas numéricas.

VII. CONCLUSAO

Neste trabalho, foram propostas aproximacdes estatisticas
assintoticamente Gtimas para sistemas FSO com multiplos
transceptores. Como mostrado pelos resultados numéricos, a
abordagem proposta oferece um excelente ajuste em regime
de média a alta SNR, regido de maior interesse pratico para
sistemas de comunicacdo. Em trabalhos futuros, pretende-
se estender a andlise para outros cendrios de turbuléncia
atmosférica e outras técnicas de diversidade.
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