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Sobre a matriz de quadricovariancia: defini¢ao,
propriedades e aplicacdo

Flavio R. M. Pavan e Maria D. Miranda

Resumo— Em problemas multivariados, estatisticas de ordem
dois s3o naturalmente representadas por uma matriz de co-
variancia. Decomposicoes dessa matriz sdo tteis, por exemplo,
nos contextos de estimacio espectral e analise de componentes
principais. Representacdes matriciais de estatisticas de ordem
superior, por outro lado, ndo possuem uma definicdo direta.
A matriz de quadricovaridncia, proposta inicialmente no con-
texto de analise de componentes independentes, ¢ uma possivel
representacio de estatisticas de ordem quatro. Embora possua
aplicacdes relevantes, seu entendimento nao é tao evidente. Neste
artigo, revisita-se a definicio de matriz de quadricovariancia
para variaveis aleatorias reais e abordam-se suas propriedades
e uma aplicacdo. Vislumbra-se que essa abordagem possibilite
melhor compreensao e aproveitamento de técnicas baseadas em
estatisticas de ordem superior.

Palavras-Chave— Matriz de quadricovariincia, estatisticas de
ordem superior, analise de componentes independentes.

Abstract— In multivariate problems, second-order statistics are
naturally represented by a covariance matrix. Factorizations of
this matrix are useful, for instance, in the contexts of spectral
estimation and principal component analysis. Matrix represen-
tations of higher-order statistics, however, are not straightfor-
wardly defined. The quadricovariance matrix, initially proposed
in the context of independent component analysis, is a possible
representation of fourth-order statistics. In spite of relevant
applications, its understanding is rather intricate. In this paper,
the quadricovariance matrix definition for real random variables
is revisited, and its properties and an application are presented.
This approach is expected to provide a better comprehension and
use of techniques based on higher-order statistics.

Keywords— Quadricovariance matrix, higher-order statistics,
independent component analysis.

I. INTRODUCAO

Estatisticas de ordem dois sao amplamente utilizadas na
descri¢@o e solugdo de problemas em que se deseja garantir a
ndo correlacdo de varidveis aleatérias. Alguns exemplos sio
regressdo linear, filtragem de Wiener, filtragem adaptativa e
estimacgdo espectral [1]. Estatisticas de ordem superior a dois,
por outro lado, sdo relevantes na solu¢do de problemas em
que € necessdrio impor a ndo correlacdo de varidveis aleatdrias
em ordens superiores e, eventualmente, sua independéncia
estatistica. Em geral, problemas de estimagdo cega como
desconvolucido multiusudrio e separagdo de fontes (BSS, do
inglés blind source separation) podem ser abordados com
estatisticas de ordem superior [2], [3]. Essas estatisticas também
tém sido extensivamente aplicadas, implicita ou explicitamente,
no contexto de aprendizado de mdaquina para extragdo de
caracteristicas e pré-processamento de dados [4], [5], [6]. Por

Flavio R. M. Pavan, e-mail: frmp@Ics.poli.usp.br; Maria D. Miranda, e-
mail: maria@Ics.poli.usp.br. O presente trabalho foi realizado com apoio
da Coordenac@o de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior — Brasil
(CAPES) — Cédigo de Financiamento 001.

outro lado, o entendimento tedrico das estatisticas de ordem
superior ndo € tao evidente quanto para o caso de ordem dois.

Distribuicdes estatisticas podem ser descritas por parametros
conhecidos como momentos e cumulantes [7], [8]. Em proble-
mas multivariados, cumulantes de ordem dois sdo comumente
representados por meio de uma matriz de covaridncia. E
amplamente conhecido que a decomposi¢do dessa matriz em
autovalores e autovetores permite encontrar uma transformagao
linear que descorrelaciona varidveis aleatérias [7]. Dependendo
do modelo estatistico considerado para os sinais em cada pro-
blema, diferentes aplicacdes podem decorrer da diagonalizagdo
da matriz de covariancia. Alguns exemplos s@o o método
de Pisarenko para identificacdo de senoides em ruido, a
transformada de Karhunen-Loeve para compressao de sinais e
a andlise de componentes principais (PCA, do inglés principal
component analysis) para reducdo de dimensionalidade [9],
[10].

Se a diagonalizacdo da matriz de covaridncia permite
descorrelacionar varidveis aleatdrias, entdo € razodvel imaginar
que a aplicagdo do mesmo principio a estatisticas de ordem
superior possa tornar as varidveis aleatdrias mais proximas
da independéncia. No contexto de andlise de componentes
independentes (ICA, do inglés independent component analysis)
aplicada ao problema de BSS, uma das primeiras solugdes
baseou-se na matriz de quadricovariancia [11], [12], [13]. Trata-
se de uma representacdo matricial consistente para cumulantes
de ordem quatro, cuja notagdo usual é tensorial [13].

A representacdo de estatisticas de ordem superior por meio
de matrizes € relevante, em especial na solugdo de problemas de
estimacdo cega. Porém, sua defini¢do e entendimento ndo sio
evidentes. Neste artigo, apresenta-se a defini¢cdo de matriz de
quadricovaridncia para varidveis aleatdrias reais e abordam-se
suas propriedades e uma aplicagdo. Na Secao II, recordam-
se brevemente a definicdo de matriz de covaridncia, suas
principais propriedades e aplicagdes. Na Secdo III, apresenta-se
a defini¢do usual de matriz de quadricovariancia e, na Secdo IV,
apresentam-se algumas de suas propriedades. Na Se¢do V,
aborda-se a aplicacdo da matriz de quadricovaridncia a um
problema de BSS. Isso motiva, na Se¢ao VI, uma discussio
acerca da completude dessa representacdo matricial. Por fim,
as conclusdes sdo apresentadas na Secdo VIL.

NOTACAO E CONCEITOS PRELIMINARES

Ao longo do texto, grandezas aleatdrias sdo representadas
sublinhadas e grandezas vetoriais sdo representadas em negrito.
O transposto de um vetor ou matriz € denotado por ()" e o
elemento da linha ¢ e coluna j de uma matriz € denotado por
['] ;,j- Considera-se que todas as varidveis aleatorias abordadas
na sequéncia sdo reais e todos os seus momentos e cumulantes
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convergem. A esperanca matemadtica de uma varidvel aleatdria
a é denotada por E[a], e seu cumulante por cum[a]. Definindo-
se o vetor aleatério @ = [a; as an ], representam-se
momentos conjuntos e cumulantes conjuntos dos elementos de

a como

iyl
Cpl " = cumlay, aj, . . ., a,

comi,j, ..., =1,2,...,N.

Para cumulantes de um conjunto de varidveis aleatdrias,
sdo validas as propriedades de multilinearidade, invariincia
a permutacdo de indices e a adicdo de constantes [8]. Para
parti¢des independentes de varidveis aleatdrias, o cumulante
conjunto é nulo [8]. Além disso, para varidveis aleatdrias
conjuntamente gaussianas, todos os cumulantes de ordem maior
do que dois sdo iguais a zero [14]. Supondo as varidveis
aleatérias de @ com médias nulas, os cumulantes conjuntos de
ordem dois e quatro dessas varidveis podem ser expressos em
funcdo de momentos conjuntos como

Ll = ghi, @)
Chikl = ghikl _giight _gikelt _gilerk —(2)

para i,j, k., =1,2 ..., N [8].

II. MATRIZ DE COVARIANCIA

Os cumulantes conjuntos de ordem dois, usualmente de-
nominados covariincias, possuem uma nota¢do matricial que
provém diretamente da sua definicdo.

Definicdo 1: A matriz de covariancia do vetor aleatério a,
denotada por C, € RV*N & definida elemento a elemento
como [Cyl, ; = €7

Devido a invariancia a permutacdo de indices dos cumulantes,
nota-se que C, ¢ uma matriz simétrica, isto é, Cq = Cj. Além
disso, a partir de (1), constata-se que essa matriz é positiva
semidefinida [7]. De acordo com a defini¢do apresentada e
utilizando (1), pode-se exprimir a matriz de covariincia de a
genericamente como

C, = E[(a — Ela)) (@ — E[a])']. 3)

Propriedade 1: Seja a um vetor aleatério de N varidveis,
com matriz de covariancia Cy € RV XV e seja o vetor aleatério
b= Ga com G € RV*N A matriz de covaridncia de b pode
ser expressa como

Cy,=GC,G". 4)

Nota-se que CY, € positiva semidefinida, podendo ser expressa
como Cp = PAPT, com P~! = P" ¢ A matriz diagonal
de elementos ndo negativos [15]. Comparando essa fatoracao
com (4), nota-se que existe a com C, = A tal que b =
Pa. Portanto, a diagonalizacdo de C} permite expressar os
elementos de b como combinagdes lineares de varidveis nao
correlacionadas. Essencialmente, a diagonalizacdo da matriz de
covariancia pode ser compreendida como uma decomposicao
de varidveis aleatérias em uma base ortogonal [7].

III. MATRIZ DE QUADRICOVARIANCIA

Ao contrdrio dos cumulantes de ordem dois, a obtencdo de
uma representacdo matricial consistente para cumulantes de
ordem superior ndo € tdo direta [13], [16]. Por simplicidade,
aborda-se a seguir o caso de cumulantes de ordem quatro
de um vetor aleatério a. Por possuirem quatro indices livres,
esses cumulantes podem ser representados por meio de uma
hipermatriz €, € RYXNXNXN cyjos elementos sdo dados por
(Cal;, kil = CLJ ¢ Embora a notagio usual de cumulantes de
ordem superior seja tensorial [8], [17], [18], pode-se abordar
o caso de ordem quatro sem lancar mao de ferramentas
matematicas mais sofisticadas [13]. Para esses cumulantes,
€ possivel adotar representacdes matriciais que preservem
suas propriedades (como linearidade, simetria, etc.) e sejam
convenientes na resolucdo de problemas praticos [16]. A seguir,
apresenta-se uma das possiveis representacdes matriciais de
cumulantes de ordem quatro [12].

Definicdo 2: A matriz de quadricovaridncia de a, denotada
por Qq (V') € RN*N ¢ definida como

N N
[Qa(V)liy =32 Ca"™ Vi 5)
k=1¢=1
em que V € RV*N ¢ uma matriz de pesos.
A matriz de quadricovariincia Q4(V') consiste em uma
combinagdo linear de fatias da hipermatriz de cumulantes €,.

Cada fatia corresponde a uma matriz de cumulantes de ordem
quatro Qg,e € RV*N tal que [Qg‘q = Cg]’k’z para k, ¢ =

. . i
1,2,..., N. A matriz de quadricovariancia pode ser expressa
em termos das fatias conforme
N N
ke

Qu(V) =) > Qu V- ©)

k=1¢=1
Exemplo 1: Para um vetor aleatério a = [a; a»]" de

N = 2 elementos, a hipermatriz de cumulantes de ordem
quatro €, € R2*2X2x2 pogsui 24 = 16 elementos. Fatiando-se
a hipermatriz, obtém-se as seguintes matrizes

1,1,1,1 1,2,1,1 1,1,1,2 1,2,1,2
Ql,l _ {ea e@ :| Q1,2 _ |:ea eg :l
a 2,1,1,1 2,2,1,1| a 2,1,1,2 2,2,1,2
e@ eg eg e@
1,1,2,1 1,2,2,1 1,1,2,2 1,2,2,2
Q2,1 _ e@ eg Q2,2 _ e@ e@
a 82’1’2’1 62’2’2’1 ’ a 62’1’2’2 62’2’2’2
a a a a

Nota-se que todos os cumulantes de ordem quatro de a sdo
contemplados pelos elementos dessas matrizes. A partir das
matrizes de cumulantes obtidas, a matriz Q4 (V) € R?*?
resulta de (6). Escolhendo matrizes de pesos V' € R?*? tais
que apenas um elemento seja igual a um e os demais sejam
nulos, pode-se recuperar cada uma das matrizes de cumulantes
previamente obtidas.

Diferentemente da matriz de covaridncia, a matriz Qg4 (V')
ndo € dnica pois sua obtencdo depende da escolha de V. Essa
dependéncia, aparentemente estranha, decorre da representacao
de cumulantes de ordem quatro de IV varidveis aleatérias como
matrizes N X N. A notacdo introduzida em (5) sugere que as
matrizes Q. (V') séo elementos do espago imagem do operador
de quadricovariancia

QQZRNXN*)RNXN
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V= Qu.(V).

Dessa forma, a matriz de pesos V' € parte integrante da
representacdo de cumulantes de ordem quatro por meio da
matriz de quadricovaridncia. Dependendo da aplicagdo, a
escolha de V' pode ser crucial na aplicabilidade de Q.(V')
a resolu¢do de um problema. O papel da matriz de pesos na
representacdo da Defini¢do 2 é abordado em mais detalhes a
partir da Secdo V.

IV. PROPRIEDADES REFERENTES A MATRIZ DE
QUADRICOVARIANCIA

Propriedade 2: O operador Q, : RV*YN — RN*N & linear,
isto €, Qua (Vi + Va) = Qa(V1) + Qa(V2) YV V1, Vo € RVXN
e Qa(cV)=¢cQu(V)VceR.

Propriedade 3: Qq(V) = QL(V)VV € RV*N,
Propriedade 4: Qq4(V) = Q,(VT)VV € RVXN,

Propriedade 5: Se a possuir média nula, entdo as matrizes
de quadricovaridncia podem ser expressas em funcdo de
momentos como

Qu(V)=E|[(a'Va) (aa")] — tr(CaV) Cq
-C,VC,—C,VT'C,, (7

para toda V' € RV*N 'em que tr(-) denota o trago de (-) [12].

Comparando-se (2) e (7), nota-se certa semelhanca. Parti-
cularmente, (2) poderia ser interpretada como uma expressao
para cumulantes escalares ng’k’g em fun¢do de momentos
também escalares, e (7) como uma expressdao para matrizes de
quadricovariincia Q, (V') em funcéo de matrizes de momentos.

Propriedade 6: Seja a um vetor aleatério de N elementos
mutuamente independentes e seja b = Ga com G =
(g1 g2 gn | € RYXN A matriz de quadricovariancia
de b pode ser expressa como

Qu(V) = GAL(V)G" (8)
para toda V € RV*¥ sendo

Ay (V) = diag (Ko, 91V 91, K, 3V g2, -, Kay 9NV aN)

em que diag(-) denota uma matriz diagonal com elementos (-)
e Ky = G;’” denota o autocumulante de ordem quatro da
i-ésima variavel aleatéria de a [12], [13].

Demonstragdo: Inicialmente, aplica-se a Defini¢do 2 a
QQ(V) para expressar essa matriz em termos dos cumulantes
;7" Utilizando as propriedades de multilinearidade e
parti¢des independentes de cumulantes, pode-se expressar
@Zb’j’k’z em fungdo de CL9%¢ na expressdo de Qp(V). Em
seguida, manipulacdes algébricas permitem chegar a

N
Q(V) =) X, (9] Vai)gig]),
=1

que, por fim, pode ser representada na forma compacta (8). W

Diferentemente da Propriedade 1 para a matriz de co-
variancia, a Propriedade 6 s6 pode ser garantida para uma
transformacdo linear sobre um vetor aleatério de elementos

2

independentes. Mesmo assim, € interessante comparar as

transformacdes para a matriz de covaridncia [Eq. (4)] e
quadricovariancia [Eq. (8)] nesse caso particular. Enquanto a
matriz C,, serd diagonal contendo as varidncias dos elementos
de a, a matriz A,(V') dependerd, além das estatisticas de
ordem quatro de cada elemento de a, também das colunas de
G e da matriz de pesos V.

Por fim, em virtude da Propriedade 3, a matriz de quadrico-
variancia € ortogonalmente diagonalizdvel e possui autovalores
reais, assim como a matriz de covariancia.

V. APLICACAO A UM CASO DE SEPARACAO CEGA

Dependendo do problema ao qual a matriz de quadri-
covaridncia € aplicada, pode ser possivel relacionar sua
decomposi¢do em autovalores e autovetores com a fatoragdo (8).
Em certos problemas de BSS, por exemplo, essa relacdo
permite expressar os elementos de um vetor aleatério como
combinagdes lineares de varidveis aleatdrias independentes.
Nesse contexto, a diagonalizacdo da matriz de quadrico-
varidncia consiste em uma maneira de realizar a andlise
de componentes independentes. Trata-se de uma extensdo
da diagonaliza¢do da matriz de covaridncia que, conforme
abordado na Secdo II, permite decompor varidveis aleatdrias
em componentes ndo correlacionadas.

Seja um problema particular de BSS em que sao observadas
N varidveis aleatdrias dispostas em um vetor x satisfazendo
o modelo linear e instantdineo x = Us em que U =
[w; s uy] € RY*N ¢ uma matriz de mistura
ortogonal' e s é um vetor de N fontes independentes nio
observadas [3], [12]. Deseja-se separar as fontes com base
apenas em observacOes das misturas. Por simplicidade, supde-
se que as estatisticas das misturas sdo conhecidas com exatidao.
Se for possivel determinar a matriz de mistura U, pode-se
separar as fontes conforme y = U'x.

Aplicando-se a Propriedade 6 ao modelo dado, tem-se que
a matriz de quadricovariancia de  pode ser expressa como

Q(V)=UA,(V)U' 9)
com

Ay (V) = diag (K, ufVuy, Ky, uiVug, ..., Ky ul Vuy) .

(10)
Nesse caso, como Q. (V') é ortogonalmente diagonalizavel,
tem-se que (9) é uma decomposi¢do em autovalores e auto-
vetores vélida de Q.(V') para todo V' € RV*N_ Em outras
palavras, a matriz ortogonal de mistura diagonaliza a matriz
de quadricovariancia.

Como as estatisticas das misturas sdo conhecidas, Q.(V')
pode ser calculada aplicando-se a Definicdo 2 ao vetor x. Se
todos os autovalores de Q. (V') dispostos em A,(V') forem
distintos, a decomposi¢do em autovalores e autovetores de
Q.(V) é tnica a menos de permutagbes e trocas de sinal
dos autovetores [15]. Nesse caso, diz-se que U ¢ identificivel
a partir da diagonaliza¢do de Q. (V') e as fontes podem ser
separadas a menos de ambiguidades de permutacdo e sinal [3].

!Casos mais gerais em que a matriz de mistura nio é ortogonal podem ser
reduzidos ao modelo apresentado, por exemplo, a partir de uma etapa prévia
de descorrelagdo em ordem dois [12].
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Essas ambiguidades sdo previstas pelo teorema de Darmois-
Skitovich e decorrentes de limita¢des tedricas desse problema
particular de separagdo cega [3], [19].

Observando-se (10), nota-se que se K, = 0 para mais de
uma fonte, entdo U nunca serd identificavel. Felizmente, exceto
pelo caso gaussiano que pode ser desconsiderado por limitacdes
tedricas [19], distribuicdes com autocumulante de ordem quatro
nulo s@o pouco usuais [13]. Excluido esse caso, resta saber
como garantir que Q. (V') tenha autovalores distintos sempre,
independentemente das estatisticas das fontes e das colunas
de U. Aparentemente, a Unica alternativa vidvel seria tentar
satisfazer essa condig¢do a partir da escolha adequada de V.

Exemplo 2: A fim de ilustrar o papel da matriz de pesos V,
considera-se o problema de BSS apresentado no inicio dessa
secdo com N = 2. Na Fig. 1, o diagrama de dispersao i.(a)
representa fontes s de mesmas estatisticas, e o diagrama i.(b)
representa suas misturas . Em i.(c) e i.(d) estdo os diagramas
dos resultados da separag@o obtidos a partir da diagonalizacio
de Qz(V)com V =[}9] e V =[}7], respectivamente. Ja
o diagrama indicado em ii.(a) representa fontes de estatisticas
distintas, e o diagrama ii.(b) representa suas misturas. Em
ii.(c) e ii.(d) estdo os diagramas dos resultados da separacao
obtidos a partir da diagonalizagdo de Q,(V) com V = [} ]
e V = [) "], respectivamente. Nota-se que uma mesma
V pode permitir a identificabilidade de U em ii.(c), e ndo
permiti-la em i.(c). Além disso, observa-se em i.(d) que a
identificabilidade pode ser obtida com a alteragdo de V, ou
perdida como acontece em ii.(d).

i.(d)

i.(a) i.(c)
I T

2
x2
[
[ ]
°
|
52,Y2
52,Y2

52,Y2
52,Y2

S1,Y1 S1,Y1

Fig. 1. Diagramas de dispersdo; i. fontes discretas de mesma distribuig@o,
ii. fontes continuas de distribuicdes distintas com 103 realizacdes; (a) fontes,
(b) misturas, (c) e (d) resultado da separacdo em vermelho, fontes em cinza.

Com o exemplo apresentado, tem-se pistas de como as
estatisticas das fontes e as matrizes de pesos adotadas in-
tervém na obtenc¢do da matriz ortogonal que leva a separagdo.
Particularmente, considerando-se uma matriz de pesos iden-
tidade, i.e. V = Iy, a partir de (10) obtém-se As;(Iy) =
diag (Ks,, Ks,, .., Ksy ). Nesse caso, os autovalores de
Q. (V) sdo distintos se, e somente se, as fontes possuirem
autocumulantes de ordem quatro distintos [12]. Isso permite
compreender o resultado dos diagramas i.(c) e ii.(c) da Fig. 1.
Técnicas obtidas a partir dessa escolha de matriz de pesos
comecaram a ser estudadas no final dos anos 1980 e sdo
denominadas fourth-order blind identification (FOBI) [11], [12].
Nota-se que a abordagem do FOBI funciona em um caso muito

especifico: quando as fontes possuem estatisticas de ordem
quatro distintas. Uma solugdo aceitdvel para o problema de
BSS, por outro lado, deve garantir a separa¢do para o conjunto
mais amplo possivel de estatisticas das fontes e para quaisquer
coeficientes do sistema misturador, observadas as condi¢des
tedricas de separabilidade do teorema de Darmois-Skitovich.

VI. COMPLETUDE DA REPRESENTACAO MATRICIAL

Como consequéncia da Defini¢do 2, nota-se que a descrigdo
completa dos cumulantes de ordem quatro de x estd no
operador @, € ndo necessariamente em uma matriz especifica
Q: (V) para um V dado. Isso motiva abordar o operador de
quadricovariancia em mais detalhes, a fim de verificar se é
possivel garantir a separacdo mesmo quando duas ou mais
fontes possuem mesmas estatisticas [12], [13].

De modo a analisar Q,, teoricamente, supde-se inicialmente
que as colunas up,us,...,uy da matriz de mistura U sdo
conhecidas. Observando-se os autovalores de Q4 (V') em (10),
sugere-se considerar as matrizes de pesos V; = u;u] € RVXN
para ¢ = 1,2,...,N. Devido a ortogonalidade dos vetores
Uy, Us, . .., Uy, obtém-se

As(V;) = diag (0,...,0,%,,,0,...,0), (11)

com elemento ndo necessariamente nulo apenas na i-ésima
posi¢dao da diagonal principal. Isso ocorrerd para cada i =
1,2,..., N considerado, de modo que a identificacdo da
direcdo u; serd possivel desde que K, # 0. No caso em
que a ¢-ésima fonte € a unica que possui K, = 0, pode-
se desconsiderar a diagonalizacdo da matriz Q. (V;). Nesse
caso, apos a determinagdo de todas as outras dire¢Oes a partir
da diagonalizacdo das demais matrizes de quadricovaridncia,
obtém-se u; que complete uma base ortonormal com as
demais dire¢des. Sendo assim, a matriz U € identificavel
a partir da diagonalizacdo simultdnea de todas as matrizes
Q:(V1),Qz(Va),...,Qz(VN) se, e somente se, no maximo
uma fonte possuir autocumulante de ordem quatro nulo.

Trata-se de uma condi¢do mais abrangente do que a do FOBI,
em cujo caso U nio ¢ identificavel se duas ou mais fontes
possuirem as mesmas estatisticas. Com base nessa escolha de
matrizes de pesos e na diagonalizacdo conjunta das respectivas
matrizes de quadricovaridncia, propds-se no inicio dos anos
1990 uma técnica amplamente utilizada e conhecida como joint
approximate diagonalization of eigenmatrices (JADE) [12].

As matrizes de pesos V; = uiulT também sdo uteis
para compreender melhor o operador de quadricovaridncia.
Substituindo-se (11) em (9), tem-se

Q:(Vi)) =UA,(V))U" = K uu] =K, Vi.  (12)

Do ponto de vista algébrico, é possivel interpretar V; como um

autovetor do operador linear @, : RV*N — RN*N_ Devido

ao espago matricial em que o operador atua, os autovetores de

Q. sdo denominados automatrizes [11], [12]. O autovalor ao

qual a automatriz V; estd associada é, portanto, igual a K.
Além disso, expandindo-se (9), verifica-se que Q. (V') para

uma matriz de pesos V' qualquer pode sempre ser escrita como

N

Q(V) =) (Ku/Vu,) V.

i=1

13)
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Observa-se que o espago imagem de @, estd contido no
subespaco com base {V1,Va,..., Vn}. Se K, # 0 para i =
1,2,...,N, entdo {V;,Va,...,Vx} é uma base ortonormal
do espaco imagem de Q. sob o produto interno usual do
espaco vetorial de matrizes [15]. Nesse caso, a dimensio do
espago imagem (i.e., posto) de Q, € igual a N. Se X, =0
apenas para a i-ésima fonte, entdo {Vi, Va,..., Vy}\ {V;} é
uma base ortonormal do espaco imagem de .. Nesse caso, o
posto de @, passa a ser igual a N — 1. Conforme o teorema
do niicleo e da imagem de algebra linear [15], o nicleo de Qg
tem dimensdo igual a N? — posto(Qy).

Independentemente das estatisticas das fontes ou dos coefi-
cientes do sistema misturador, nota-se que @, ndo € inversivel
para N > 1, pois ndo € injetivo nem sobrejetivo. Porém, esse
operador € diagonalizdvel, o que decorre de sua simetria [15].
De fato, pode-se mostrar que @, € simétrico sob o produto
interno usual, isto &, tr(Qz(Va) ViJ) = tr(VaQL(V4)) para
todas V,, Vi, € RY*N, Logo, garante-se que Q, possui
uma base ortonormal de N? automatrizes, todas associadas a
autovalores reais. Dessas, no maximo /N automatrizes estao
associadas a autovalores ndo nulos e geram a imagem do
operador, e no minimo N (N — 1) estéio associadas ao autovalor
nulo e geram o nicleo do operador.

Na prética, embora as direcdes u; parat = 1,2,..., N sejam
desconhecidas, as automatrizes V; podem ser determinadas
tirando-se proveito do isomorfismo entre RNVXN ¢ RN? [12].
Apbs a proposicao inicial do JADE [12], constatou-se que
suas propriedades estatisticas eram prejudicadas devido a
necessidade de se obter as automatrizes com base em es-
timativas dos cumulantes de ordem quatro [13], [20]. Em
virtude disso, propOs-se substituir as automatrizes por um
conjunto de matrizes independentes das dire¢des u;, mas cujo
subespaco vetorial gerado contivesse o autoespaco de Q.
Como as automatrizes sdo simétricas, propds-se substitui-las
por uma base candnica do subespaco de matrizes simétricas
contido em RV*¥  Como a dimensio desse subespaco é igual a
N(N+1)/2 e maior do que N para N > 1, torna-se necessdria
a diagonalizacdo simultanea de um conjunto maior de matrizes
de quadricovariancia. Por um lado, perde-se em termos de
custo computacional; por outro, garante-se segundo [13] melhor
desempenho estatistico do estimador. Pode-se mostrar que a
consideracdo dessas matrizes permite a identificacdo de U
mesmo para duas ou mais fontes com autocumulantes de
ordem quatro iguais [13], [20]. Na literatura, essas técnicas
continuaram sendo denominadas da mesma forma ou apenas
como AJD (do inglés approximate joint diagonalization) [20].

VII. CONCLUSOES

Nesse artigo, abordou-se por meio de ferramentas ma-
tematicas convencionais uma representacado matricial de es-
tatisticas de ordem quatro e sua aplicagdo a um problema de
estimacdo cega. Por meio dessa aplicacdo, verificou-se que
cuidado deve ser tomado ao utilizar representagdes matriciais
de estatisticas de ordem superior a fim de considerar todo o con-
junto de estatisticas necessdrio a resolucdo de um determinado
problema. Representacdes tensoriais podem contribuir nessa
interpretacdo, mas as custas de um ferramental matemdtico
mais sofisticado [21], [8].

Quanto a aplicagdo ao problema de separagdo cega de
fontes, abordou-se e interpretou-se o procedimento de [12],
[13] baseado na consideracdo de um conjunto de matrizes
de quadricovariancia para se aproximar do limite tedrico de
separabilidade de Darmois-Skitovich [3], [19]. No entanto, essa
abordagem nd@o € tUnica e alternativas vém sendo propostas
na literatura, como, por exemplo, em [22], [23]. Partindo da
interpretacdo tedrica aqui apresentada, deseja-se investigar em
trabalhos futuros alternativas a escolha de matrizes de pesos
V para garantir a identificabilidade da matriz de mistura U
no contexto de separagdo de fontes.
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