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Resumo— Sistemas de Satélites de Navegação Global (GNSS),
como Global Positioning System (GPS), são essenciais para
aplicações que necessitam de posicionamento preciso, como
carros autônomos e aviação civil, particularmente sob cenários
nos quais componentes de multipercurso estão presentes. Métodos
tensoriais de estimação de atraso podem ser aplicados a GPS de
segunda e terceira gerações para mitigar o efeito de componentes
de multipercurso. No entanto, estes métodos pressupõem o conhe-
cimento prévio da quantidade de componentes de multipercurso.
Neste artigo é proposto a utilização de esquema de seleção de
ordem do modelo (MOS) baseado em função discriminante.

Palavras-Chave— GNSS, GPS3, Seleção de Ordem do Modelo.

Abstract— Global Navigation Satellite Systems (GNSS), such
as Global Positioning System (GPS), are crucial for applications
which require accurate positioning, such as autonomous vehicles
and civil aviation, particularly under scenarios in which multi-
path components are present. Tensor-based time-delay estimation
methods can be applied to second and third generation GPS
to mitigate the effect of multipath components. These methods,
however, assume the amount of multipath components are known.
In this paper we propose a model order selection (MOS) method
based on a discriminant function.

Keywords— GNSS, GPS3, Model Order Selection (MOS).

I. INTRODUÇÃO

A medida que Sistemas de Satélites de Navegação Global,
do inglês Global Navigation Satellite Systems (GNSS), se
tornam ubı́quos, suas aplicações têm se tornado essenciais
em várias áreas, como aviação civil, veı́culos autônomos,
defesa e sincronização de redes crı́ticas. Receptores GNSS
precisam de sinais de linha de visada, do inglês line of sight
(LOS), de pelo menos quatro satélites para estimação de
posição. Devido a reflexões no ambiente, ocorre a presença de
componentes de multipercurso, não-linha de visada (NLOS).
A superposição de componentes LOS e NLOS degrada a
estimação de atraso e a estimação da posição. Receptores
GNSS estado da arte com apenas uma antena são extre-
mamente sensı́veis a efeitos de multipercurso [1]–[3]. Dessa
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forma, métodos tensoriais utilizando arranjos de antenas têm
sido propostos para mitigar os efeitos de multipercurso sob a
estimação de atraso. Em [4], os autores propuseram um auto-
filtro tensorial utilizando decomposição em valores singulares
de alta ordem, do inglês Higher-Order Singular Value Decom-
position (HOSVD), média frente-costas, do inglês forward-
backward averaging (FBA), suavização espacial, do inglês
spatial smoothing (SPS), e um banco correlator comprimido
para mitigação de multipercurso e estimação do atraso. Em
[5], uma abordagem de três etapas baseada em estimação de
direção de chegada e fatorização Khatri-Rao foi proposta para
mitigação de multipercurso e estimação de atraso. Em [6]
foi proposto um método utilizando decomposição Poliádica
Canônica por Decomposição em Autovalores Generalizada
(CPD-GEVD) que se mostrou robusto na mitigação de mul-
tipercursos e imperfeições no arranjo de antenas. Em [7],
métodos tensoriais estados da arte [4]–[6] foram aplicados a
GPS de terceira geração (GPS3). Ademais, GPS3 é robusto
contra componentes de multipercurso, quando comparado ao
GPS de segunda geração (GPS2), devido à modulação com
portadora binária deslocada e multiplexada no tempo, do inglês
Time Multiplexed Binary Offset Carrier (TMBOC) [8]–[10].

Em [11] os autores demonstraram que a decomposição
poliádica canônica por diagonalização simultânea (SECSI)
pode ser aplicada com sinais GPS2 e GPS3, e que esta técnica
tem desempenho melhor que CPD-GEVD na presença de
sinais altamente correlacionados.

Entretanto, os métodos tensoriais do estado da arte aplicados
a receptores GNSS com arranjos de antenas supõem que a
ordem do modelo é conhecida. Neste artigo propomos o uso
de métodos para seleção da ordem do modelo, do inglês Model
Order Selection (MOS). Para MOS, sob um número estático
de componentes, é proposto o uso do método baseado em
função discriminante [12], do inglês Discriminant Function
Based Method (DFBM).

A literatura de MOS baseado em técnicas matriciais é
extensiva, e inclui as seguintes abordagens do estado da
arte para MOS: Critério de Informação de Akaike 1-D (1-
D AIC) [13], Critério de Informação de Bayes 1-D (1-D
BIC) [14], Minimum Description Length 1-D (1-D MDL) [13],
Eigenvalue Fitting Test (EFT) [15], EFT modificado (M-EFT)
[13], RADOI [16] e ESTER baseado em subespaço [17]. Na
literatura também encontramos MOS tensorial [18], como R-D
AIC [19], R-D BIC [20], R-D MDL [19], [21], R-D EFT [13].
Dessa forma, avaliamos o método MOS mais adequado para
ambos GPS2 e GPS3. Após simulações, o método RADOI
mostrou-se eficiente na estimação da ordem do modelo em am-
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bientes em que há sinais de vários satélites. Assim, propomos
a utilização da técnica RADOI para realização da estimação
de componentes de multipercurso em receptores tensoriais de
GPS3 e GPS2.

Este artigo é dividido em 6 seções. Na Seção II é descrita
a notação utilizada. Na Seção III é apresentado o modelo
de dados, com a descrição do modelo pré e pós-correlação
nas Subseções III-A e III-B. Na Seção IV encontra-se o
método de seleção de ordem do modelo proposta incorporado
para aplicações de receptores GNSS baseados em arranjo de
antenas. Na Seção V mostram-se os resultados de simulações
numéricas. Na Seção VI são apresentadas as conclusões.

II. NOTAÇÃO

Nesta Seção é apresentada a notação utilizada neste ar-
tigo. Escalares são representados por itálicos (a, b), vetores
por letras minúsculas em negrito (a, b), matrizes por letras
maiúsculas em negrito (A, B), e tensores por letras caligráficas
em negrito (A, B). Os sobrescritos T, ∗, H, −1, e + denotam
transposição, conjugado, transposição conjugada (Hermitiana),
inversão de matriz, e pseudoinversa, respectivamente.

Para um vetor a ∈ CN , o n-ésimo elemento é indicado
por an. Para uma matriz A ∈ CM×N , sua m-ésima linha é
representado por Am,· e sua n-ésima coluna é representada
por A·,n, já o elemento na m-ésima linha e n-ésima coluna é
representado por Am,n. O operador dediag{·} transforma um
vetor numa matriz diagonal. O operador � denota o produto
Khatri-Rao.

O desdobramento de n-ésimo modo de um tensor A é
representado por [A](n), que é a forma matricial de A obtida
variando o n-ésimo ı́ndice na direção das linhas e empilhando
os outros ı́ndices junto às colunas de [A](n). O produto modo-
n do tensor A e a matriz B é representada por A ×n B. O
tensor identidade de N -ésima ordem IN,L ∈ RL×···×L é um
tensor de tamanho L, cujos elementos são iguais a 1 quando
os N ı́ndices são iguais e zero caso contrário.

III. MODELO DE DADOS

Esta seção descreve como o tensor de recepção é construı́do
na Subseção III-A. Finalmente, na Subseção III-B, o modelo
de dados pós-correlação é definido para GPS2 e GPS3.

A. Modelo de Dados Pré-Correlação

O sinal banda base na saı́da das M antenas de um arranjo
recebendo uma sequência pseudoaleatória, do inglês pseudo-
random sequence (PRS), com N amostras, durante a k-ésima
época (perı́odo de código) da PRS é

Xk = Ã dediag{γ̃k}C̃ + Ñk ∈ CM×N , (1)

onde Ã =
[
a(φ1), . . . ,a(φL)

]
∈ CM×L coleta as respostas

do arranjo com a(φ`) ∈ CM sendo o vetor de direcionamento
do arranjo com ângulo azimutal φ` do `-ésimo sinal, γ̃k =[
γ
(1)
k , . . . , γ

(L)
k

]T ∈ CL é o vetor de amplitudes complexas,
e C̃ =

[
c1[τ

(1)
1 ], . . . , c1[τ

(1)
`1

], . . . , cD[τ
(D)
`d

], . . . , cD[τ
(D)
LD

]
]
∈

RL×N coleta a PRS, portadora L1C no caso do GPS3, com
cd[τ

(d)
`d

] ∈ CN representando a PRS com atraso τ
(d)
`d

para o

`d-ésimo componente de sinal do d-ésimo satélite, e Ñ é ruı́do
Gaussiano branco.

Coletando todas K épocas utilizando empilhamento vertical
tem-se

X =

X1

...
XK

 =

 Ã dediag{γ̃1}
...

Ã dediag{γ̃K}

 C̃ +

 Ñ1

...
ÑK

 , (2)

=
(
Γ̃T � Ã

)
C̃ + Ñ ∈ CMK×N , (3)

em que Γ̃ =
[
γ̃1, . . . , γ̃K

]
∈ CL×K acumula as K amplitudes

complexas.
Considerando (3) como o desdobramento de segundo modo

transposto de um tensor X temos

X =
(
Γ̃T � Ã

)
C̃ + Ñ (4)

=

(
C̃T
(
Γ̃T � Ã

)T
)T

+ [N ]T(2) = [X ]T(2), (5)

e o tensor de recepção X tem a seguinte composição em
produtos modo-n:

X = I3,L ×1 Γ̃T ×2 C̃T ×3 Ã + N . (6)

B. Modelo de Dados Pós-Correlação

Para separar os Ld componentes de sinal do d-ésimo satélite,
o receptor GNSS utiliza um banco correlator comprimido
relacionado ao d-ésimo satélite. Assim o receptor GNSS aplica
D bancos correlatores ao sinal recebido, obtendo D sinais
de saı́da. Os bancos correlatores permitem acesso múltiplo
por divisão de código, do inglês code division multiple ac-
cess (CDMA), e portanto possibilitam estimar parâmetros de
sincronização como atraso e fase de portadora de cada satélite
em paralelo. A compressão do banco correlator preserva a
informação do banco necessárias para estimação de atraso.
Definimos o d-ésimo banco correlator com Q saı́das (taps)
como

Qd =
[
cd[τ1] . . . cd[τQ]

]
∈ CN×Q, (7)

com τ1 < . . . < τQ e a q-ésima sequência de referência cd[τq]
correspondente ao q-ésimo “tap”. Os Q vetores singulares à
esquerda da decomposição em valores singulares de Qd,

Qd = Q(d)
ω ΣVH (8)

calcula o banco correlator comprimido

Q(d)
ω = Qd

(
ΣVH)−1

(9)

que realiza a correlação cruzada sem colorir o ruı́do [22] na
saı́da do banco correlator, no entanto, a saı́da em relação
ao sinal é alterada. Dessa forma Q

(d)
ω fornece uma função

de correlação cruzada com o componente LOS do sinal.
De acordo com [4] o tensor do sinal recebido pode ser
correlacionado com Q

(d)
ω para separar o d-ésimo satélite dos
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outros satélites, assim obtendo

Y = X ×2 (Q(d)
ω )T (10)

= I3,Ld
×1 Γ̃T ×2 (C̃Q(d)

ω )T ×3 Ã

+ N ×2 (Q(d)
ω )T + M (11)

= I3,Ld
×1 ΓT ×2 (CQ(d)

ω )T ×3 A + N ω + M (12)

≈ I3,Ld
×1 ΓT ×2 (CQ(d)

ω )T ×3 A + N ω, (13)

onde I3,Ld
∈ RLd×Ld×Ld é o tensor identidade, ΓT ∈ CK×Ld

coleta as amplitudes complexas dos Ld componentes de sinal
do satélite d obtidos da matriz Γ̃, (CQ(d)

ω )T ∈ RQ×Ld , e
A ∈ CM×Ld corresponde às Ld respostas do satélite d de Ã,
e portanto A não varia durante a amostragem pois mudanças
de Ld são relacionadas a mudanças no ambiente. Além disso
N ω ∈ CK×Q×M é o tensor de ruı́do Gaussiano branco pós-
correlação. O tensor M é a interferência de múltiplo acesso
dos outros satélites e seus respectivos componentes de sinal.
Porém, sendo o tensor M aproximadamente zero, já que os
códigos são descorrelacionados, este é desconsiderado.

IV. SELEÇÃO DE ORDEM DO MODELO

Na literatura de estimação de atraso [5]–[7] é suposto que a
ordem do modelo já é conhecida a priori. Na prática a ordem
do modelo tem um papel fundamental dado que erro na ordem
do modelo compromete tanto as técnicas matriciais como
tensoriais. Um framework (algébrico) completo de estimação
de atraso necessariamente incluiria métodos de MOS, como
mostrado na Figura 1.

Nesta seção introduzimos a técnica de MOS proposta. O
método RADOI [16] é utilizado para estimar o número de
componentes de sinal do d-ésimo satélite.

Para aplicar uma técnica matricial de MOS no tensor Y de
(13), calculamos a matriz de covariância amostral R̂yy obtida
do desdobramento de terceiro modo do tensor [Y ](3) de (13)
e sua decomposição em autovalores

R̂yy =
1

KQ
[Y ](3)[Y ]H(3) (14)

= UΛUH + Rqq, (15)

onde Ryy ∈ CM×M é uma matriz Hermitiana, U =
[u1 u2 . . . uM ] ∈ CM×M é uma matriz unitária contendo
os autovetores, Λ = dediag{λ1, . . . , λM} ∈ CM×M é uma
matriz diagonal contendo os autovalores em ordem decrescente
λi, tal que λ1 > λ2 > · · · > λM , e a matriz de covariância
do banco correlator Rqq ∈ CM×M . Além destes, definimos
U(s) = [u1 u2 . . . uP ] ∈ CM×P como a matriz truncada
composta por P autovetores de U correspondendo aos P
maiores autovalores de Λ. No caso em que P = Ld, os
autovetores dominantes U(s) ∈ CM×Ld e espaço de coluna
da matriz de direção A “varrem” o mesmo subespaço.

O algoritmo RADOI resolve o seguinte problema de
otimização

L̂d = arg min
P

RADOI(P ), com (16)

RADOI(P ) = λP+1

(
M∑
i=2

λi

)−1

− ξP

(
M−1∑
i=1

ξi

)−1

, (17)

onde

ξP = 1−
αR

(
λP − σ̂2

P

)
σ̂2
P

(18)

σ̂2
P =

1

M − P

M∑
i=P+1

λi (19)

e αR é definido como

αR =

[
arg max

P

(
λP − σ̂2

P

)
σ̂2
P

]−1

, (20)

onde αR é o inverso do ı́ndice P correspondendo a maior
diferença normalizada entre λP e σ̂2

P .

V. SIMULAÇÕES

Seguindo [7], consideramos um arranjo linear uniforme
centro-Hermitiano de M = 8 elementos e espaçamento
de meio comprimento de onda. O canal piloto L1C dos
satélites de PRS = 17, 3 e 4. Portadora de frequência
f = 1575, 42 MHz, perı́odo t3a = 10 ms, com largura de
banda B = 12.276 MHz. A amostragem é feita durante
K = 30 épocas com N = 245520 amostras coletadas
por época. A razão portadora-ruı́do é C/N0 = 48 dB-Hz,
resultando numa SNR pré-correlação SNRpré = C/N0 −
10 log10(2B) ≈ −25, 10 dB. Dado ganho de processamento
G = 10 log10(Bt) ≈ 50, 9 dB, a SNR pós-correlação
SNRpós ≈ 25 dB. A razão sinal-multipercurso é SMR1 =
5 dB e SMR2 = 10 dB para o primeiro e segundo multiper-
curso, respectivamente. O atraso relativo entre sinal LOS e
NLOS é de ∆τ = 0, 5Tc.

O parâmetro de desempenho observado é a probabilidade
de detecção, do inglês Probability of Detection (PoD).

A. Probabilidade de detecção para 1 satélite

Nesta Subseção é estimada a PoD quando há o sinal
recebido de d = 1 satélite, PRS = 17. Nas Figuras 2 e 3
é mostrada a PoD para os métodos de MOS para Ld = 2 e
Ld = 3 respectivamente.

Com exceção do AIC, os métodos de MOS tiveram desem-
penho semelhante.

B. Probabilidade de detecção para 2 satélites

Nesta Subseção é estimada a PoD quando há o sinal
recebido de d = 2 satélites, PRS = 17 e 3. Nas Figuras 4 e
5 é mostrada a PoD para os métodos de MOS para Ld = 2 e
Ld = 3 respectivamente.

Nesta situação mais realista, apenas o método proposto e
ESTER tiveram bom desempenho.

C. Probabilidade de detecção para 3 satélites

Nesta Subseção é estimada a PoD quando há o sinal
recebido de d = 3 satélites, PRS = 17, 3 e 4. Nas Figuras 6
e 7 é mostrada a PoD para os métodos de MOS para Ld = 2
e Ld = 3 respectivamente.

Novamente, apenas o método proposto e ESTER tiveram
bom desempenho.
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XXXVII SIMPÓSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICAÇÕES E PROCESSAMENTO DE SINAIS - SBrT2019, 29/09/2019–02/10/2019, PETRÓPOLIS, RJ
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Fig. 1: Diagrama de blocos de framework completo de estimação de atraso.

Fig. 2: Probabilidade de detecção, d = 1, Ld = 2.

Fig. 3: Probabilidade de detecção, d = 1, Ld = 3.

Fig. 4: Probabilidade de detecção, d = 2, Ld = 2.

Fig. 5: Probabilidade de detecção, d = 2, Ld = 3.

Fig. 6: Probabilidade de detecção, d = 3, Ld = 2.

Fig. 7: Probabilidade de detecção, d = 3, Ld = 3.

D. Probabilidade de detecção com arranjo imperfeito

Nesta Subseção é estimada a PoD quando há o sinal
recebido de d = 1 satélite incidente sob um arranjo imperfeito
(com erros). Nas Figuras 8 e 9 é mostrada a PoD para os
métodos de MOS para Ld = 2 e Ld = 3 respectivamente.

Fig. 8: Probabilidade de detecção com arranjo imperfeito, d =
1, Ld = 2.

VI. CONCLUSÃO

A técnica de seleção de ordem do modelo proposta para
GPS3 demonstrou resultados robustos sob cenário de inter-
ferência mútua de outros satélites. Em um cenário estático
ideal onde há somente um satélite realizando a transmissão de

4
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Fig. 9: Probabilidade de detecção com arranjo imperfeito, d =
1, Ld = 3.

sinais, todas as técnicas MOS mostram-se eficazes na seleção
da ordem do modelo. Entretanto, ao adicionar sinais de outros
satélites à simulação, somente as técnicas RADOI e ESTER
apresentaram resultados acurados de estimação de ordem
do modelo. Uma vez que os métodos M-EFT e R-D EFT
são baseados no método EFT, ambos apresentam resultados
semelhantes. De forma semelhante, R-D MDL é baseado no
método MDL e por consequência possuem PoD semelhantes.
Entretanto, apesar de R-D AIC ser baseado na técnica AIC
estes possuem resultados diferentes. Isso ocorre pelo fato de
o método R-D AIC considerar o tensor como um todo e
possuir mais informação temporal e espacial para realizar
a estimação da ordem do modelo. Ademais, os resultado
apresentados mostram que as técnicas EFT, AIC, MDL e suas
derivações possuem péssimo desempenho quando d > 1. Ao
adicionarmos outros satélites à simulação também incluı́mos
ruı́do colorido ao tensor de dados. Como demonstrado em [16],
RADOI é adequado em cenários com ruı́do colorido.

Adicionalmente, foram realizadas simulações utilizando um
arranjo de antenas imperfeito, que possui erros de posiciona-
mento em seus elementos. Durante estas simulações a técnica
ESTER mostrou desempenho inferior à técnica RADOI. Este
desempenho inferior justifica-se pelo fato de a técnica ES-
TER utilizar o subespaço do arranjo de antenas para realizar
a estimação da ordem do modelo. Dessa forma, a técnica
RADOI apresenta-se como a melhor alternativa, uma vez que,
apresenta robustez em cenários em que há o recebimento de
sinais de vários satélites e não é sensı́vel à imperfeições no
posicionamento dos elementos do arranjo de antenas.
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TUDE/UnB (Concessão 23106.099441/2016-43 SDN), o Mi-
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Estados Unidos, Relatório Técnico, 2013.
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