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Sobre a Modelagem Estocastica do Algoritmo NLMS em
Ambientes Nao Estacionarios para Filtros Adaptativos e
Plantas do Sistema com Ordens Diferentes

Marcos Vinicius Matsuo e Rui Seara

Resumo—Este artigo apresenta um modelo estocastico
descrevendo o comportamento do algoritmo NLMS (normalized
least-mean-square) em um contexto de estimacio de plantas
variantes no tempo. Particularmente, o modelo proposto é vilido
para sinais de entrada brancos com distribuicio gaussiana e
contempla os cenarios em que o filtro adaptativo possui ordem
diferente daquela da planta a ser identificada. Especificamente,
sdo derivadas expressoes de modelo descrevendo o
comportamento médio dos coeficientes do filtro adaptativo, o
erro quadratico médio (EQM) e o passo de adaptacio 6timo que
minimiza 0 EQM em regime permanente. Resultados de
simula¢do confirmam a precisdo do modelo estocastico proposto.
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Abstract—This paper presents a stochastic model describing
the behavior of the normalized least-mean-square (NLMS)
algorithm in a context for estimating time-varying systems. In
particular, the proposed model is valid for white input data with
Gaussian distribution and take into account scenarios in which
the order of the adaptive filter is different from that of the system
to be identified. Specifically, model expressions are derived
describing the mean weight behavior, the mean-square error
(MSE), and the optimum step size that minimizes the steady-state
MSE. Simulation results confirm the accuracy of the proposed
stochastic model.

Keywords—NLMS algorithm, adaptive filtering, stochastic
modeling.

1. INTRODUCAO

Dentre os mais importantes algoritmos adaptativos da
literatura, o NLMS (normalized least-mean-square [1]1-[3]) é
um dos mais utilizados em aplicagdes praticas (tais como
identificagdo de sistemas, equalizagdo de canal ¢ cancelamento
de eco [4]-[7]), devido, principalmente, a sua simplicidade,
baixo custo computacional e robustez. Tais caracteristicas tém
promovido o interesse crescente na modelagem estocéstica do
algoritmo NLMS. Em resumo, a modelagem estocastica tem
por objetivo derivar expressdes matematicas para avaliar o
desempenho do algoritmo adaptativo em diversas condigdes
de operacdo, sem que seja necessario recorrer ao UsSO
(extensivo) de simula¢des de Monte Carlo (MC).

No contexto da modelagem estocastica do algoritmo
NLMS, o estudo de seu comportamento quando utilizado para
estimar plantas variantes no tempo é um topico de pesquisa
relevante que ainda estd aberto, mesmo considerando alguns
trabalhos interessantes da literatura [8]-[12]. Por exemplo, em
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[8], sdo derivadas expressdes de modelo descrevendo o erro
quadratico médio (EQM) em regime permanente de alguns
algoritmos adaptativos (incluindo o NLMS), considerando
especificamente o problema de estimagdo de uma planta
representada por um modelo random walk [13]. Os resultados
de [8] foram entdo estendidos em [9] e [10], assumindo um
cenario diferente no qual o algoritmo NLMS ¢ utilizado para
estimar uma planta periédica. Recentemente, em [11], foi
apresentado um modelo estocastico descrevendo o
comportamento do algoritmo NLMS complexo em um cenario
no qual uma planta representada por um processo de Markov
de primeira ordem [13] é estimada. Adicionalmente, outro
modelo estocastico foi derivado em [12], também assumindo a
estimag@o de uma planta representada por um modelo random
walk (tal como em [8]), porém utilizando agora um sinal de
entrada gaussiano branco com variancia ciclica.

Apesar dos diferentes cendrios variantes no tempo,
considerados nos trabalhos citados acima, um ponto comum
entre eles ¢ a suposi¢cdo de que o filtro adaptativo e a planta
variante no tempo possuem a mesma ordem. A utilizacdo de
tal suposicdo simplifica a derivacdo do modelo estocastico,
porém nao ¢ condizente com situagdes praticas. Portanto, com
o proposito de preencher tal lacuna, neste trabalho de
pesquisa, ¢ derivado um modelo estocastico para o algoritmo
NLMS operando com sinais de entrada brancos, contemplando
cendrios em que o filtro adaptativo e a planta possuem ordens
distintas'. Além disso, é importante destacar que a formulagio
da planta variante no tempo considerada aqui abrange as
diferentes plantas adotadas em [8], [11] e [12], resultando em
um modelo estocastico capaz de predizer o comportamento do
algoritmo NLMS em uma ampla gama de cendrios de
operacao.

Este artigo é organizado como segue. Na Secdo II, o
algoritmo NLMS ¢ revisitado e a formulagdo da planta
variante no tempo considerada aqui é discutida. A Segdo III
apresenta expressoes analiticas descrevendo o comportamento
médio dos coeficientes do filtro adaptativo, o EQM e o passo
de adaptacdo Otimo que minimiza o EQM em regime
permanente. Comparagdes entre resultados de simulagdo ¢ as
predi¢des obtidas pelo modelo proposto sdo mostradas na
Sec¢do IV. Finalmente, a Seg¢do V apresenta as conclusdes
deste trabalho de pesquisa.

' Em [17], é apresentada uma analise estocastica do algoritmo LMS
considerando que o filtro adaptativo possui dimensdo menor do que a planta;
entretanto, tal trabalho trata apenas do caso de planta invariante no tempo.
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II. DESCRICAO DO PROBLEMA

Nesta secdo, as expressdes gerais do algoritmo NLMS séo
revisitadas e uma formulagdo de planta variante no tempo é
discutida.

x(n)

Fig. 1. Configuragéo tipica de um problema de identificagdo de sistema.

Especificamente, na modelagem estocastica realizada neste
trabalho, considera-se que o algoritmo NLMS ¢ utilizado em
um problema de identificacdo de sistema, como mostrado na
Fig. 1. Nessa figura, w,(n) representa a resposta ao impulso
(de ordem N) de uma planta variante no tempo, cujas
mudancas devem ser rastreadas pelo filtro adaptativo w(n)
(de ordem M) através da equacdo de atualizagdo do algoritmo
NLMS, isto &,

Xy ()e(n) W

wn+D)=w(n)+p X},, ()%, () +e

onde w(n)=[wy(n) w(n)...wy_, (n)]T denota o vetor de
coeficientes do filtro adaptativo, p, o passo de adaptacdo,
X, (n) =[x(n) x(n—=1)... x(n—M + 1)]T, um vetor contendo
as ultimas M amostras do sinal de entrada, & >0, o parametro
de regularizac@o que previne divisdo por zero em (1) [1]-[3] e
e(n), o sinal de erro, dado por

e(n) = z(n) + Xy (n)W, () — X, (M)W (1) )

com Xy =[x(n) x(n—1)...x(n—N+1]", z(n) denotando o
ruido de medigdo e w (n), a planta variante no tempo, cuja
resposta ao impulso ¢ modificada gradualmente de w; para
w,, conforme [2, pp. 273]

Wo (1) =Wy +W(n) 3)

W(n+1)=aw(n)+o(n) @)

com @(n)=[@(n) (p(n—l)...(p(n—N+1)]T, sendo @(n) um
processo  gaussiano branco com  variancia 6(2[, e
w(0)=w, —w,. Adicionalmente, em (4), utiliza-se 0 <o <1
para controlar a velocidade de transicdo de w; para w,
(quanto menor o valor de o, mais rapida ¢ a transi¢do entre
w; ¢ W,). Note que a formulagdo de w,(n) [dada por (3) e
(4)] pode ser particularizada para representar as plantas
variantes no tempo consideradas em [8], [11] e [12]. Por
exemplo, para w, =0, (3) e (4) representam o processo de
Markov de primeira ordem utilizado em [11]. Agora,
considerando ao=1 e w, =0, (3) e (4) equivalem ao modelo
random walk utilizado em [8] e [12].

II1. MODELO ESTOCASTICO PROPOSTO

Nesta secdo, sfo derivadas expressdes de modelo
descrevendo o comportamento do algoritmo NLMS operando
no cendrio descrito na Se¢do II. Para tal, algumas suposigdes e
aproximagdes utilizadas na derivagdo do modelo sdo
apresentadas na sequéncia:

S1. O sinal de entrada x(n) ¢é obtido de um processo
gaussiano branco com variancia Gi.

S2. O parametro de regularizagdo pode ser negligenciado na
modelagem estocastica sob certas condigdes, isto &,
e < E[x" (n)x(n)] [11] e [14].

S3. O ruido de medi¢ao z(n) ¢ obtido de um processo de
média zero com varidncia 62, sendo descorrelacionado
com qualquer outro sinal no sistema [8]-[12].

S4. Para condi¢do de adaptagdo lenta, w(n) e x(n) sdo
assumidos nao correlacionados [8]-[12].

S5. Para N grande, as flutuagcdes de energia no sinal de
entrada tornam-se pequenas o suficiente para justificar a
seguinte aproximacao [1], [12]:

T T
E{X(Tn)x (n)}E[xgn)x 1 .
X (m)x(n) | E[x (n)x(n)]

A. Comportamento Médio do Vetor de Coeficientes

Nesta secdo, ¢ derivada uma expressdo descrevendo o
comportamento médio do vetor de coeficientes do filtro
adaptativo. Para tal, primeiramente, (2) e (3) sdo substituidos
em (1) e, entdo, o valor esperado é computado em ambos os
lados da expressdo resultante, considerando as suposicoes
S1-S5. Assim,

E[w(n+1)]= (1 —%]E[w(n)] + %AM,NE[WO Ml (6)
com
Ayv=Myy Oyy-ml @)

para M <N, onde I,,, € uma matriz identidade de
dimensio MxM e 0, y_, € uma matriz nula com
dimensdo M XN —M (em particular, para N=M, 0,/ y_,,

¢ uma matriz vazia, implicando Ay y =1, /).
Alternativamente,
Iyn
Ayny= {0 ’ } (®)
M~N,N
para M > N. Além disso,
E[w, (n)]=w, +E[W(n)] ©)
com
E[W(n)] = o"W(0). (10)

B. Vetor de Coeficientes em Regime Permanente
Agora, tomando (6) e assumindo
lim E[w(n)] = E[w()] (11)
n—soo

o vetor de coeficientes do filtro adaptativo em regime
permanente pode ser expresso como

E[w(o)]= Ay yWa- (12)

Note que, para M <N, E[w(e)] é uma versdo truncada do
vetor w,.
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C. Erro Quadrdtico Médio

Com o objetivo de obter uma expressdo analitica para
predizer o EQM do algoritmo NLMS, primeiramente,
define-se o vetor de erro do filtro adaptativo como

v(n)éw(n)—AM’Nwo(n). (13)

Agora, utilizando (13) em (2), o sinal de erro pode ser
reescrito como

e(n) = z(n)+[xy (1) = X3, Ay IWo (1) =X, (m)V(n). (14)

Entdo, elevando e(n) ao quadrado, tomando o valor esperado
de ambos os lados da expressdo resultante e utilizando as
suposicdes S2-S4, o EQM ¢ dado por

E[e’ (n)] 2 J(n)

(15)
B Jmin +J5(n)+Jex(n)
com
Jmin =6§ (16)

caracterizando o minimo EQM que pode ser obtido em regime
permanente, sendo

Js(n)=ortr{Z,y yK,(n)] (17)

a parcela do EQM que surge quando M < N [em particular,
quando M =N implica Jg(n)=0]. Além disso, K;(n)=
E[w, ()Wl (n)] e

V4 _ 0M,M
N,N — 0 1
N-M M N-M ,N-M

04 N-m

(18)

onde 0,,,, ¢ uma matriz nula de dimensdo M XM.
Adicionalmente,

Jox (1) = 02t K ()] (19)

¢ 0 EQM em excesso (EQME), para K(n) = E[v(n)vT(n)].

Levando em consideragdo (17) e (19), nota-se que o EQM
(15) sera completamente determinado apenas se as matrizes de
correlacdo K, (n) e K(n) forem conhecidas.

D. Matrizes de Correlag¢do

Nesta se¢do, com o proposito de completar a derivagdo do
EQM, expressdes recursivas para o calculo das matrizes de
correlacdo K;(n) e K(n) sdo obtidas. Primeiramente, para
determinar K,(n), computa-se o produto wo(n)wg(n) e,
entdo, toma-se o valor esperado de ambos os lados da
expressao resultante. Assim,

K, (1) = woWJ +W,E[W" (m)]+E[W(m)]w] +K,(n) (20)
com E[w(n)] dado por (10) e
K, (n+1)=a’K,(n) + 01y . (1)

Agora, com o intuito de derivar uma expressdo recursiva
para computar K(n), primeiramente, a regra de atualizacdo
(1) é reescrita em termos de v(n), isto &,

D)=y X (m)z(n)
N T () e
N Xy (M[xy (1) =X, (A v ]
Xy (W)X, () +€

+(1-0) Ay yW(n)— Ay yo(n).

Xy (X ()|

+| 1 +U
MMEEKT ()%, (n) +€

W, (1)

(22)

Entdo, determinando o produto externo vin+D)vi(n+1),
tomando o valor esperado de ambos os lados da expressdo
resultante e utilizando as suposi¢des S2-S4, obtém-se

t[K(m)]y, 0 + 2K(n)}

K(n+1):(1—]2\/[—qu(n)+u2{

M(M +2)
J_. +02tr[Zy vK,(n)]
2 min X N,N*™1
+ : 1 +T'(n)
" { 2M (M +2) MM
(23)
com
L(n)= (1_a)(1_£][1<3(nm}4 N+ Ay v KG ()]
M ’ ’ (24)
+(1—0)* Ay Ky (MAY, y +0eAy vALy y
para
u 2
K:(n+)=0|1-— |K -0 A
3(n+1) ( Mj 3(n) @AM ,N (25)

+ol-o)A, vK; ().

Portanto, o EQM do algoritmo NLMS pode ser agora
completamente determinado utilizando (15) juntamente com

(20) e (23). Adicionalmente, as matrizes K(n), K;(n),
K,(n) e K;(n) sdo inicializadas como
K(0)= Ay yWiWi Al (26)
K, (0)=w,w/ 27
K5 (0) = (w; = Wa)(w; =wy)" (28)
e
K3(0)= Ay Wi (W —w))". (29)

E. EOM em Regime Permanente

Nesta se¢do, uma expressdo analitica descrevendo o EQM
em regime permanente ¢ derivada. Para tal, toma-se o limite
de (15) para n — oo, Assim,

J(oo) = Jmin + JS (°°) + Jex (°°) (30)
com
Js(00) =02t Zy yK ()] 31)
onde K;(e) ¢ obtido tomando o limite de (20) para n — oo,
resultando em

2

_ T, %
K () =w,w, +WIN,N' (32)

Além disso,
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Jox (20) = 62K (e0)]

33
=621"Kk(e0) &)

denota 0 EQME em regime permanente, onde 1 é um vetor
com ordem M de 1’s e k(eo), o vetor com os elementos da
diagonal principal de K(e). Particularmente, para determinar
k(e0), primeiramente, toma-se os elementos da diagonal de
(23) e, entdo, computa-se o limite da expressdo resultante para
n — oo, Assim,

Mszin + uzcitr[ZN,NKl (°°)] 1

k(eo)=C!
=) { oiM(M +2)

(34)
2u
+ T
(1+a)[MA+0o)+op]

com

2 (M T
C_MKI M+2JIM’M 2(M+2)11} 33)

e T denotando um vetor de ordem M com os primeiros N
elementos unitarios e os demais nulos (particularmente, para
M <N, tem-se T=1). Para o calculo de c! [requerido em
(34)], pode-se utilizar a formula de Sherman-Morrison [15].
Assim,

T
o M [<M+2)<2—M>IM,M +pll } 6

T ouM +2-p) 2-q

Agora, substituindo (36) em (34) e a expressdo resultante em
(33), 0o EQME em regime permanente pode ser expresso como
Jex (oo) = ‘]ex,O (oo) + Jex,l (oo) (37)

com

Jex,O (oo) =

(MAj_ 2) Fuu) {‘]min + G)zctr[ZN,NKl ('X’)]} (3 8)

caracterizando a parcela do EQME relacionada ao ruido do
gradiente decorrente do processo de adaptagdo [1]-[3] e

2676, M min(N, M)

Jex,l ()= (1+a)[MA-o)+ou](2—w)

(39

a parcela do EQME correspondente ao rastreamento da planta
variante no tempo.

E bem conhecido da literatura, [1]-[3] e [16], que
Jex0(e2) € uma fungdo crescente com respeito ao passo de
adaptagdo L. Por outro lado, Ji () € uma funcdo
decrescente com respeito ao passo L [tendo em vista que
valores maiores de passo sdo requeridos para que o filtro
adaptativo w(n) possa rastrear adequadamente as variagdes
da planta, reduzindo J, (=)]. Esse comportamento
antagonico de J,, o(0) € J (e0) em relagdo ao passo de
adaptagdo faz com que J (e) [dado por (37)] apresente um
ponto de minimo sob certas condi¢cdes de operagdes (como
discutido em [11]). O valor de passo ,, que leva o EQME ao
menor valor possivel em regime permanente, pode ser
determinado encontrando o minimo de (37). Assim, derivando
(37) com respeito a W, igualando o resultado a zero e

considerando L=, obtém-se

I M200+ M(1-0)] - 1-AM (1- @)
o oA

(40)

para

(I+ o)
(M +2)min(N, M)’

A= i{";—% tr[ZN,NKmoo)]} (1)

2
o, | Ox

IV. RESULTADOS DE SIMULACAO

Nesta secao, com o objetivo de avaliar a precisdo do
modelo proposto, resultados de simulagdo de MC (média de
300 realizagdes independentes) sfo comparados com as
predi¢des do modelo para diferentes cenarios de operacdo. Em
todos os exemplos, a varidncia do ruido de medigdo ¢
0§=10_2, o parametro de regularizacdo =107 ¢ x(n) ¢é
um ruido gaussiano branco com varidncia unitaria (i.e.,
o2 =1). Para w, ¢ W,, sio utilizados vetores com ordem
60, cujas amostras sdo ilustradas na Fig. 2.

A. Exemplo 1

Neste exemplo, a precisdo do modelo estocastico proposto
¢ verificada (por meio da curva do EQM) considerando
diferentes ordens para o filtro adaptativo, isto é, M = N =60,
M =50 ¢ M =40. Além disso, utiliza-se aqui G(Zp =107,
a=0,999 e u=0,1. A Fig.3 mostra as curvas do EQM
obtidas via simulagdo de MC e através do modelo proposto.
Observa-se que o modelo proposto descreve com precisdo
muita boa o comportamento do algoritmo adaptativo, tanto na
fase transitoria quanto em regime permanente. Além disso,
como predito adequadamente pelas expressdes de modelo,
nota-se que o valor do EQM em regime permanente ¢
degradado (isto é, aumenta) & medida que a ordem do filtro
adaptativo ¢ reduzida em relacdo a ordem da planta w (n).

B. Exemplo 2

Aqui, a precisdo do modelo proposto ¢ avaliada
considerando diferentes niveis de perturbacdo na planta
w,(n), isto &, Gfp=10_7, 107 ¢ 1075, Adicionalmente,
considera-se w=0,1, 2 =0,999 ¢ M=45. A Fig. 4 mostra as
curvas do EQM obtidas por simulacdo de MC e através do
modelo proposto. Observa-se novamente que o modelo
proposto descreve satisfatoriamente o comportamento do
algoritmo adaptativo, inclusive quando a planta w (n) ¢
submetida a um valor significativo de perturbagdo (isto €,
o, =107).

C. Exemplo 3

Neste exemplo, as expressoes de modelo descrevendo o
EQM em regime permanente sdo avaliadas considerando o
mesmo cenario do Exemplo 1, para diversos valores de passo
de adaptacdo (veja Fig. 5). Observa-se que o modelo proposto
prediz com precisdo muita boa 0 EQM em regime permanente,
para todos os valores utilizados de passo de adaptagdo e de
ordem do filtro adaptativo.
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Fig. 2. Amostras dos vetores w, (linha solida cinza) e w, (linha solida
escura).
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Fig. 3. Exemplo 1. Curvas do EQM obtidas por simulagdo de MC (linhas
irregulares cinza) e através do modelo proposto (linhas sélidas escuras) para
diferentes dimensodes do filtro adaptativo. Os valores do EQM em regime
permanente sio indicados por linhas pontilhadas escuras.
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Fig. 4. Exemplo 2. Curvas do EQM obtidas por simulagdo de MC (linhas
irregulares cinza) e através do modelo proposto (linhas sdlidas escuras)
considerando diferentes niveis de perturbagdo na planta w(n). Os valores do
EQM em regime permanente sdo indicados por linhas pontilhadas escuras.

-20 02 04 06 08 10 12 14 16

EQM em regime permanente (dB)

Passo de adaptagdo, p

Fig. 5. Exemplo 3. Valores do EQM em regime permanente obtidos por
simulagdo de MC (marcadores cinza) e através da expressdo de modelo (30)
(linhas solidas escuras) considerando filtros adaptativos com dimensdes
distintas.

V. CONCLUSOES

Neste trabalho de pesquisa, foi derivado um modelo
estocastico para o algoritmo NLMS considerando ambiente
ndo estacionario e filtro adaptativo com ordem diferente da
planta a ser estimada. Particularmente, foram derivadas
expressdes de modelo descrevendo o comportamento médio
dos coeficientes do filtro adaptativo e 0 EQM (ambos na fase
transitoria e em regime permanente). Adicionalmente, uma
expressdo para determinar o passo de adaptagdo otimo foi
obtida. Os resultados de simulag¢do apresentados ratificaram a
precisdao das expressdes de modelo aqui derivadas para uma
ampla faixa de condi¢des de operagao.
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