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Aproximacoes para Somas de Envoltorias
Nakagami-m e «a-p via Casamento de Assintotas

José David Vega Sanchez, Victor Gongalves de Carvalho Feitosa Perim e José Candido Silveira Santos Filho

Resumo— Neste trabalho, ¢ introduzido um novo método para
a aproximacao da funcio densidade de probabilidade de somas
de variaveis aleatorias positivas. Além disso, como exemplos
importantes de aplicacdo em comunica¢des sem fio, 0 método é
particularizado para somas de envoltérias Nakagami-m e a-p. Na
abordagem proposta, os parametros da distribuicio aproximada
sdo ajustados para que seu comportamento assintético equivalha
ao da distribuicao exata da soma. Por conta disso, 0 novo método
é extremamente preciso para relacoes sinal-ruido médias a altas,
desbancando as solucdes existentes na literatura.

Palavras-Chave— Analise assintética, canais de desvaneci-
mento, distribuicido a-u, distribuicdo Nakagami, métodos apro-
ximados, somas de variaveis aleatorias.

Abstract—1In this work, we introduce a new method for
approximating the probability density function of sums of positive
random variables. In addition, as important application examples
in wireless communications, we specialize the new method to
sums of Nakagami-m and «-u envelopes. In the proposed
approach, the parameters of the approximate distribution are
calibrated by matching its asymptotic behavior to that of the
exact sum distribution. As a result, the new method is strikingly
accurate at medium to high signal-to-noise ratio, outperforming
existing solutions in the literature.

Keywords— o-11 distribution, approximation methods, asymp-
totic analysis, fading channels, Nakagami-m distribution, sum
distributions.

I. INTRODUCAO

Esquemas de combinacdo de diversidade, equalizacdo e
fendmenos de interferéncia sdo apenas alguns dos muitos
cendrios de aplicacdo em sistemas de comunicagdo sem fio
caracterizados por somas de varidveis aleatdrias. Nesses casos,
conhecer as estatisticas de tais somas ¢é crucial para analisar
o desempenho dos sistemas. Entretanto, a avaliacdo exata da
funcdo densidade de probabilidade (FDP) da soma de varidveis
aleatérias pode ser uma tarefa complicada, uma vez que se
apresenta na forma de uma convolucido das FDPs individuais.
Essa convolugdo necessita por vezes de rotinas numéricas para
ser estimada, e mesmo essa abordagem se torna rapidamente
invidvel a medida que o niimero de varidveis da soma se eleva.

Em vista da complexidade inerente as estatisticas exatas
da soma, solucdes aproximadas se apresentam como uma
alternativa importante. Foi o préprio Nakagami quem primeiro
prop0s ajustar os pardmetros de uma envoltéria Nakagami-m
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para aproximar uma soma de envoltérias Nakagami-m inde-
pendentes e identicamente distribuidas (iid) [1]. Com base nas
ideias apresentadas em [1], uma aproximacdo Nakagami-m foi
proposta em [2] para a soma de duas envoltérias Nakagami-
m correlacionadas e em [3] para a soma de miiltiplas en-
voltérias Nakagami-m independentes e arbitrariamente dis-
tribuidas (iad). Mais recentemente, propds-se o uso da en-
voltéria generalizada a-p¢ (da qual a envoltéria Nakagami-m
€ um caso especial) para aproximar a soma de envoltérias
Nakagami-m iad [4] e a soma de envoltérias a-p iid [5].

Em todos os trabalhos supracitados, os parametros da FDP
aproximada sdo ajustados de modo a atender a determinados
momentos estatisticos da soma exata (os de mais baixa ordem,
em geral). Esse método é conhecido como casamento de mo-
mentos. Neste trabalho, propde-se um novo método de ajuste
de pardmetros, aqui denominado casamento de assintotas'.
A ideia central é forcar que a FDP aproximada tenha uma
assintota na origem equivalente aquela da FDP da soma exata.
Note que, para um nivel prefixado de envoltéria, isso equivale
a casar os comportamentos assintéticos das FDPs exata e
aproximada para alta relacdo sinal-ruido (RSR) média. Trata-
se de uma regido importante de ajuste, j4 que retrata o ganho
energético potencial de cada sistema de comunicacdo, sendo
por isso amplamente empregada como critério de comparagdo
entre sistemas. O novo método é aplicado a dois casos: (i)
uma aproximagdo Nakagami-m para a soma de multiplas
envoltérias Nakagami-m iad e (ii) uma aproximacgdo -y para
a soma de muiltiplas envoltérias a-p iad.

O restante do texto estd organizado como segue. Na
Secdo II, formula-se o problema da soma de envoltérias. Na
Secdo III, o arcabouco geral da solu¢do exata conhecida é
revisitado. Na Secdo IV, introduz-se o novo método de ajuste
para a FDP aproximada da soma, o qual é entdo aplicado
para somas de envoltérias Nakagami-m e «-u. Resultados
numéricos e discussdes sdo apresentados na Secdo V. Final-
mente, as principais conclusdes deste trabalho sdo sintetizadas
na Secdo VI

Ao longo do texto, fz(-) denota a FDP de uma varidvel
aleatdria genérica Z e E[] denota média estatistica.

1I. FORMULAQAO DO PROBLEMA

Seja R a soma de M envoltérias iad R;, i = 1,..., M,
ou seja,

M
R=> R (1)
=1

IDe fato, 0 novo método pode ser aplicado a somas genéricas de varidveis
positivas independentes.
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Em particular, serdo consideradas somas de envoltérias Naka-
gami e a-p. No caso Nakagami, a FDP de R; é dada por [1]

o p2mi—l m;r>
fr, (1) T () eXp< Q, ) ; )

em que I['(.) é a fungdo gama, ; = E[R?] € a poténcia média e
m; = Q2 /(E[R}] —E?[R?]) é o pardmetro de desvanecimento.
No caso a-u, a FDP de R; é dada por [6]

B aiugtiraip,ifl uﬂ,ai
em que ; = E[R;] é um pardmetro de escala, enquanto que
wi = Q2/(E[R7*] — E?[RY]) e a; > 0 sdo parimetros de
forma associados ao desvanecimento do canal. Na andlise que
segue, serdo utilizados os enésimos momentos de R;, ou seja,
E[R}]. Para envoltérias Nakagami [1]

s = () S @

e para envoltérias a-p [6]

ElR] = (Hi L)

O problema em questdo é encontrar uma boa aproximagio
para a FDP de R nos cendrios Nakagami e -y considerados.
Antes disso, entretanto, serd revisitada a formulacao geral para
a solucdo exata do problema, a fim de evidenciar a enorme
(proibitiva, por vezes) complexidade dessa solugdo.

ITI. SOLUCOES EXATAS REVISITADAS

A avaliacdo exata da FDP de uma soma de varidveis
aleatérias iad pode ser formulada segundo duas abordagens.
Na abordagem convencional, resulta na convolugdo das FDPs
individuais. Na abordagem alternativa, no dominio transfor-
mado de Fourier, resulta no produtdério das funcdes carac-
teristicas (FCs) individuais. Ambas as formulacdes sdo apre-
sentadas a seguir.

A. Comvolugdo e Integral de Brennan

Em vista da hipétese de independéncia entre as varidveis da
soma, a FDP de R € obtida como a convolugdo das FDPs das
varidveis R; [7]. Tal convolugdo se escreve na forma de uma
integral multipla com dimensao igual a M — 1, tendo como in-
tegrando o produtdrio das FDPs individuais. Na verdade, em se
tratando de varidveis positivas, como € o caso de envoltdrias,
¢ possivel reformular os limites de integracdo a partir de uma
abordagem geométrica, como apresentado em [8]. A vantagem
de tal abordagem (conhecida como integral de Brennan) sobre
a integral de convolucdo é contemplar também os casos em
que as varidveis sdo mutuamente correlacionadas. Por conta
disso, apresenta-se aqui a integral de Brennan, dada por [8]

T pr—TM =M.
fr(r) = / / /
0 0 0
M

le,---,RM (T‘ — Z?”i,rg, ...,T’]\/j)dTg...dTM_ldTM. (6)
=2

Note que a solucdo em (6) € dada em termos da FDP conjunta
de Rq,...,Ry. Em nosso caso, como as varidveis aleatdrias
sao independentes, tal FDP corresponde ao produto das FDPs
marginais, ou seja,

M
le,A..,RM(Tl,anM) = HfRf(rl) (7)
=1

Embora a integral de Brennan seja uma formulacdo geral e
exata, apenas em casos muito limitados ela admite solu¢do em
forma fechada. Além disso, o seu uso em rotinas de integracio
numérica se mostra invidvel na prdtica a partir de poucas
varidveis (M > 5, por exemplo).

B. Produtorio de Fungdes Caracteristicas

A FC de uma varidvel aleatéria R; é definida como ®;(w) £
Elexp(jwR;)], o que equivale a antitransformada de Fourier da
FDP de R;. Assim, ja que a FDP de R € dada pela convolucio
das FDPs de R;, entdo a FC ®p(-) de R é dada pelo produtério
das FCs individuais correspondentes, ou seja,

M
Op(w) = [[®r (w). ®)
=1

Finalmente, a FDP de R pode ser calculada a partir sua FC
via transformada de Fourier, obtendo-se

1 +oo M
/ exp (—jwr) H Dp, (w)dw. )

T on
-0 =1

fr(r)

Uma limitacdo dessa abordagem é que nem sempre se
conhece a FC das varidveis envolvidas. Em nosso caso, por
exemplo, a FC nio € conhecida para envoltérias a-p, enquanto
que para envoltérias Nakagami é dada por [9]?

1 in2
Pp,(w) =11 <mi§ o >

T (mi + %) Q; 1 in2
w2 [ By (s s . (10

sendo 1 F(.;.;.) a fungo hipergeométrica confluente. Além
disso, mesmo nos casos em que se conhecem as FCs individu-
ais, a integral unidimensional em (9) raramente pode ser resol-
vida em forma fechada, e sua avalia¢do por rotinas numéricas
se torna mais suscetivel a problemas de mé convergéncia a
medida que o ndmero M de varidveis aumenta.

IV. SOLUCOES APROXIMADAS PROPOSTAS

Antes das aproximagdes propriamente ditas, alguns resulta-
dos preliminares serdo apresentados, como base analitica para
um novo método geral de ajuste de parametros via casamento
de assintotas.

2Em [9], com base na expressio da FC de envoltérias Nakagami-m, foi
apresentada uma solucdo em forma fechada para a FDP exata da soma
de envoltdrias Nakagami-m iad. A solu¢do é dada em termos da funcdo
hipergeométrica multivariada de Lauricella. Por outro lado, como apontado
pelos préprios autores em [9], tal funcdo ndo se acha disponivel em pacotes
computacionais como Matlab e Mathematica. Em ultima instancia, ela deve
portanto ser estimada via integracdo numérica, da mesma forma que ji o seria
com uso de (9).
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A. Preliminares
Considere a expansdo em série de Maclaurin para a PDF
de R;, escrita na forma
o0
bin
Ir,(r) = E aipr;"" (11)
n=0
em que b;, é uma fun¢do de n monotonicamente crescente.
Os termos a; , € b; ,, dependem do modelo de desvanecimento

em questao. Por exemplo, a partir de (2) e (3), com uso da série
de Maclaurin da funcdo exponencial, € possivel mostrar que

(=1)m2mtn

Qjp = —~— = 12a
’ nIT (m;) Q" (122)
bin =2(m; +n) —1 (12b)
para desvanecimento Nakagami-m e
—1)"y Hitn
in = ()O‘—WH_H (13a)
Il (ps)
bim = a;(p; +n)—1 (13b)

para desvanecimento a-u. Sabendo-se que a FDP da soma é
dada pela convolugdo das FDPs individuais, ou seja,

fR(T) - le(T) ®fR2(r) ® "'®fRM(T)7

em que ® denota convolugdo, é entdo possivel utilizar (11)
para representar tal FDP em termos de uma série, obtendo-se

fR(T) — Z Z Z al,nlrbl’”l(g
1

ni=1ng=1 nyp=

2,772 @+ @ Apgpy, ML (15)

(14)

O objetivo aqui € obter uma expressdo assintotica para a
FDP da soma exata em torno da origem. Em outras palavras,
considerando-se a expansdo em série de Maclaurin

o0
fr(r) = Z anrtr (16)
n=0
para a soma e sabendo-se que seu comportamento assintotico
em torno da origem € governado pelo termo de menor expo-

ente, ou seja,
fr(r) ~ aor’, 17)

entdo o nosso objetivo € obter uma expressdo para ag e byg.
Em (15), é possivel mostrar que a convolugdo entre cada con-
junto de termos aj ,, 7’071, ..., apf i, TP M resulta num
termo de mesmo formato, isto €,

bi,n bMnyy — b
A1, T Qs @ Ay, 7M™ = ar”, (18)
em que os valores de a e b sdo obtidos como

Hfil [a‘i,nir(l + bl,m)]

a= (19a)
r (M +M bm>
M
b=(M—-1)+ bin,. (19b)
=1

Considerando que cada termo b;,, € uma fun¢do de n;
monotonicamente crescente, 0 menor valor para o expoente

b em (19b) ocorre para ny = ng = --- = ny; = 0. Assim, ag
e by sao finalmente obtidos como

[T, [as. oD (1 + bio)]

ap = : (20a)
T (M4 bio)
M
bo=(M—1)+> bio. (20b)
=1

B. Soma de Envoltérias Nakagami-m

Neste trabalho, propde-se aproximar a soma R de en-
voltdrias Nakagami iad por uma envoltéria Nakagami R, cuja
FDP ¢ dada por

21

Assim, a questdo passa a ser encontrar um bom ajuste para
Qe m tal que (21) seja uma boa aproximagdo para a
FDP exata de R. Uma abordagem comum na literatura é
o método de casamento de momentos, ou seja, ajustar os
parametros da distribuicdo aproximada de forma a igualar
alguns de seus momentos aqueles da soma exata. Embora
essa abordagem forneca bons resultados no corpo e na cauda
direita da FDP, os resultados sio menos satisfatorios na cauda
esquerda, proximo a origem. Isso ficard evidente nos exemplos
numéricos apresentados na proxima se¢do. Aqui, a fim de se
contornar essa deficiéncia, propde-se uma nova abordagem,
denominada casamento de assintotas. No método proposto, 0s
parimetros da distribuicdo aproximada sdo ajustados de forma
a igualar a sua assintota na origem

(22)

a da soma exata. E importante lembrar que a assintota da FDP
na origem enquanto funcdo do nivel de envoltéria equivale
a assintota da FDP no infinito enquanto funcdo da RSR
média para um dado valor prefixado de envoltéria. Além
disso, vale mencionar que o comportamento assintético de um
sistema de comunicagdes em regime de alta RSR é um retrato
crucial de sua eficiéncia energética, sendo pois uma métrica
importante de desempenho. O intuito do método aqui proposto
é proporcionar um melhor ajuste da aproximac¢do sob regime
de alta SNR.

Em vista do exposto, a estratégia é escolher Q e 1 tais que
ag =ag € l~)0 = bg. Trata-se de um sistema de duas equagdes
e duas incégnitas. Com uso de n = 0 em (12), segue que

Gy = 2 (232)
() Q™
bo = —1 + 2. (23b)

Quanto a ag e by, estes sdo dados por (20), sendo os termos
aio € b;o calculados com n = 0 em (12). Feitas as devidas
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substitui¢des, a solug@o do sistema € finalmente obtida como
M
i=1

Q:

(24a)

2mm

- oM M [(E)mirem)\ ]
I'(m) [1“(22]1”_1m) [Liz, ( () ﬂ

(24b)

m

C. Soma de Envoltorias o-pi

O desenvolvimento € similar para o cendrio a-p. Nesse caso,
propde-se aproximar a soma R de envoltérias a-p iad por uma
envoltéria a-pp R, cuja FDP é dada por

a ﬂﬁr&ﬁ—l ﬂ?“&
falr) = I exp (— ! ) |
I()Qr Q

Por outro lado, agora sdo trés os pardmetros a serem ajustados:
Q, & e [i. Dessa forma, além de ag = ag e 50 = by, necessita-
se de uma terceira equagdo de ajuste. Propde-se aqui que tal
equagdo seja dada pelo casamento do enésimo momento da
soma, ou seja, E[R"] = E[R"]. A principio, o valor de n pode
ser escolhido arbitrariamente. Entretanto, o papel da terceira
equacdo € garantir um bom ajuste da aproximacdo na cauda
direita da FDP, com a qual as duas outras equagdes (casamento
assint6tico) ndo mantém qualquer compromisso. Além disso,
verifica-se que a qualidade desse ajuste melhora a medida que
n cresce. Em contrapartida, a partir de certo valor de n, o
sistema resultante deixa de ter uma solucdo vidvel. Em outras
palavras, n deve ser escolhido tdo grande quanto possivel, mas
suficientemente pequeno para viabilizar uma solug¢do para o
sistema. Em suma, os valores de Q, « e [t sdo obtidos como
solucdo do seguinte sistema de equagdes:

(25)

C~l0 = Qg (263)
bo = bo (26b)
E[R"] = E[R"]. (26¢)

E necessario explicitar cada um dos termos do sistema. Em
sendo R uma varidvel a-u, com n = 0 em (13) segue que

A il

o= —F (27a)
NI

bo = —1 + @ji. (27b)

Além disso, com (13) em (20), obtém-se, apds algumas
simplificacdes,

M .
1 iy T (evipu;)
= L 2
“Tr (ZM a ) ' { 0T (pa) 25
=1 Xilbi ) i=1 g
M
bo=—1+Y i (28b)
i=1
Finalmente, de (5), resulta que
o (2) T )
E[R" — —_— (29)
FI={7) @

e de [3, Eq. (6)] resulta que o enésimo momento da soma
exata pode ser obtido em termos dos momentos das envoltdrias
individuais como

-2 E ()0 (1)

M —
ny n2 nM-—-1 M—1

x E[RY™™]E[R3*~"]---E[R}/'], (30)

em que cada E[R}] é dado por (5).

O sistema de equagdes em (26) ndo admite solug@o analitica
em forma fechada para Q, Q € [i, uma vez que contém
equacdes transcendentais. Por outro lado, esse sistema pode ser
resolvido facilmente por meio de rotinas numéricas disponiveis
em pacotes computacionais como Matlab e Mathematica.

V. RESULTADOS NUMERICOS

Nesta secdo, as aproximacdes propostas sao compara-
das a solucdo exata obtida com uso de (6) via integracdo
numérica. Além disso, sdo também incluidas na comparacao
as aproximagoes correspondentes ajustadas por casamento de
momentos, a saber: a aproximacio Nakagami-m para somas
de envoltérias Nakagami-m em [3] e a aproximagdo «-p para
somas de envoltérias a-p em [5]°. Em todos os exemplos,
consideram-se envoltdrias com poténcia média unitaria.

As Figs. 1, 2 e 3 apresentam as FDPs exata e aproximadas
para a soma Nakagami-m, considerando duas envoltérias iid,
trés envoltdrias iid e trés envoltdrias iad, respectivamente.
Nos casos iid, utiliza-se m; = 0.5,1,2 e 3; no caso iad,
(ml, ma, m3) = (057 2, 35) € (ml, ma, m3) = (2, 5, 7) As
Figs. 4, 5 e 6 apresentam as curvas correspondentes para a
soma a-u. Nos casos iid, utilizam-se a; =5 e p; = 0.5,1,2
e 3; no caso iad, (a1, a9, as, 1, 4o, u3) = (3,4,5,0.5,1, 1.5)
e (a1, a9, as, 11, g2, u3) = (5,6,5,1,3,6.5). O intuito aqui é
retratar as aproximagdes sobre uma ampla gama de cendrios,
abrangendo diferentes condi¢Ges de desvanecimento.

A partir das figuras, observa-se que na cauda esquerda
da FDP, como esperado, as aproximacgdes propostas seguem
precisamente o comportamento da soma exata, ndo apenas
no cendrio iid mas também no cendrio iad. Em contraste,
as aproximacgdes em [3] e [5] apresentam uma inclinacdo
diferente da FDP exata, de modo que a discrepincia entre
elas se eleva rumo a origem. A situagdo se torna critica no
cendrio iad, para o qual a discrepancia é enorme. Por outro
lado, na cauda direita da FDP, as aproximagdes propostas t€ém
desempenho menos satisfatorio, particularmente para o cendrio
iad. No cendrio iid, entretanto, o desempenho é compardvel ao
das aproximacdes em [3] e [5].

VI. CONCLUSOES

Neste trabalho, sdo propostas aproximagdes para a fungdo
densidade de probabilidade de somas de varidveis Naka-
gami e a-p independentes e arbitrariamente distribuidas. As
aproximacdes propostas sdo extremamente precisas na regido
assintdtica para alta relagdo sinal-ruido, sendo muito superio-
res nessa regido as aproximagdes disponiveis na literatura.

3Embora as aproximagdes em [3] e [5] tenham sido originalmente propostas
para somas de varidveis iid, ndo hd qualquer restricio matemdtica a sua
aplicagdo para somas de varidveis iad.
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Fig. 1. FDP da soma de duas varidveis aleatérias Nakagami-m iid.
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Fig. 2. FDP da soma de trés varidveis aleatérias Nakagami-m iid.
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Fig. 3. FDP da soma de trés varidveis aleatérias Nakagami-m iad.
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Fig. 4. FDP da soma de duas varidveis aleatérias a-p iid.
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Fig. 5. FDP da soma de trés varidveis aleatérias a-p iid.
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Fig. 6. FDP da soma de trés varidveis aleatérias a-p iad.
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