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Esparsificacao de dicionario para métodos kernel
baseada na ortogonalizacdao de Gram-Schmidt

André Amaro Bueno e Magno T. M. Silva

Resumo— Neste artigo, propde-se uma técnica de esparsifica-
¢do de dicionario para métodos baseados em niicleo (kernel).
Ela se baseia no processo de ortogonalizaciao de Gram-Schmidt,
permitindo que os vetores do espaco de dimensao infinita indu-
zido pelo kernel gaussiano sejam representados por vetores de
dimensao finita. A técnica proposta ¢é aplicada a um algoritmo do
tipo LMS (least-mean-square). O algoritmo resultante apresenta
vantagens em termos de custo computacional quando comparado
com o algoritmo kernel LMS que utiliza o critério da novidade
como técnica de esparsificacio.

Palavras-Chave— métodos baseados em kernel, filtragem adap-
tativa, processamento nao linear de sinais

Abstract— In this paper, we propose a technique for dictionary
sparsification in kernel methods. It is based on the Gram-Schmidt
orthogonalization process, which allows finite-dimensional vec-
tors to represent vectors contained in the infinite-dimensional
space induced by the Gaussian kernel. The proposed technique
is applied to an LMS (least-mean-square)-type algorithm. The
resulting algorithm presents a lower computational cost when
compared to the kernel LMS implemented with the novelty
criterion.

Keywords— kernel-based-methods, adaptive filtering, nonlinear
signal processing

I. INTRODUCAO

Meétodos baseados em nicleo (kernel) sdo capazes de resol-
ver problemas nao lineares, projetando o vetor de entrada em
um espago de dimensdo mais alta, onde um método linear é
usado [1]. Esses métodos tém sido amplamente utilizados em
conjunto com diferentes técnicas de processamento de sinais,
como mdaquinas de vetores de suporte (support vector ma-
chines — SVM), andlise de componentes principais (principal
componente analysis — PCA), filtragem adaptativa, entre outras
[1], [2]. Apesar dessas técnicas terem objetivos diferentes,
todas elas mapeiam um vetor coluna u € U C RM, sendo
M a dimensdo do espaco de entrada, em um espago de alta
dimensdo H como ¢(u), usando um kernel de Mercer [1]-[6].

Kernel de Mercer é uma fungdo continua, simétrica e
positiva-definida s : U x U — R, tal que [1]

K, v) = (p(u),@(v))x = e(w)"o(v), (1)
para todo u,v € U, em que o superescrito 1’ representa
transposi¢do. Essa equacdo é conhecida como truque do kernel
ja que o produto interno dos vetores mapeados p(u) e (V)
pode ser calculado de maneira eficiente no espago H, sem se
conhecer explicitamente a funcéo ¢(-) [1]. O kernel gaussiano
¢ o mais utilizado na literatura e é definido como

k(u,v) = e Clu—vl®, 2

T
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em que || - || denota a norma euclidiana, ¢ = 1/(202) é o
pardmetro do kernel e o sua largura. Pelo teorema de Mercer,
o kernel gaussiano induz um espaco de Hilbert H de dimensao
infinita [1].

Gragas ao truque da Equacgdo (1), técnicas que utilizam
produtos internos, como € o caso de filtros adaptativos, podem
ter versdes baseadas em kernel. Dentre os diferentes filtros
adaptativos kernel da literatura, o algoritmo kernel least-
mean-squares (KLMS) [3] € o mais popular gracas a sua
simplicidade. No espaco de alta dimensdo H, o algoritmo LMS
€ usado para atualizar o vetor coluna dos coeficientes do filtro
KLMS, denotado por w(n — 1), a fim de se estimar o sinal
desejado d(n). As equagdes do KLMS sdo dadas por

y(n) = e(u(n))"w(n - 1), 3)
e(n) = d(n) — y(n), @)
w(n) = wn - 1) + pe(n)p(u(n)), 5)

em que w(0) = 0, u(n) é o vetor de entrada do filtro, y(n)
¢ a sua saida, e(n) representa o erro de estimacdo, d(n) o
sinal desejado e p um passo de adaptagdo. Pelo Teorema
da Representa¢do, w(n — 1) pode ser expresso como uma
combinag@o linear das amostras do passado de modo que a
saida do filtro pode ser obtida como P]

y(n) = p(u(n)) wn —1) = pu Z e(i)r(u(n), u(z)). (6)

O cilculo de y(n) utiliza os vetores de entrada do filtro desde
o instante inicial até o instante n — 1, ou seja, os vetores do
conjunto D(n) = {u(1), u(2), ---, u(n—1)}. Esse conjunto
¢ denominado diciondrio e sua cardinalidade é N(n) =n— 1.

De (6), observa-se que um dos maiores problemas dos
métodos baseados em kernel é o elevado custo computacional
ja que o diciondrio cresce linearmente com o tempo. Diante
disso, algumas técnicas de esparsificacdo foram propostas na
literatura (ver, e.g., [1], [7], [8] e suas referéncias). Dentre
essas técnicas, o critério da novidade € um dos mais utilizados
em filtragem adaptativa baseada em kernel. Para decidir se o
vetor u(n) deve ou ndo fazer parte no diciondrio, essa técnica
calcula a distancia entre u(n) e todos os vetores do dicionério
uw;, ¢ = 1,2,--- ,N(n). Se a distincia minima for maior que
um limiar positivo Ly, ou seja, se min; |[u(n) —w;|| > Ly, 0
vetor u(n) € incluido no diciondrio como o elemento up (1)
com N(n+1) = N(n)+ 1. Caso contrdrio, o diciondrio e sua
cardinalidade permanecem como antes, ou seja, D(n + 1) «
D(n)e N(n+1) = N(n).

O critério da novidade proporciona uma redug¢do do custo
computacional de métodos baseados em kernel. Mesmo as-
sim, a utilizacdo desses métodos em problemas que exigem
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solucdes em tempo real, ainda estd longe da realidade [5],
[6]. O estudo de técnicas de esparsificagcdo que proporcionem
uma redugdo ainda maior no custo computacional sem causar
uma degradacdo exagerada no desempenho desses métodos é
algo de interesse. Neste trabalho, € proposta uma técnica de
esparsificacdo que utiliza a ortogonaliza¢do de Gram-Schmidt
para criar um subespaco vetorial do espago induzido pelo
kernel gaussiano e trabalha com as projecdes dos vetores
mapeados neste subespago. A cada novo vetor de entrada
u(n), a técnica verifica se a projecdo do vetor (u(n)) nesse
subespago € menor que um limiar pré-definido. Se isso ocorrer,
o vetor u(n) € inserido no diciondrio e um novo vetor da base
desse subespaco € calculado. Caso contrario, o diciondrio e a
base permanecem inalterados.

O trabalho € organizado da seguinte forma. Na Secao II, sdo
definidos os conjuntos envolvidos e detalhadas propriedades
do kernel gaussiano. Na Secdo III, descreve-se em detalhe
o procedimento para se chegar a uma base ortonormal para
um subespaco do espaco induzido pelo kermel gaussiano a
partir dos vetores de um diciondrio. Na Se¢do IV, descreve-
se como € possivel criar um diciondrio esparso a partir do
procedimento de geracdo da base. Na Secdo V, a técnica
proposta é aplicada a um algoritmo adaptativo do tipo LMS.
Na Se¢ao VI, o algoritmo em conjunto com a técnica de
esparsificacdo proposta € comparado com o KLMS que utiliza
o critério da novidade por meio de simulagdes. Por fim, as
conclusdes sdo mostradas na Sec¢dao VIIL

II. Kernel GAUSSIANO E CONJUNTOS ENVOLVIDOS

Considerando o kernel gaussiano de (2), o vetor mapeado
p(u) € H pertence a uma hiperesfera de raio unitdrio ja
que [ = /o), p)n = /ruw) = 1,V u €
U. Além disso, os vetores mapeados @(u), p(v) € H ndo
sdo ortogonais entre si, pois de (1) e (2) verifica-se que
(p(u),(v))y > 0, ¥V u,v € U. Dessa forma, o conjunto
imagem Z da fungo ¢(-) é um setor de uma hiperesfera de
raio unitdrio onde nio existem vetores ortogonais. Em geral,
o espago de entrada U ndo coincide com o R e portanto,
ha um conjunto de saida S C 7 para o qual os vetores de
U sdo mapeados. Uma das condicdes necessdrias para que
os vetores do conjunto S formem um espaco vetorial € que
para qualquer escalar « € R, o vetor ag(u) pertenca a
hiperesfera de raio unitario. Como a norma desse vetor é dada
por |lap(u)]| = |af||l¢(u)|| = |«| e vale um apenas se |a| = 1,
conclui-se que os vetores de S ndo formam um espago vetorial.
Consequentemente, nio é possivel encontrar uma base para S.

Em contrapartida, é possivel utilizar alguns vetores do
conjunto S para criar uma base ortonormal de um espago
B C H, que contém as projeg¢des dos vetores do conjunto S.
Na Figura 1, é mostrado o diagrama de Venn dos conjuntos
envolvidos. Cabe observar que diferentemente de Z e S que
sdo conjuntos imagem, B & um subespaco vetorial de H.
Na figura, os espacos vetoriais sdo representados por linhas
grossas, enquanto os conjuntos imagem por linhas finas.

III. UMA BASE ORTONORMAL PARA O ESPACO B
Em um determinado instante de tempo, considerado fixo ao
longo desta segdo, o dicionario D é formado pelos vetores

Fig. 1. Diagrama de Venn dos espacos vetoriais e conjuntos imagem
envolvidos.
w;, ¢ = 1,2,--- N. Os vetores mapeados p(u;) € S

podem ser utilizados para gerar uma base ortonormal By =
{B1,B,, -+ ,Bn} do espaco B. Assim, a proje¢do do vetor
o(uy) em B, denotada por p; = projzp(uy) € B, pode ser
representada por

Pe =pe1By +pe2Bsy+ -+ peNBns (7N
em que py1,Pe2, - ,Pe,N SA0 as componentes de p, nas
dire¢oes B, 8,, -+ , By, respectivamente. Essas componen-
tes podem ser agrupadas no vetor

Pe=[DPe1 D2 pen]” 3

Vale ressaltar que o vetor py tem N elementos e é uma
representacdo na base By do vetor ¢(us) de dimensdo
infinita. Com essa representagdo, é possivel chegar a versdes
de métodos baseados em kernel diferentes das existentes na
literatura. Para isso, é necessdrio encontrar o vetor p, para
um dado vetor u,. Como mostrado a seguir, esse processo
independe de se conhecer explicitamente o vetor ¢(uy), 0 que
torna essa proposta viavel.

A operacdo de produto interno serd utilizada extensivamente
ao longo desta secdo. Por isso, cabe lembrar as seguintes
propriedades [9]:

Pl: (u,av)y =alu,v)y,
P2:  (u,v+w)y={(uv)y+(uwy,

vV u,v,w € V, a € R, e V representa um espago
vetorial. Além disso, para uma base ortonormal By =

{ﬂl?ﬂQa"' 7/8N} Vale [9]
_ i=
</6ia/3j>5— Z;é%

1,7 = 1,2,---,N. Assim, usando (9) e as propriedades P1
e P2, o produto interno dos vetores px, ps € B pode ser
calculado como (py, Pe)B = P}, Pe-

Para se obter uma base ortonormal, pode-se usar o processo
de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt, que calcula os vetores
da base a partir dos vetores de um conjunto gerador nio
ortogonal. Esse processo é descrito pelas equagdes [9]

1 se ©)

0 se

ep(uyg)
/31 ||<P(u1)” 90(111), ( )
B, 2 Tm_ (11)
[l
m—1
Yo 2 (W) = Y (p(um).B:) 1B, (12)
=1
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m =2,3,---, N. Os vetores da base podem ser escritos como
uma combinacdo linear dos vetores do diciondrio mapeados
[9], ou seja,

N
B => hije(n;), i=1,2-- N. (13)

j=1
De (11) e (12), observa-se que o vetor 3,,, s6 depende dos
vetores p(u;), j = 1,2,--- ,m. Assim, h;; = 0 para j > i em

(13). Uma vez calculada a base, pode-se calcular a projecao

do vetor ¢(uy) € S no espago B como
N

pe = projgp(ur) = Y (p(ur), B;)nB;.

i=1
Substituindo (13) em (14) e usando as propriedades P1 e P2,
chega-se a

(14)

N N
Pe =y > hij(e(ur), e(u;)b;

15)
i=1j=1
Usando o truque do kernel, dado por (1), obtém-se
N N
pe =YY hijr(u,u;)B;. (16)
i=1 j=1
Comparando (16) com (7), conclui-se que
N
pei =Y hija(ug, ;). (17)
j=1
Por conveniéncia, definem-se as matrizes triangulares infe-
riores hli hll 0 N 0
hgi h21 h22 e 0
H=| . |=|. . (18)
h;; hiv hia ... hi
i =1,2,--- ,N. As linhas dessas matrizes sdo representadas

pelos vetores hy; de dimensao 1 x i para k < 7. Cabe notar que
a matriz H; 1 de dimensdo (¢ + 1) x (i + 1) pode ser obtida
a partir da matriz H;, acrescentando-se um vetor coluna de
zeros de dimenséo ¢ e o vetor h(;;1)(;41) da forma

iy = [ Hi 0na ] . (19)
hi; 1)+
Consequentemente, também vale
hyiq1) = [hy; 0], k=1,2,---4. (20)

Como B; = ¢(u), utilizando-se a matriz H;, tem-se que
H; = hy; = 1. Definem-se também os vetores

ki(ug) = [k(uguy)  K(uguy) rlug,ug)]”,  (21)

¢ = 1,2,--- /N. Usando (17) em conjunto com essas
defini¢bes, o vetor py de (8) pode ser escrito como

pe = Hy kn(uy). (22)

Para completar o cdlculo de py, ainda é necessdrio obter a
matriz H . Substituindo (13) em (12), usando as propriedades
P1 e P2 e o truque do kernel de (1), chega-se a

m—1 N N
Yo = P(Um) — hih(Wn ;) > hap(ug). (23)
i=1 j=1 k=1
Definindo
1, m==k
- N m—1 N
frmke =4 Z hij hir k(U ), m#£k 24

(23) pode ser reescrita como

Vi = Y Ik pl(u).
k=1

Com a definicdo de h,,; em (24), o primeiro termo que
aparece do lado direito de (23) foi inserido no somatdrio de
(25). Substituindo (25) no numerador de (11) e usando (13),
obtém-se . .
B = 3 () =3 hep(u).  (26)
[l & 2
Definindo o vetor linha

em que h,,p = 0 para £ > m, e usando (26), chega-se a

relacdo Boi = B /||y, - 28)

Lembrando que H; = hy; = 1 e usando a relagdo (19),

a matriz Hy pode ser calculada de forma iterativa. Assim,

conhecendo-se H;, das defini¢des (24), (21) e (18), calcula-se
o vetor h(;;1)(i4+1) como

hiit1)) = [ —r; (i) Hi H; 1], (29)

Para se calcular o vetor h(;;1)(;41) ainda € preciso calcular

l7i1 1. Usando (25), as propriedades P1 e P2 e o truque do
kernel de (1), chega-se a
i1 i1

Z Z E(iJrl)k E(iJrl)Z K(ug, up).

k=1/¢=1

(25)

: E’rn(i—l) Eml}

[7igall = (30)
Os valores de x(ug,up), k¢ = 1,2,--- i + 1 podem ser
armazenados na matriz quadrada G, de dimensdo (i + 1) x
(i + 1), chamada gramiano. Essa matriz é simétrica, pois
gre = gor, = k(ug,ug), em que gy denotam seus elementos.
Além disso, os elementos de sua diagonal principal sdo iguais
a ggr = k(ug,u) = 1. Pode-se notar que
G, Ki(Wit1)

Git1 = |:K;'F(U-i+1) 1
Trocando x(ug,ug) por geg em (30), usando (27) e (31),
obtém-se

€29

— —T
IYigall = \/h(z‘+1)(v:+1) Gir By G2)
Assim, usando (28), calcula-se
hiir1)i+1) = B/ I1Visall (33)

e de (19) obtém-se H; ;. Esse procedimento deve ser repetido
até se obter Hy .

E importante observar que nio é necessario conhecer expli-
citamente os vetores da base B nem os vetores mapeados
p(u;), i = 1,2,--- | N para se calcular py;. A seguir, esse
vetor serd usado em um método de esparsificacdo de dicionario
e também para representar ¢ (uy) em um algoritmo adaptativo
baseado em kernel.

V. ESPARSIFICA(;AO DO DICIONARIO

O procedimento descrito na Secdo III pode ser usado para
decidir se um vetor u(n) deve ou ndo fazer parte do diciondrio
D(n) = {ui, ug, -, Un(y)}. Para isso, utilizando (22),
deve-se calcular a representagdo do vetor ¢(u(n)) na base
B (n), denotada por p(n), como serd visto a seguir.

Inicialmente, deve-se considerar as inicializagdes H; = 1,
G; = lep(1) = 1. O diciondrio que serd utilizado no instante
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seguinte (n = 2) deve ser inicializado com o primeiro vetor
de entrada, ou seja, D(2) = {u; = u(1)}. Quando se tem
o segundo vetor de entrada u(2), calcula-se a proje¢do de
¢(u(2)) em By por meio da representacdo
B(2) = H £1(u(2)) = r(u(2)u).

Se a norma desse vetor for menor que um limiar 0 < Lgg < 1
pré-definido, ou seja, se ||p(2)]| < Lgs, o vetor u(2) deve ser
inserido no diciondrio, fazendo D(3) = D(2) U {uz = u(2)}.
Seguindo o procedimento, calcula-se Go, ha, |||, hoy €
H,, utilizando as equagdes (31), (29), (32), (33) e (19). Com
isso, tem-se implicitamente, um novo vetor 3, € B,. Caso
p(2) > Lgg, sua representacdo na base By é considerada
adequada e e o diciondrio permanece inalterado. Esse proce-
dimento deve continuar para cada vetor de entrada u(n).

Essa técnica de esparsificagdo pode ser usada em conjunto
com diferentes métodos baseados em kernel. Como exemplo,
é proposto a seguir um algoritmo adaptativo do tipo LMS que
considera essa forma de esparsificagao.

V. O ALGORITMO GS-KLMS
Usando o procedimento descrito na Secdo III, o vetor
@(u(n)) pode ser substituido por sua representacdo na base
BN(n), ou seja,
f)(n) = HN(n) K’N(n) (u(n)) (34)
Usando essa representacdo como entrada do filtro LMS no
espaco de alta dimensdo, chega-se ao algoritmo

y(n) =p"(n)w(n —1), (35)
e(n) = d(n) —y(n), (36)
wn) =w(n—1) + pe(n)p(n). 37

Cabe observar que no algoritmo KLMS descrito pelas
equacdes (3)-(5), o vetor de coeficientes w tem dimensao
infinita, considerando o kernel gaussiano. No entanto, ao
se usar p(n) como entrada, w passa a ter a dimensdo do
diciondrio, ou seja, N(n). Neste caso, como o vetor p(n)
foi calculado, é natural associar ao algoritmo (35)-(37) a
técnica de esparsificacdo da Secdo IV. O algoritmo resul-
tante é denotado por GS-KLMS (Gram-Schmidt KLMS) e
suas equagdes sdo mostradas na Tabela I. Nessa tabela, para
simplificar a notacdo, os subscritos dos vetores e matrizes
foram suprimidos. Além disso, a cardinalidade do diciondrio
foi denotada por N em vez de N(n), mas cabe salientar que
o valor de N aumenta de uma unidade quando um novo vetor
de entrada é inserido em D. Quando isso acontece, a dimensao
do vetor de coeficientes do filtro também aumenta e um zero
¢ inserido na (N + 1)-ésima posicdo do vetor.

VI. RESULTADOS DE SIMULACAO

Nesta secdo, o algoritmo GS-KLMS da Tabela I é compa-
rado com o algoritmo KLMS implementado de duas maneiras:
(i) utilizando (6) sem nenhuma técnica de esparsificacdo,
denotado simplesmente por KLMS, e (ii) em conjunto com
o critério da novidade, denotado por NC-KLMS [1].

Considerou-se o problema de predi¢do ndo linear, em que
a sequéncia desejada é dada por [10], [11]

d(n) =[0.8 — 0.5exp(—d?(n — 1))]d(n — 1)
—[0.3 +0.9exp(—d*(n — 1))]d(n — 2)
+ 0.1sen(d(n — 1)m)

TABELA 1
ALGORITMO GS-KLMS.

Entradas: {u(n) € 4,d(n)}, n=1,2,---
Parametros: >0, >0,0< Lgg < 1.

In1c1allzagao D(2) ={u = u( )L N=1,y(1)=0,
e(1) —udl) =1,G=1p()=1
Para n = 2 3 -, faca:
u (n), u1
n) uz)
Ii(u n

Hk(u(n)
n) =p7(n)w( n -1)
e(n) = d(n) — ()
Se [p(n)|| < Lgs, faca:

N+ N+1
D(n+1) =G'D(n) U {I(IN( :))u(n)}
Krlu(n
Ge [nT(u(n)) 1 }
h=[-kT(u(n)HTH 1]
lvll = VRGR"
H Oy-1x:1
e [ ] .
) = (205 D] 4 ety (PG
Senao
D(n+1) =D(n)
w(n) = w(n — 1) + pe(n)p(n)
fim
fim

para 0 <n < Ny /2 e
d(n) = [0.2 — 0.7exp(—d*(n — 1))]d(n — 1)
— [0.8 + 0.8 exp(—d?*(n — 1))]d(n — 2)
+0.2sen(d(n — 1)7)

para Nit/2 < n < N em que Nj; é o nimero de iteragdes
e d(n) = 0.1 para n < 0. Essa mudanga abrupta de d(n) em
n = Nj; € interessante para verificar uma nova convergéncia
dos algoritmos. Adotaram-se Nj; = 104, M = 2, (=1e
© = 0,5 para todos os algoritmos. Além disso, considerou-
se o horizonte de predicdo igual a 1, ou seja, o objetivo é
predizer d(n) dados os valores d(1),d(2),--- ,d(n — 1). Os
limiares Ly e Lgg foram ajustados para que os algoritmos
NC-KLMS e GS-KLMS tivessem desempenhos similares em
termos de erro quadratico médio em regime no primeiro trecho
de predigdo, o que levou respectivamente a Ly = 0.0075 e
Lgs =0.9.

O erro quadrético ao longo das iteracdes para os trés algo-
ritmos é mostrado na Figura 2. O algoritmo KLMS apresenta
o menor erro, pois inclui todos os vetores de entrada no
diciondrio. O NC-KLMS converge com a mesma velocidade
do KLMS e ¢ ligeiramente mais rdpido que o GS-KLMS no
primeiro trecho de predicdo. Os dois algoritmos que utili-
zam esparsificacdo do diciondrio atingem aproximadamente o
mesmo erro quadratico em regime, que é cerca de 4 dB mais
alto que o do KLMS. Apés a mudanga abrupta em d(n), os trés
algoritmos convergem com a mesma velocidade e a partir de
n = 8x 103, o0 GS-KLMS apresenta um erro quadritico menor
que o do NC-KLMS e consequentemente, mais proximo do
erro do KLMS.



XXXVII SIMPOSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICACOES E PROCESSAMENTO DE SINAIS - SBrT2019, 29/09/2019-02/10/2019, PETROPOLIS, RJ

-5 T
KLMS
A0k = = =NC-KLMS | |
----- GS-KLMS
15 + 4
o
°
S -20
el
©
g 25
>
o
o
= -30
w
-35
-40
5 ‘ ‘ ‘ : ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
iteracao
Fig. 2. Erro quadritico ao longo das iteracdes para KLMS, NC-KLM

(Ly = 0.0075) e GS-KLMS (Lgs =0.9;; M =2, (=1epu=0,5.

As cardinalidades dos diciondrios dos algoritmos NC-
KLMS e GS-KLMS sao mostradas na Figura 3. No primeiro
trecho de predicdo, a cardinalidade do diciondrio do GS-
KLMS chegou a 11, sendo que o 112 foi incluido na iteracdo
n = 48. Em contrapartida, a cardinalidade do diciondrio do
NC-KLMS chegou a aproximadamente 700 vetores, incluidos
ao longo das primeiras 10 iteragdes. No segundo trecho, a
cardinalidade do diciondrio do GS-KLMS chegou a 62, valor
atingido 310 iteracdes depois da mudanga abrupta em d(n).
Nesse trecho, a cardinalidade do dicionario do NC-KLMS
chegou a anroximadamente 1700.
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Fig. 3. Cardinalidade do diciondrio ao longo das iteragdes para NC-KLMS

(Ln = 0.0075) e GS-KLMS (Lgg = 0.9 M =2, C=1e p=0,5.

Para comparar o custo computacional do GS-KLMS
com o do NC-KLMS, foram computados os nimeros de
multiplicacdes e exponenciais acumuladas realizadas por esses
algoritmos ao longo das iteragdes. Esses nimeros sdo mostra-
dos na Figura 4. Como se tratam de operacdes acumuladas,
os ndmeros sempre aumentam ao longo das iteracdes. No
GS-KLMS, considerou-se que a multiplicacdo de uma matriz
triangular inferior de dimensdo N X N por um vetor de
dimensdo N realiza N(N + 1)/2 multiplicacdes. E possivel
observar que a economia em termos de curso computacional
para o algoritmo GS-KLMS ¢é expressiva. Comparando esses
algoritmos na iteragdio n = 10%, por exemplo, o GS-KLMS
necessita cerca de 107 menos multiplicagdes acumuladas e de
9,6 x 10% menos exponenciais acumuladas que o NC-KLMS.

VII. CONCLUSOES

Meétodos baseados em kernel t€ém sido amplamente utiliza-
dos para resolver problemas néo lineares em processamento de
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Fig. 4. Numero de operagdes acumuladas para NC-KLMS (L = 0.0075)
e GS-KLMS (Lgs =09); M =2, (=1e u=0,5.

sinais e aprendizado de maquina. Um dos maiores problemas
relativos a esses métodos € a quantidades de vetores de entrada
que sdo inseridos no diciondrio. Neste artigo, um método
baseado no processo de ortogonaliza¢do de Gram-Schmidt foi
proposto e utilizado em um algoritmo de filtragem adaptativa
do tipo LMS. Por meio de simulacio de um problema de
predicdo ndo linear, verificou-se que o algoritmo proposto
consegue realizar menos cdlculos e mantém menos vetores no
diciondrio quando comparado ao NC-KLMS para um mesmo
desempenho em termos de erro quadritico em regime. Em
um trabalho futuro, pretende-se considerar outras aplicacdes e
buscar uma anélise estocastica do algoritmo a fim de encontrar
uma forma adequada de escolher o pardmetro Lgg.
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