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Aplicacdo de Técnica Sem-Malha Hibrida na
Solucdo de Espalhamento Eletromagnético

Tiago V. L. Amorim, Fernando J. S. Moreira e Ursula C. Resende

Resumo— Estre trabalho descreve uma formulacio hibrida
entre Método sem Malha Local Petrov-Galerkin e Método dos
Momentos na solucio de problemas de espalhamento eletro-
magnético em duas dimensdes. O método sem malha, apli-
cado ao problema interno, usa funcées de forma geradas por
interpolacdo radial com reproducio polinomial. Ja o problema
externo, resolvido pelo método dos momentos, utiliza funcoes
triangulares na solucao das equacoes integrais. Os problemas siao
acoplados forcando a continuidade das componentes tangenciais
do campo eletromagnético. O método é aplicado a problemas
de espalhamento e seus resultados sio comparados com solugoes
analiticas e FEM.

Palavras-Chave— Método sem Malha, Método dos Momentos,
Espalhamento.

Abstract— This work describes a hybrid formulation meshless-
MoM approach to solve 2-dimensional scattering problems. The
Meshless Local Petrov-Galerkin, applied to the inner region,
is used with shape functions generated by the Radial Point
Interpolation Method with polynomial reproduction. The Method
of Moments, applied to the outer region, is used to solve the
electric and magnetic field integral equations. Both regions are
coupled by forcing the electromagnetic field’s tangent components
continuity. The results are compared with analytical and FEM
solutions.

Keywords— Meshless, Method of Moments, Scattering.

I. INTRODUCAO

Durante os ultimos anos, varios métodos sem malha foram
desenvolvidos, como os métodos Smoothed Particle Hydrody-
namics (SPH) [1], Element Free Galerkin (EFG) [2] e o
Meshless Local Petrov-Galerkin (MLPG) [3].

As técnicas EFG e MLPG foram vastamente estudadas
em problemas de espalhamento eletromagnético, nas quais é
utilizada uma condicdo de radiacdo absorvente para limitar o
dominio do problema [4], [S].

Neste trabalho, a formulacio adotada € baseada no método
MLPG que possui uma formulagdo local fraca, resultando em
matrizes esparsas e uma minimizag¢do de esforco computaci-
onal. Para construcdo das fung¢des de forma, foi utilizado o
Radial Point Interpolation Method (RPIM) com reproducio
polinomial. Essa formulacdo € compativel, consistente com
a ordem dos polindmios utilizados, possui matrizes sempre
invertiveis e a propriedade do delta de Kronecker [6].
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Diferente dos estudos anteriores, adotou-se uma formulagéo
hibrida baseada em Método dos Momentos (MoM) para subs-
tituir a condi¢do absorvente [7]. Em que foram utilizadas
funcdes triangulares para resolver a equagao integral do campo
elétrico (EFIE) e a equacgdo integral do campo magnético
(MFIE) em um contorno arbitrario [8].

H4 uma grande vantagem nessa abordagem, pois toda
formulagao € baseada em equacdes analiticas. A interface
dos métodos pode ser colocada diretamente sobre o objeto
de estudo diminuindo o dominio do método sem malha. E o
campo pode ser calculado diretamente em todo o espaco.

A técnica € entdo utilizada na solu¢do do espalhamento
eletromagnético de um cilindro dielétrico infinito [9] e de uma
lente de Luneburg [10] por uma onda plana TMz.

II. FUNDAMENTAQAO MATEMATICA

Nesse trabalho, o espalhamento eletromagnético em duas
dimensdes por uma onda TMz, no qual o campo elétrico
tem somente a componente F,, é resolvido para uma regido
sem fontes. Aplicando essas condi¢des na equagdo vetorial de
Helmholtz, sua forma forte é obtida [11]:

1 2 X X) =
V. (MX)VEz(x)) FReX)E(x)=0 (1)

onde €, e u, sAo a permissividade e permeabilidade relativa,
respectivamente, e ko é o nimero de onda no vacuo.

Aplicando o método dos residuos ponderados e o teorema da
divergéncia em (1) para permeabilidade magnética constante,
sua forma fraca global no dominio {2 é obtida:

/uflvw.VEZ—@be,.kSEde—/ ot YVE, Adl =0 (2)
Q r

onde I'" é a fronteira do dominio do problema e ¢ é a funcio
de teste.

Para solu¢des numéricas utilizando métodos sem malha
puros, usualmente obriga-se a solucdo a satisfazer a condicao
de radiacdo de Sommerfeld na fronteira ou cria-se uma ca-
mada perfeitamente casada (PML) para que ndo haja reflexao,
impondo na mesma, o efeito da onda incidente.

Todavia, neste trabalho, invocando o principio da equi-
valéncia [9], dois problemas equivalentes sdo tratados, o
problema externo pelo método dos momentos e o problema
interno pelo método sem malha. E o acoplamento dos pro-
blemas € realizado impondo a continuidade das componentes
tangenciais do campo eletromagnético na fronteira [12].

Em todo desenvolvimento € assumido invariancia na direcao
z, portanto 9/9z = 0. Além disso, os campos sdo assumidos
por temporalmente harmédnicos (variacdo e/“?).
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III. PROBLEMA INTERNO: METODO SEM MALHA
A. Fungdo de Forma: Aproximacdo do RPIM

Na aproximacdo da funcdo de forma utilizando RPIM com
reprodugio polinomial [6], u" em um ponto x é:

uh(x) = Z R;(x)a; + Z P;(x)b; = RT(x)a+ PT(x)b

3)

onde a; € o coeficiente das funcbes de base radial R;, b;

€ o coeficiente do mondmio P; da base polinomial, n € o
nimero de nés do dominio de suporte de x e m € o nimero
de mondmios da base polinomial. Em notagdo vetorial:

R (x) = [R1 (%), R2(x), ..., Rn(x)] “4)
P (x) = [Py (x), P2(X), ..., P (X)) )

Para fun¢do de base radial, a que obtém resultados de forma
mais robusta é a multiquadrética [13]:

Ri(x) = (17 + (ed.)?)? ®)

em que

ri = V(& —2)% + (y — yi)? (7)

onde o e ¢ sdo parAmetros otimizados para cada problema e
d. € a distancia internodal média.
Os vetores a e b sdo definidos por:

aT = [a17a27"'7an] (8)
b” = [b1,bs, ..., by 9)
em que seus coeficientes sdo calculados for¢ando a

interpolag@o pelos n nés do dominio de suporte:

U, = Roa+ P,.b (10)
onde as matrizes de momento Ry e P, sdo dadas por:
Ri(r1)  Ra(r1) Ry (r1)
Ry (TQ) Ry (7“2) Rn(TQ)
Ro=| . . : (11
Rl (T‘n) R2 (’I“n) Rl (T‘n) (n><m)
1 1 1
T T2 Tn
Pl = Y1 Y2 Yn (12)
Pm(xl) Pm(XQ) Pm (Xn) (mxmn)

O termo polinomial deve satisfazer uma condi¢io extra para
garantir que a aproximagao seja Unica [14]:
Pla=0 (13)

Além da possibilidade de resolver diretamente o sistema
formado pelas equagdes (10) e (13), dado que uma das
equagdes € homogénea e Rq € definida positiva, tem-se que:

u'(x) = [RT(x)S, + PT(x)S,]U, = ®(x)U, (14
onde

b=8,U,, Sy,=[P,R,'P,] '[R,'P,]"  (I5)

a=S8,U,, S,=Ry' —R,'P.,S, (16)

Assim, a funcio de forma e sua derivada direcional sdo:

®(x) = RT(x)S, + PT(x)S, (17)
T T
AV®(x) = 6‘?5‘) - 8Ran(x)sa + 8Pan(x)sb (18)

B. Abordagem MLPG por colocagdo

O método MLPG ao contrario do EFG, é um método real-
mente sem malha e utiliza a forma fraca (2) em subdominios
centrados em cada né. Nessa formulacdo, em especifico,
escolheu-se como funcdo de teste a spline cubica [13]:

2 —4s% + 453 5<%
Y(s) =43 —4s+4s°—32s° I1<s<1 (19
0 s>1

em que s = |x — X;|/R., onde x é o ponto em que a funcéo
¢ aproximada, x; € o nd no centro do subdominio e R, é o
raio do subdominio.

Tal escolha acarreta na simplificagdo da forma fraca de cada
subdominio devido a 1/ se anular em I';, correspondendo a:
/ w 'YV E, —pe, kEE.dQ =0 (20)

O método MLPG com colocacgdo [5] divide os nds de um
dominio em dois conjuntos. O conjunto N; que contém os nés
internos ao dominio e o conjunto N, que contém os nds sobre
a fronteira. Para os nds em N;, a equacdo (20) € utilizada,
fazendo com que R, seja tal que I'; NI" = 0. Para os nés em
N., as equacdes em forma forte sdo impostas diretamente, o
que é feito no acoplamento das regides interna e externa.

O método ainda converge, visto que a distribui¢do dos nds
internos € feita de forma que:

UQizQ

1EN;

2n

A figura 1 ilustra a escolha do subdominio e a escolha dos
nés de suporte. A iteracdo entre os nds globais ¢ e j € dada
por K;; na equagdo (22). Se a fungio de forma ¢; associada
ao no global j ndo influenciar o subdominio {2; associado ao
né global ¢, entdo K;; € nulo.

Fig. 1. Esta figura apresenta o dominio do problema interno e os sub-
dominios do MLPG. Nota-se que para cada nd, hd um subdominio (em verde)
e um dominio de suporte (em amarelo), cujos raios sido respectivamente R
e R.. Nota-se que Rs > R. para que todos os pontos de Gauss estejam
dentro da regido de interpolacdo do RPIM. Observa-se também que todos
subdominios tangenciam I (I'; N I" = 0).
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-1 2
K,’j :/ Mo szV(Z)J - k‘oérwigbjdg (22)
IV. PROBLEMA EXTERNO: METODO DOS MOMENTOS

Na regido exterior, o principio da equivaléncia é aplicado
para estabelecer as equagdes integrais do campo elétrico e
magnético em duas dimensdes, respectivamente:

[on(£3) + (KM, + 38(p) x M(p) = [E],, (23)
(el £M) + (KT)], — 50(p) % 3(p) = [H7],, @4

onde os operadores £ e K sio:
(LX) (p) = [1 + vv] / G(p,p)X(p')dp'  (25)
(KX)(p) = V x / Glp. p)X(p)dp'  (26)

em que a funcdo de Green bidimensional do espaco livre é:

Glp.p") = —LHP (klp - ')

4
notando que H, (2) ¢ a fungio de Hankel, £’ e H' sdo os
campos eletrlco e magnético incidentes, respectivamente. E
J e M sdo as densidades correntes elétrica e magnética
equivalentes, respectivamente.

A figura 2 ilustra o sistema vetorial utilizado.

27

E, = Ege k3

Fig. 2. Esta figura apresenta o sistema vetorial utilizado para um contorno
arbitrario C. Como hd apenas o problema externo, apenas as equacgdes do
Método dos Momentos da regido exterior sdo necessarias.

Ao aplicar fungdes conhecidas f* e g* para representar
as correntes equivalentes e as fungdes de teste, obtém-se o
seguinte sistema matricial:

7% Kzt J? VE
Ktz eptt| | ppt = VvH
I

=4 [ g0 [ 60 HE Hp el dp 29)

m n

(28)

1 .
K** = 5/ £2.(p) - [Ax gl(p)]dp
f _g;LL

1] tae / &' (0")xR(p. o) H (E|p—p'|)dp' dp
4 gt
(30)

g (p) - [0 x £7(p)]dp

Ktzzl/
2 /o

’VTIr:f’z
]k z S
7?/, gfn(p)/ £2(p")xR(p, o) H\? (k| p—p'|)dp dp
g n

€29

w
v = [ o) [ e oHS (o~ o Dip'dp
gt t

1 : :
e [ V) [ Ve (Ko )dp'dp
g g

dwe
(32)
Ve =/ fr.(p) - E'(p)dp (33)
Vi= [ gl (p)-H(p)dp (34)

t
8m

onde os subindices indicam que as fungdes g e f* tém diregio
tangente A curva C e direcdo Z, respectivamente. Em que H’
é calculado pela lei de Faraday [9].

A partir das correntes J* e M?, o campo elétrico préximo
pode ser calculado por [8]:

I(p ) H (Klp — p'|)dp’

2
HP (klp - p'|)
lp—p'|

4dwe C

k
*34/(p p') x M(p') dp’  (35)

V. FORMULACAO HIBRIDA

Para unido do problema interno e externo, visto que ambas
fungdes utilizadas, triangulares e RPIM possuem a proprie-
dade delta de Kronecker, basta utilizar os mesmos pontos da
interface para ambas regides e forcar a continuidade das com-
ponentes tangenciais do campo elétrico e do campo magnético:

J=iaxH (36)
E=AxM (37)

A equacdo (36) € imposta diretamente no sistema matricial
do problema interno em que ¢ € um né sobre a interface I':

Kij = V¢](Xl)ﬁ (38)

Como J, s6 é definida sobre I', as colunas de ij{ associadas
aos nés j que ndo estdo sobre a interface sdo eliminadas.

T = {jw,ugbj(xi) Viel (39)

O mesmo procedimento é feito para a equacdo (37):
Eij = (,ZSJ' (Xi) VZ € I (40)
ME = —¢;(x;) Viel (41)

Por fim, as linhas do sistema (28) sdo linearmente combina-
das. O parametro o determina a proporcao entre EFIE e MFIE
utilizadas, neste trabalho adotou-se o = 0,5.

727 =al® — (1 — a)nK"* (42)
ZM = aK# + (1 —a)p ' LY (43)
ZV =aVP + (1 —-a)vH (44)
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Definindo n como o nimero de nds globais e m o nimero
de nds na interface, o sistema global é calculado por:

K(nxn) J(ﬁxm) O("Xm) E, O(nxl)
E(mxn) O(LJ]WXm) Mganm) Jzt = 0(‘7}1><1) (45)
O(an) Z(me) (mxm) M Z(mX1)

VI. CASoOS DE ESTUDO
A. Cilindro Dielétrico Infinito

A formulacdo foi empregada em um problema em que a
solu¢do analitica € conhecida. O problema de espalhamento de
uma onda TMz incidente sobre um cilindro dielétrico infinito.
A figura 3 apresenta o problema em questdo omitindo os nés
internos para melhor visualizagdo.

rj]t

Fig. 3. Esta figura apresenta o caso de estudo. O problema de uma onda plana
TMz incidente em um cilindro dielétrico com permissividade e permeabilidade
relativas constantes. A figura apresenta as correntes equivalentes do problema
exterior e as fungdes triangulares do MoM utilizadas.

Os resultados apresentados a seguir sdo para o caso do
cilindro com a = 0,5\, n(N;) = 936, n(N,) = 109. Em que ¢,
=3-0,17, u, = 1 e 0 meio externo € o vacuo. O campo elétrico
incidente é de uma onda plana TMz com E, = ¢(=7%%)(V/m).

As figuras 4, 5 e 6 apresentam a comparacio das solugdes
numéricas e analiticas das correntes elétrica e magnética
equivalentes, e do médulo do campo elétrico, respectivamente.

. Numérico
Analitico

0 45 90 135 180 225 270 315 360
Angulo Azimutal (graus)

Fig. 4. Moddulo da densidade corrente elétrica equivalente sobre C.

. Numérico
1.5 Analitico

O 1 1 1 1
0 45 90 135 180 225

Angulo Azimutal (graus)

H H
270 315 360

Fig. 5. Moddulo da densidade corrente magnética equivalente sobre C.

Fig. 6. Moddulo do campo elétrico sobre y = 0. As retas verticais delimitam
os limites do cilindro dielétrico.

A figura 7 apresenta a andlise de convergéncia do problema
em que o erro € calculado por:

\/fuo ‘Xnumérico _ Xea:ato|2 dv

/fyo |Xea:ato|2 dv

onde v para o campo € ) e para as correntes é I'.

L*(X) (46)

10° :

1071 L

Erro L2

1072

_3 |
10° 107! 1072

Fig. 7. Resultado comparativo do Erro L2 das solugdes do campo elétrico
dentro do cilindro e das correntes equivalentes elétrica e magnética no
perimetro do cilindro. h representa a distincia internodal média dos nés.

A figura 8 apresenta médulo do campo elétrico em uma
area limitada préximo ao cilindro dielétrico.

|E.| (V/m)

Fig. 8. Resultado do médulo do campo elétrico para o problema do cilindro
dielétrico infinito. Nota-se ao centro a representagdo do perimetro do cilindro.
O campo na regido externa é calculado pelo MoM e o campo na regido interna
¢é calculado pelo MLPG.
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B. Lente de Luneburg

A formulagdo pode ser facilmente empregada na solugdo
de problemas ndao homogéneos. A lente de Luneburg, figura
9, € um problema que nio possui solu¢do analitica, portanto a
solug@o do campo elétrico foi comparada com o Finite Element
Method (FEM).

Fig. 9. Representac@o ética de uma lente de Luneburg em duas dimensdes
com foco sobre seu contorno. Em que p € a distancia radial considerando o
centro do cilindro na origem do sistema de coordenadas polares.

A figura 10 apresenta o mddulo do campo elétrico em uma
regido limitada. J4 a figura 11 apresenta a compara¢do do
moédulo do campo elétrico entre o método hibrido e o FEM
para uma lente com a = 2. O método FEM foi implementado
com 23520 elementos triangulares em um disco de 4,2 e uma
coroa circular externa PML com drea de 23\2. Para o MLPG-
MoM foram utilizados n(V;) = 4957 e n(N,) = 251.

[E.| (V/m)

Fig. 10. Resultado do mddulo do campo elétrico lente de Luneburg. Nota-se
ao centro a representagdo do perimetro do cilindro. O campo na regido externa
¢é calculado pelo MoM e o campo na regido interna é calculado pelo MLPG.

T

T T
«  MLPG-MoM
FEM

Fig. 11. Resultado do médulo do campo elétrico em y = 0. As retas verticais
delimitam os limites da lente de Luneburg.

VII. CONCLUSOES

Este trabalho apresentou a aplicagdo de uma técnica sem
malha hibrida na solucdo de problemas de espalhamento
em duas dimensdes. A formulacdo baseada em MLPG com
colocacgdo, utiliza fun¢des de forma geradas por RPIM com
reproducdo polinomial. A condi¢do de contorno é imposta pela
combinagdo de EFIE e MFIE através do MoM. A andlise da
polarizagdo TE € obtida por dualidade.

Suas principais vantagens sdo diminuicdo do dominio uti-
lizado ao comparar com técnicas que usam condi¢des absor-
ventes; teoricamente os campos nao sao refletidos na interface
e a possibilidade de se calcular diretamente o campo préximo
e distante a partir das correntes equivalentes.

Sua desvantagem, no entanto, estd na necessidade de 10 a
15 nés por comprimento de onda na interface para o MoM
convergir. Para problemas maiores, hd necessidade de uma
densa distribuicdo de nés no MLPG.

Como todo método verdadeiramente sem malha, ndo ha
necessidade de uma malha, apenas uma nuvem de nés dis-
tribuida no dominio. Todos os resultados foram obtidos com
uma distribuicdo uniforme. O método apresentou resultados
excelentes de erro nos problemas estudados.
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