O N UTH WDN -

OO OO UTUTUTUTUTUTUTULD D D D DB BB DR BRWWWWWWWWWWNNNNNNNNNRNR R R R R R R R R RO
UG WN R ONOOUTLDE WNRPR OOVWONOULEDE WNR O OUONAONUTLDSE WNRFR O OUONOUTLDE WNRFR O OVWONOULDSE WN - O

SBrT 2019 1570551404

XXXVII SIMPOSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICACOES E PROCESSAMENTO DE SINAIS - SBrT2019, 29 DE SETEMBRO - 2 DE OUTUBRO DE 2019, PETROPOLIS, RJ

Calculo da Transformada Discreta de Fourier
Fraciondria com Complexidade Aritmética Reduzida

José R. de Oliveira Neto e Juliano B. Lima

Resumo— Neste artigo, é introduzido um novo método para
o calculo de uma transformada discreta de Fourier fracionaria
(DFrFT) com complexidade aritmética reduzida, quando com-
parado com a complexidade O(N?) do calculo direto. A abor-
dagem proposta explora propriedades de uma autobase Hermite-
Gaussiana da transformada discreta de Fourier recentemente
introduzida na literatura, que é usada para definir a DFrFT; o
método requer menos da metade do nimero de adi¢des requerido
por outros métodos do estado-da-arte e, quando utilizado na
representacio compacta de sinais no dominio fracionario, mais
de 45% das multiplicacoes e 75% das adi¢des sdo economizadas,
em comparacio a esses mesmos algoritmos.

Palavras-Chave— Transformada discreta de Fourier fra-
cionaria, autovetores Hermite-Gaussianos, algoritmos rapidos,
complexidade aritmética.

Abstract— In this paper, we introduce a method for computing
a discrete fractional Fourier transform (DFrFT) with reduced
arithmetic complexity, when compared to the O (N 2) complexity
of the corresponding direct computation. Our approach ex-
ploits properties of a recently introduced closed-form Hermite-
Gaussian-like discrete Fourier transform eigenbasis, which is
used to define the DFrFT; it requires less than half the number of
additions demanded by other state-of-the-art methods and, when
applied to compact representation of signals in the fractional
domain, more then 45% of the multiplications and 75% of the
additions are saved, when compared with the same algorithms.

Keywords— Discrete fractional Fourier transforms, Hermite-
Gaussian eigenvectors, fast algorithms, arithmetic complexity.

I. INTRODUCAO

Nas ultimas décadas, a transformada de Fourier fracionaria
(FrFT, do inglés fractional Fourier transform) tem sido vas-
tamente investigada e empregada em vdrios cendrios de apli-
cacdo (ver [1], [2] e suas listas de referéncias). Tal transfor-
mada corresponde a uma generalizacdo da respectiva trans-
formada ordindria, em que poténcias nao inteiras do operador
integral correspondente sdo consideradas. Neste contexto, uma
questdo central concerne a possibilidade do célculo digital
dessa transformada. Provavelmente, o método mais popular
para cdlculo da FrFT € o proposto em [3], em que o nicleo
da transformada é expresso como uma sucessdo de operadores
discretizados que sdo, entdo, multiplicados por um sinal de NV
pontos com complexidade aritmética subquadritica. Embora
esta estratégia seja computacionalmente eficiente, ela leva a
perda de certas propriedades da FrFT, tais como unitaridade,
invertibilidade e aditividade de indices e, além do mais, sua
aplicacdo possui algumas restri¢des [1], [2], [4].
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trabalho foi parcialmente financiado pelo CNPq.

z

Outra possibilidade é a definicio de uma transformada
discreta de Fourier fraciondria (DFrFT, do inglés discrete
fractional Fourier transform), que consiste, basicamente, na
obtencdo de um operador matricial F*, a € R, em que
F ¢é a matriz da transformada discreta de Fourier (DFT, do
inglés discrete Fourier transform). Isso € usualmente feito
considerando a autodecomposi¢do da matriz F', que possibilita
escrever

F* = EAET, (1)

Na dltima equacdo, se E é for matriz ortogonal tendo em sua
k-ésima coluna um vetor do tipo Hermite-Gaussiano (HGL, do
inglés Hermite-Gaussian-like) da DFT de ordem k, o produto
de F® por um sinal produzird um resultado numericamente
préximo ao obtido com o cédlculo da FrFT (de tempo continuo)
do mesmo sinal'.

Existem duas estratégias principais para construcido de au-
tovetores HGL da DFT. A primeira é baseada em matrizes
que comutam com a matriz F e depende de procedimentos
que utilizam férmulas ndo fechadas [5], [7], [8], [9], [10];
neste caso, mesmo se se assumir que os referidos autovetores
sdo calculados off-line, o produto da matriz de transformacio
resultante, F, por um vetor envolve O(N?) operagdes arit-
méticas. A segunda abordagem ¢ baseada em expressdes
analiticas (de férmula fechada) combinadas com o método
de matrizes geradoras [1], [11], [12]; também neste caso, a
estrutura da matriz F'® parece ndo sugerir claramente um modo
que permita multiplicd-la com complexidade subquadratica
por um vetor. Por outro lado, observa-se que algumas pro-
priedades dos autovetores gerados utilizando a abordagem em
questdo permitem o cdlculo da DFrFT correspondente com
complexidade aritmética reduzida; isso se deve principalmente
ao nimero de componentes com valor zero nos autovetores,
que reduz o nimero de adicdes e multiplicacdes necessdrias
para o célculo da transformada.

Neste artigo, introduz-se uma metodologia que utiliza as
propriedades mencionadas acima para computar com com-
plexidade aritmética reduzida a DFrFT baseada na autodecom-
posicdo do operador da DFT ordindria> de um vetor x cujas
componentes sdo nimeros complexos. Em vez de considerar
particularidades da estrutura da matriz F* e atacar diretamente
o problema de realizar o produto F?x, a abordagem descrita

'Na verdade, existem vdrias abordagens para definir a DFfFT [5]. Em
particular, se a expansdo espectral em (1) for empregada com uma base de
autovetores da DFT que ndo sdao HGL [6], a referida aproximagdo numérica
ndo ocorre; nestes casos, embora a transformada obtida possua aplicacdes (em
cifragem de imagens, por exemplo), elas ndo correspondem a uma versio
discreta da verdadeira FrFT.

2A partir daqui, este método serd referenciado apenas como “DFrFT
baseada em autodecomposi¢ao”.
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neste artigo considera a multiplica¢do sequencial a esquerda
de x por ET, A® ¢ E. E demonstrado que a complexidade
multiplicativa do método proposto € similar a apresentada
em [4]%, sendo, de forma geral, um pouco menor. Por outro
lado, a complexidade aditiva é reduzida para menos da metade
da do algoritmo proposto em [4]. Além disso, a abordagem
proposta € utilizada no cendrio prético de representagdo com-
pacta de sinais no dominio fraciondrio [13] (como descrito na
Secdo III), em que, para N = 512, por exemplo, o nimero
de multiplica¢bes necessdrias é reduzida em cerca de 48%,
quando comparado a [4].

O restante desse artigo estd organizado como se segue:

i Nas Secdes II-A e II-B, explica-se como as simetrias,
0 suporte compacto e as componentes repetidas dos
autovetores HGL da DFT podem ser explorados para
reduzir o nimero de multiplicagdes e adicdes necessarias
para o cédlculo da DFrFT correspondente;

ii Na Sec¢do II-C, explica-se como contar o nimero de
operagdes aritméticas necessdrias para aplicar o método
proposto;

iii Na Secdo II-D, os resultados do método proposto para
o célculo da DFrFT baseada na autodecomposicdo sdo
comparados aos dos métodos encontrados na literatura.
A técnica proposta requer um nimero de multiplicagdes
um pouco menor € metade ou menos do nimero de
adi¢des, quando comparada com o, até entdo, mais efi-
ciente método [4].

iv Na Secdo III, os resultados sdo validados a partir de
experimentos computacionais em que a representagcdo
compacta de sinais no dominio fraciondrio é considerada.
Neste cendrio, em que se faz necessario realizar uma
busca por uma ordem fraciondria adequada a referida
representacdo, o nimero de multiplicacdes e adigdes pode
ser reduzido em até 48% e 78%, respectivamente.

II. CALcuLO DA DFRFT coM COMPLEXIDADE
ARITMETICA REDUZIDA

Nesta se¢do, € introduzido o método proposto para o calculo
eficiente da DFrFT baseada em autodecomposi¢do. Tal trans-
formada é definida empregando a base de autovetores da DFT
{‘I)m}ogmg N—1, construida segundo o método apresentado
em [12], como colunas da matriz E em (1). E considerada
a expansdo espectral da matriz F¢, como mostrado na mesma
equagdo, e sdo contados os nimeros de multiplicagdes e
adi¢des necessdrios para obter

X(@ = (EAET)x, )

a DFrFT de um vetor de entrada x cujas componentes siao
nimeros complexos. Na ultima expressdo, assume-se que X
é sequencialmente multiplicado 2 esquerda por E7, A e E,

30 método dado em [4] é o que requer a menor complexidade aritmética
para o cilculo da DFrFT baseada na autodecomposi¢do de F. Por isso, ao
longo deste artigo, esta é a principal referéncia usada para comparacdo dos
resultados alcangados com o método proposto.

produzindo os vetores intermedidrios

x' = ETx, (3)
x" = A%/, 4)
X = Ex"; (5)

o ponto-chave do método proposto é considerar algumas
propriedades dos autovetores HGL da DFT da autobase
{®m }o<m<n—1, que sdo estabelecidas e discutidas a seguir.

A. Simetrias e Suporte Compacto

E bem conhecido o fato de que qualquer autovetor da DFT
possui simetria par ou simetria {mpar. Mais especificamente,
autovetores relacionados aos autovalores &1 e 4i = 4+/—1,
sdo, respectivamente, de simetria par e de simetria impar [14].
Se esta propriedade for considerada, o cdlculo do produto
escalar entre um vetor de {@m}0§m§ N—1 € 0 vetor de entrada
x, que é a multiplicacdo entre uma linha de E” e x no produto
matriz-vetor X’ = E”x em (3), pode ser realizado utilizando
cerca de N/2 multiplicagdes. Esta propriedade também pode
ser utilizada no produto matricial X(® = Ex” em (5), em
que um efeito similar em termos de multiplica¢des salvas é
conseguido. Operacgdes de adicdo também sdo salvas devido
a simetria dos autovetores, porque algumas adi¢des entre
termos simetricamente posicionados de x e x”’ podem ser pré-
calculadas.

Devido a desigualdade (8) em [15], os autovetores
{®m }o<m<n—1 t8m o que é conhecido como suporte com-
pacto. No contexto deste trabalho, isso significa que estes
autovetores comegam e terminam com sequéncias de com-
ponentes nulas, entre as quais aparecem as componentes nao-
nulas. Este fato € ilustrado na Figura 1, em que as componentes
ndo-nulas de cada um dos autovetores HGL da DFT de
comprimento N = 16 s@o representadas como quadrados
brancos ao longo do eixo n; a simetria de cada vetor também &
representada. Em geral, se ®,,, possuir simetria par, o nimero

de componentes possivelmente nio-nulas é, no maximo®,

nonzero(®,,) = 2| (N +m+2)/4| + 1; (6)
Se ®,, possuir simetria impar, tal nimero €, no miximo,
nonzero(®,,) = 2| (N +m + 2)/4]. (7

Combinada com a simetria, esta propriedade permite econo-
mizar ainda mais operacdes aritméticas nos produtos matri-
ciais (3) e (5). Para ser mais preciso, o cédlculo do produto
escalar entre um autovetor de simetria par ®,, e um vetor de
entrada x pode ser realizado usando no maximo

[((N+m+2)/4] +1 ®)

multiplicagdes; similarmente, se ®,, possuir simetria impar,
este nimero é

[(N+m+2)/4]. 9)
4As excecbes sdo os vetores Dn_o e Py_1, para os quais tem-se

nonzero(®,,) = N; estes casos serdo tratados separadamente ao longo do
desenvolvimento.
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[] componente
ndo nula
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[l componente
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1 eixo deisimetria 0
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2

Fig. 1: Imagem da matriz ET, N = 16, em que simetrias e
componentes nulas dos autovetores HGL da DFT podem ser
observadas.

B. Componentes Repetidas

Simetrias a parte, verifica-se que alguns autovetores ®,, =
[pm(n)], n € In, IN ={-M+1,-M+2,...,—M + N}
e M = L%j, possuem componentes com valores absolutos
repetidos. Isso também pode ser levado em consideracio para
reduzir a complexidade aritmética envolvida nos produtos
matriciais em (3) e (5). Por exemplo, considere os seguintes
vetores para N = 8, que sdo escritos no formato transposto
para melhor visualizag¢io®:

0,168278385 |
0,574538345
0,168278385
of _ | —0475963149 | o
27| 0168278385 |’ 3
0,574538345
0,168278385

0,000000000 |

[ —0,353553391
—0,500000000
0,353553391
0,000000000
—0,353553391
0,500000000
0,353553391
0,000000000

Uma vez que ¢o(—3) = ¢2(—1), ao invés de requerer 4
multiplicagdes, o produto (Po,x) requer 3 multiplicacdes.
Uma redug@o similar pode ser realizada no célculo de (®3, x),
porque ¢3(—3) = —¢3(—1). Essa caracteristica é observada
também para valores maiores de N. Para N = 128, por
exemplo, tem-se ¢123(2) = ¢125(60).

Adicionalmente, considera-se o formato peculiar de ®n_1
e ®y_o; com excecdio da dltima componente, isto é, a (—M +
N)-ésima componente, os referidos vetores séo formados por
componentes com o mesmo valor absoluto e sinal alternado.
Esta caracteristica permite calcular o produto de ®5_; ou
®_5 por x usando apenas 2 multiplicagdes.

Com base na discussdo acima, foi realizada uma busca, para
N =2F3<k<9, como a inten¢do de encontrar todos
0s autovetores com componentes repetidas (simetrias a parte).
Denotando por R o conjunto dos indices de tais autovetores
para um dado N, o nimero d,, de componentes nao-nulas de
®,,, m € Ry, com valores absolutos distintos foi calculado.

SEmbora as componentes dos autovetores sejam exibidas com nove casas
decimais apenas, elas sdo, na verdade, armazenadas no formato de ponto
flutuante com precisao dupla, isto é, 11 e 52 bits sdo usados para o expoente
e a mantissa, respectivamente.

TABELA I: Autovetores ®,,, que tém componentes ndo-nulas
com valores repetidos (simetrias a parte) e o respectivo nimero
de componentes nao-nulas com valores absolutos distintos d .

N m dm

8 2,3,6,7 3,2,2,2

16 2,3,7,11,13,14,15 5,3,5,5,5,2,2
32 2,3,27,29, 30, 31 9,8,9,9,2,2

64  3,7,11,59,61,62,63 16,17,18,17,17,2,2
128 123,125,126, 127 33,33,2,2

256 251,253,254, 255 65,65, 2, 2

512 507,509,510, 511 129,129,2,2

O resultado, que é mostrado na Tabela I, é considerado em
secOes futuras deste artigo, uma vez que a quantidade d,,
corresponde ao ndmero de multiplicagdes necessdrias para
realizar o produto (®,,,x).

C. Nimeros de Multiplicacbes e Adigcoes

A complexidade multiplicativa My para calcular a DFrFT
de N pontos pode ser obtida considerando (8), (9) e a
possivel ocorréncia de componentes repetidas (ver Secao II-B
e Tabela I); também € considerado que o produto matriz-vetor
em (4) requer N — 1 multiplicacdes complexas. Em geral,
tem-se

My = 4x Y ((N+m+2)/4]+1)
méRy
+4x Y [((N+m+2)/4]
il
+4x Y dy+3x(N-1). (10)
meRN

A férmula da complexidade aditiva (mdxima) é derivada
a seguir considerando apenas as componentes repetidas em
dn_se Py_1,enegligenciando as repeticdes de componentes
que podem ocorrer em outros autovetores (ver Tabela I).
Denotando por A’y o nimero de adi¢des reais para obter
x’ = ETx, tem-se

N= 2x2x (];[—1>+2>< > (LN +m+2)/4))

m par
+2x Y (I(N+m+2)/4]-1)+2. (11)
i
O ndmero de adi¢oes reais vindas de x” = A%x’ é
"=5x(N—1). (12)

Finalmente, denotando por A’/ o nimero de adi¢des reais

necessarias para obtencio de X(*) = Ex”, tem-se

A2
N= 2x6+2x> (6+4k—1)
N>s

+2x(N-1)x ([(N+2)/4])

N
+2<2—1>+2. (13)
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TABELA 1II: Nimero de multiplica¢des reais necessdrias para
o cédlculo da DFrFT de N pontos utilizando diferentes abor-
dagens.

direto [16] [4] proposto
8 192 117 102 105
16 768 417 390 377
32 3.072 1.593 1.542 1.521
64 12.288 6.249 6.150 6.093
128  49.152 24.777  24.582 24.473
256 196.608 98.697  98.310 98.073
512 786.432 393.993 393.222 392.729

TABELA III: Numero de adi¢des reais necessdrias para o cdl-
culo da DFrFT de N pontos utilizando diferentes abordagens.

N direto [16] [4] proposto
8 432 279 270 131
16 1.760 987 990 455
32 7.104 3.747 3.774 1.691
64 28.544 14.643 14.718 6.459
128 114.432 57.939 58.110 25.211
256  458.240  230.547 230.910 99.579
512 1.833.984 919.827 920.574 395.771

Assim, o total de adi¢des reais necessdrias para o cdlculo
da DFrFT ¢é

Ay = Ay + AN +AY (14)

D. Andlise Comparativa

Nesta secdo, sdo apresentados os nimeros de multiplicacdes
e adi¢des necessdrios para calcular a DFrFT proposta para
varios valores de N e é realizada uma comparagdo com o0s
nimeros requeridos por outros métodos. Também é conside-
rado o cdlculo de uma DFrFT baseada em autodecomposicio
pelo método direto, o método dado em [16]°® e a proposta
em [4]; este ultimo método €, até entdo, o método com menor
complexidade aritmética documentado na literatura.

Os referidos nimeros sdo mostrados nas Tabelas II e III.
A complexidade multiplicativa do método proposto € préxima
da apresentada em [4], sendo, em geral, um pouco menor. Por
outro lado, a complexidade aditiva € reduzida para menos de
metade da necessaria em [4].

ITII. SIMULACOES COMPUTACIONAIS

Nesta secdo, ¢ considerada a aplicagdo da DFrFT na re-
presentagdo compacta de sinais no dominio fraciondrio de
Fourier [13]. O propésito desta se¢do € validar, por meio
de simulacdes, o emprego da transformada considerada ao
longo deste artigo em tal cendrio; a intencdo € mostrar que
é possivel utilizar a DFrFT calculada com complexidade
aritmética reduzida sem comprometimento de desempenho.

%0 método dado em [16] é baseado no cdlculo da DFrFT de comprimento
N por meio do célculo de uma transformada fraciondria do cosseno e uma
transformada fraciondria do seno com comprimentos N/2 + 1 e N/2 — 1,
respectivamente.

Além disso, especificamente para a aplicagdo em questdo,
mostra-se que a economia de operacdes aritméticas € ainda
maior que a mencionada no ultimo pardgrafo da Secao II-D.

A representacdo do sinal em forma compacta no dominio
fraciondrio tem bastante sido ttil na restauracdo de sinais [17],
amostragem esparsa [18], estimacdo de taxa chirp [19],
e andlise tempo-frequéncia [20], [21], por exemplo. Aqui,
revisita-se a aplicacdo do método da norma minima (MNM, do
inglés minimum norm method) proposto em [13], que permite
encontrar a ordem fraciondria étima agp. que leva um sinal
de interesse para um dominio fraciondrio de Fourier em que
sua representacdo seja a mais compacta possivel. Utiliza-se
como medida de compactacdo a norma-¢1; é adotada uma
estratégia de busca, de modo que o menor nimero possivel
de transformagdes precisem ser calculadas.

O sinal utilizado nos experimentos é
componentes dado por

o chirp de duas

S(t) — Aoeiﬂ(mgt2+2fot) +Alei7r(m1t2+2f1t)

em que mg = 0,1 e my = 0,4 s@o as taxas de chirp,
fo=0,1¢e f; = —0,1 sdo as frequéncias de deslocamento,
e Ag = 1 e Ay = 1 sdo as amplitudes complexas. O sinal

s(t) é amostrado para produzir o sinal de tempo discreto de
comprimento N = 512. As configura¢des para a aplicagdo do
MNM sdo as mesmas usadas na Secdo III.A de [13]; assim,
55 transformadas sdo calculadas até que se encontre a ordem
fraciondria 6tima. Na Tabela IV, sdo mostrados os resultados
do MNM aplicado em dois diferentes modos:

(i) é usada a Candan-DFrFT [7], calculada pelo algoritmo
dado em [4];
(ii) € usada a DFrFT calculada empregando o método pro-
posto.
Na tabela, observa-se que, embora as ordens fraciondrias
otimas encontradas por meio do MNM sejam relativamente
préximas uma da outra, a norma-¢; no dominio da DFrFT pro-
posta (modo (ii)) € menor que a no dominio da Candan-DFrFT
(modo (i)); de qualquer forma, em todos os casos, o objetivo
de representar o sinal de forma mais compacta foi claramente
alcangado. Na Figura 2, em que a magnitude quadritica
do sinal s(t) é plotada para o sinal no dominio original e
no dominio fraciondrio utilizando a ordem fraciondria 6tima
encontrada, tem-se uma nocao visual do resultado alcancado.
Os numeros totais de multiplicagdes e adi¢cdes envolvidas
na aplicacdo do MNM pelo método (i) podem ser calculados,
para N = 512, usando as Tabelas II e III. Tais nimeros sdo
respectivamente dados por

55 x 393.222 ~ 2,1627 x 107

55 x 920.574 ~ 5,0631 x 107.

Diferentemente da transformada empregada no modo (i), a
DFrFT proposta usada no modo (ii) permite pré-calcular o
produto entre E7 e o sinal a ser transformado (vide (3)),
de modo que, para cada ordem fraciondria avaliada durante
o processo de busca, sdo necessdrias novas operacdes aritmé-
ticas apenas no cdlculo dos produtos matriz-vetor (4) e (5).
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TABELA IV: Aplicagdo do método da norma minima para

- . : mais a sua complexidade aritmética. Além disso, implemen-
o sinal chirp bi-componente usando (i) Candan-DFrFT [7]

tacdes em hardware t€m sido investigadas.

calculada pelo algoritmo dado em [4], (ii)) DFrFT proposta.

Modo Qopt. Norma-¢;  Multip. (x107)  Adigdes (x107) REFERENCIAS
(i) 1,1861  377,9506 2,1627 5,0631 [1] J.R. de Oliveira Neto and J. B. Lima, “Discrete fractional Fourier trans-
(ii) 1,1141  317,7685 1,1037 1,1151 forms based on closed-form Hermite—Gaussian-like DFT eigenvectors,”

*A norma-¢1 do sinal no dominio original (tempo) é 681,3125.

T T T T

IEEE Transactions on Signal Processing, vol. 65, no. 23, pp. 6171-6184,
December 2017.

A. Bultheel and H. E. M. Sulbaran, “Computation of the fractional
Fourier transform,” Applied and Computational Harmonic Analysis, vol.

60 f DFHFT proposta 1 16, no. 3, pp. 182-202, May 2004. o .
Candan-DFET [3] H.M. Ozaktas, M.A. Kutay, and G. Bozdagi, “Digital computation of the
sol dominio original (tempo) ] fractional Fourier transform,” IEEE Transactions on Signal Processing,
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Fig. 2: Magnitude quadrética do sinal chirp bi-componente no
dominio original (tempo) e no dominio fraciondrio utilizando
o método da menor norma.
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196.608 + 55 x 199.163 ~ 1,1151 x 107.
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a busca da ordem fraciondria 6tima no MNM, provendo
beneficios significativos do ponto de vista de complexidade
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