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Um Metodo Alternativo para o &culo da
Probabilidade de Erro de Bit de Esquemas de
Modulaggo QAM Sujeitos aos Desvanecimentos
Rayleigh e Nakagami

Marcelo S. Alencar, Waslon T. A. Lopes, F. Madeiro e Wambérth. Queiroz

Resumo— Este artigo apresenta um nétodo alternativo para nao-seletivo em frequéncia. Nesse caso , 0 sinal receb{dp
obtengdo de expres8es exatas para a probabilidade de erro de pode ser expresso como
bit (BEP) de esquemas de moduldp sujeitos a desvanecimento.
O método modela o canal com desvanecimento como sujeito r(t) = ae‘j(bs(t) +2z(t), 0<t<T, (@)
a um ruido aditivo, cuja distribuicdo de probabilidade & vista -
como resultado da ra&o entre as varaveis aleabria gaussiana em que s(t) representa o sinal transmitidey denota a
e aquela que modela o processo de desvanecimento. @toto  5mjitude do desvanecimento,representa o desvio de fase

usa a fun@o cumulativa de probabilidade unidimensional desse - . o .
ruido para obter expres$es fechadas para a BEP de esquemasd€Vido ao canalz(t) denota o ruido aditivo gaussiano branco

QAM (Quadrature Amplitude Modulation) sujeitos ao desvaneci- (AWGN, additive white Gaussian noise) e 7' corresponde ao
mento. Resultados de simulao, que corroboram os resultados intervalo de sinalizacdo. Usando a representacao esmsapa

experimentais, §o apresentados. baixas,r.(t), s(t) e z(t) sdo processos estocasticos comple-
Palavras-Chave— Probabilidade de erro de bit, Desvaneci- X0s. Além disso, a condicao de desvanecimento lentoicapl
mento Rayleigh, Desvanecimento Nakagami, QAM. gue o parametro multiplicativo pode ser considerado emnst

Abstract— This paper presents an alternative method to ob- pelo menos durante um intervalo de sinalizagao.
tain exact expressions for the bit error probability (BEP) of A amplitude do desvanecimeni® &€ modelada por uma
modulation schemes subject to fading. The method models the \,5riavel aleatoria (v.a.) que condiciona o sinal trarishoi

fading channel as an additive noise channel, in which the - . . . -
noise probability distribution is the ratio between the Gawssian Considerando o desvanecimento do tipo Rayleigh, a funcao

random variable (r.v.) and the r.v. that models the fading process. densidade de probabilidade (fdp) de dada por

The method uses additive noise the one-dimensional cumuied 5

probability function to obtain closed-form expressions fo the pala) =2ae™ u(a), 2
BEP of QAM (Quadrature Amplitude Modulation) schemes subject 5 o

to fading. Simulation results, that corroborate the theordical em queu(-) representa a fun¢ado degrau unitario. Por outro

results, are presented. lado, quando o desvanecimento & Nakagami, a fdpyde

Keywords— Probabilidade de erro debit, Desvanecimento Ray- dada por

leigh, Desvanecimento Nakagami, Modula&po QAM. omma2m—1 . s

= a : 3)
I. INTRODUCAO pate L (m)Qm ue)

O aumento do trafego multimidia em sistemas d&m quel’(-) &€ a fungdo Gammd) & a poténcia média do
comunicacdes sem fio leva a uma necessidade crescentig@l transmitido en > 1/2 € um parametro que controla a
largura de faixa. Técnicas de modulacdo espectralmefitte intensidade do desvanecimento. Grandes valores depre-
cientes, tais como QAMQuadrature Amplitude Modulation), ~Sentam um desvanecimento suave, enquanto pequenos valores
constituem alternativas adequadas para alcancar eketades representam desvanecimento severo. Para o casn=deo
de transmiss&o sem aumentar a largura de faixa de sistemagd&$vanecimento Nakagami-corresponde a Rayleigh. O ruido
comunicagdes. No presente trabalho & apresentado wodmeéaditivo z(¢) & um processo estocastico complexo com média
para obter expressdes fechadas para a BEP de esqueti € densidade espectral de potén¥ig/2 em suas parte
de modulagdo em canais com desvanecimento Rayleigtieal e imaginaria.

Nakagamiz. O método consiste em modelar o canal com Supondo que o desvanecimento que afeta o canal & suficien-
desvanecimento como um canal que que o novo ruido aditi@gnente lento, o desvio de faggpode ser estimado sem erro a
incorpora em sua FCP o efeito do desvanecimento. partir do sinal recebido. Neste caso, o receptor pode cosapen
o desvio de fase provocado pelo canal (multiplicacae de)
II. MODELO DO SISTEMA por e/?). Entdo, o sinal recebido resultantét) pode ser

Considere o sistema de comunicacdes sem fio em qué&Xpresso como
canal de comunica¢Bes é afetado pelo desvanecimertw len r(t) =ro(t) - €% = as(t) + z(t) - /¢
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imaginaria.. Isto ocorre porque a distribuicao de philidade v.a. gaussiana e uma v.a. que representa o desvanecimento
bidimensionapy () ndo & afetada pela compensacao de faseayleigh e o desvanecimento Nakagami.
visto que esta distribuicdo & esfericamente siméticgop. O método proposto no presente trabalho para obter ex-
247]. pressbdes fechadas para a probabilidade de errditdele
Adota-se a notagdao da representacao vetorial. Nestjuemas de modulacao sujeitos ao desvanecimentoteonsis
representacao, cada sinalt) & completamente determi-em usar a FCP da.
nado por um vetors cujas componentes representam a
deqomposigéo do sina! em um conjunto de funcdes OMONQI b agyanecimento Rayleigh
mais escolhido convenientemente [1]. )
O critério de maxima probabilidadeposteriori [2] estabe- A V-2 pode ser escrita combl = N/A, em queN denota
lece que o detetor 6timo, a partir da observagae, deleciona UM Processo aleatorio gaussiano com média zero e vaianc

5 = s;, como o sinal recebido quando a funcao de decisaoNo/2 por dimensao, ou seja,
. 1 2
P(s))pr(rls=s;), i=0,1,2 ...M—1, — —n"/No_ 7
Por sua vezA € uma v.a. real com distribuicao de Rayleigh
dada pela Equacao (2).
§ob essas condicdes, a fdp .4¢ é dada por [4]

& maxima para = k, em queM denota o numero de simbolo
da constelagao.

Usando o critério de maxima probabilidadeposteriori
e considerando que os simbolos da constelagdo sao equ
provaveis, o receptor pode utilizar dois esquemas de ¢istec o0
para determinar o simbolo transmitido mais provavel dimpar pm(m) = / lalpy a(ma, a)da, (8)
da observagdo ruidosa. Esses detetores podem ser dgfinido
como [3]: o _

. Detetor | (DI): Comparar com todos os simbolos®M duépya(n,«) & a probabilidade conjunta dé e A dada

da constelagao (multiplicados paer) e escolhe como POr
simbolo recebido o mais proximorg isto &€, o simbolo Na(n,a) =
que minimiza a métricar — os,|; prali ) V7 No

« Detetor Il (DIl): Comparar /o com todos os simbolos Desta forma, a fdp de1 & dada por

da constelacao e escolhe como simbolo recebido o mais -
proximo ar/«, isto &, escolhe como simbolo recebido 2
pm(m) = /a
0

ae_((’2+’72/N“)u(a). 9)

—(ozz—l-anaz/Ng)da

aquele que minimiza a métrida/« — s;|. “No Qe
No que diz respeito a complexidade, mostrou-se em [3] (10)
gue o detetor DIl constitui uma alternativa mais interetsan 9 °° ) ,
visto que requer um niimero de operagdes inferior ao ratpie = 7= /oﬂe*a (1+m=/No) 70,
0
0

pelo detetor DI. Mostrou-se também que, em se tratando do VT
detetor DII, o canal com desvanecimento Rayleigh, apos a ) . N o
compensacao do desvanecimento (divisae gmr o), opera _ Por meio de manipulagdes algébricas, a FCP Jdg
sujeito a ruido aditivo, que & modelado como a razdo emse (1), € obtida integrando a expresséo anterior, usando [5,
variavel aleatoria (v.a.) gaussiana e uma v.a. com bisgho Eduacao 2.264]. Assim, a FCP dé & dada por
Rayleigh. m )

Considerando o detetor DII, a demodulagao do sinal rece- _ / _ < m > .
bido utiliza a regra de decisdo dada por FPat(m) pm(e)de 2 \vVm?+ Ny 1 (11)

—00

i=0,1,2,---,M—1. (5

~ . T
S = argmm’— — 8;
S (0%

B. Desvanecimento Nakagami

Neste esquema, apos a compensacao do desvaneciment®nsiderando o desvanecimento Nakagami, a fdp da v.a.
(divisao der por «), o canal pode ser interpretado comq, — N pode ser obtida de forma similar & segéo anterior.
sujeito a ruido aditivo porque Neste caso, a fdp conjunidn, a) pode ser escrita como

+1

2

2mma?m "l .2 e N
n,o) = n)pa(@) = ———————¢e ¢ ——u(«
. , e a fdp conjunta(la, ode ser obtida substituindo= [
em quem = n/a & o ruido aditivo, que & modeladog, 12)_ junt(la, a) p @
como o guociente entre entre uma v.a gaussiana € outigyeste modo, a fdp, (1) & determinada usando (12) de modo
com distribuicdo correspondente ao tipo de desvanectonerhue
Para facilitar a notacado, quando for usada a variaseb
desvancimento sera Rayleigh enquanto que a varibvagra me2m=1 =1 5,

sada para o desvanecimento Nakagami (1) = /°° [af2m™a ¢ e Mo y(a)da
u p vV i gami. pr(l) = Tlm)am —

§ = argmin
Si

— 8;

. n
= argmln’s—k - — 8
Si «

=argmin|s+m —s;
Si

[1l. DETERMINACAO DA FCPDO RUiDO ADITIVO (13)

2 mm 1 [ . —ar(mel
Nesta secao & calculada a fungdo cumulativa de pribbabi = ~ Fm—Q—m /ane (”+No>da.
dade (FCP) do ruido aditivax(¢) obtido pela razao entre uma VN I'(m) o
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Pode ser obseravado que a integral em (13) & da formaEste limite pode ser calculado da seguinte forma

o0 1 13
lim x-9F | =,m+ —;—;—x2> =
/mee—pmzdx (14) oo 241 (2 2’9
1
0 (3
1(2) /tm—%u ST lim ot
0 que leva a L'(m+ 5)I'(1—m) ) a——o00 (1 + tz2)%
1
o2m _—pax? _ 2m  —(y/px)? = — 2 /tmil 1—¢)"™dt
/a: e’ dx—/x e~ WP dy T(m + L0(L —m) ( )
0 0 (15) 0
1 1 L(3)B(m,1 —m)
zif‘(m—k—). =2 , 0<m<1,
(22)
Assim, em queB(m,1—m) & o valor da funcdo Betaem e 1 —m,
o ) —(m+l) O<m<1[8]
m 2 2 . . .
/a2m€7a2(ﬁ+}vo)da _ %F(m N %) <zl\7_+%> . A FCP deL param > 1 & obtida considerando
0
L(x)I(y) Iz +1)
(16) (z,y) T +y) (z) — 2 <0. (23)

Substituindo o resultado de (13), obtém-se a fdp.degue
representa o novo ruido (modelado como a razao entre duasplicando estes resultados para determinar o valdPdé)

variaveis aleatobrias). Logo [6], em (18), segue que
1 1 2
m™ T (m+31) (120 +mN, 2 _Tm+3)] 1 1,13
= o . 17 PL(Z)_ XQFl _;m+_7_7_
rel) VT /N,T(m) N, (7 Vrl(m) | vVNom 2 2°2° Nom
3 _
Sem perda da generalidade, pode-se considerarl e a P(Q)B(lm’l m) }
FCP deL, P () & dada pela integral seguinte L(m+ 7)I'(1 —m)
(24)
l
m™ N> T (m+ §
Pr(l) = / pr(r)dr = NG <1"(m)2) X IV. BEP PARA O ESQUEMA M-QAM
- . (18) Apesar de muitos trabalhos terem sido desenvolvidos com
2mat1 0 proposito de avaliar o desempenho do esquema QAM em
/ (a:2 + Nom) ? dw. termos de probabilidade de errolie(BEP), s6 recentemente,
o em um artigo de Cho e Yoon [10], foi apresentada uma ex-

pressao fechada para a BEP do esquema QAM com dimensao
Para valores nao inteirdslem, a Gltima integral impropria &/Pitraria de constelagdo (esquem&QAM), considerando
em (18) pode ser expressa como [8] um canal com r_wdo a_dltlvo gaussiano branco (AW@Ni-
tive White Gaussian Noise).

) _2mg1 ) s 2\ _(m+1) Esta secdo usa os resultados obtidos por Cho e Yoon
/(ar +a dx:x-2F1(§7m+5;§;—”f,—,)a */, em [10] para obter uma expressao fechada para a BEP
(19) do esquemalV/-QAM _quadrado sﬁqqare M-QAM) por um
em que, Fy (a, b; c; ) & conhecida como a Fungao Gaussiarfi@nal com desvanecimento Rayleigh quando o mapeamento
Hipergeomeétrica [9]. diversity. de Gray & empregado. A expressao exata obtida no presente

O determinago do resultado anterior quand® aproxima 2rtigo apresenta-se como uma forma conveniente de avaliar o
de —oo & feito considerando a forma integral g (a, b; ¢; z), g(reast(iacngpenho do esquema QAM para varios casos de interesse
1 Com base na consisténcia do mapeamentbitdele uma
Fi(a.bi ) = I'(c) th=1(1 — t)c’b’ldt (20) constelagdo submetida ao codigo de Gray [11], Cho e Yoon
211a, 05 ¢; L(b)(c—b) (1 —tz)a ’ obtiveram em [10] uma expressao para a BEP do esquema
0 M-QAM por um canal AWGN, dada por

e tomando o limite

1 log, VM 1 1-—2"F)vM-1
Phrr-gavm = Z {w(z k, M)-
1 13 L/ \/ v
lim x-oFy (ﬁ,m—i— 5;5;—I—;) : (21) logoy M = VM i=0
: 3logy M -
erfc <(2z’+ 1) % ) },
1Uma abordagem considerando valores inteirogrdgode ser obtida em ( - )

7. (25)
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em que \/W pode ser escrita como
: k—1
w(i, k, M |25 (2’“—1 - V'z +1J>, 3(2i + 1)2logy (M) Ey
( )=(-1) 7 T3 Prob( 1 > G- 1)
(26) (30)

= E}, /N, denota a relagdo sinal-ruido (SNR) média pioy 3(2i + 1)2log,(M)E,
|z | denota o maior inteiro menor que e erfq-) denota a =1-P M1
funcao erro complementar, dada por (M —1)

Usando o resultado anterior e a FCP obtida em (24), chega-
se a

p 3(2i +1)2logy(M)Ey |
’ (M —1) -
Uma contribui¢ao relevante de Cho e Yoon [10] foi exprimir

a BEP do esquema/-QAM por um canal AWGN em termos D(m+3) [3(2i+1)2logy(M) Ey
da soma ponderada de fun¢bes erro complementar. Os pesos VL (m) m(M —1) No X (31)
w(i, k, M) incorporam o efeito, na BEP, daésima posi¢ao _ )
de bit em um simbolo comog, M bits. Note que o termo F (1 g L3 3(2i + 1) logy (M) ﬂ)
7 27
m)

erfc(z) = % /e‘tzdt. (27)

erfc((2i+ 1),/250525 ) em (25) corresponde a duas vezes 202 m(M=1)  No

a probabilidade de que o ruido aditivo gaussiano exceda +1]13(m+
(214—1),/321‘65571“{)V Os pesos em (26) incorporam a influéncia 20(m)T(1 —m)

da taxa de erro dé-ésimobit de uma palavra-codigo comASSim,
log, M bits na taxa de erro total do sistema. Em canais aditivos ( \/
>

Nao-gaussianos, esses pesos podem ser usados em conjuntProb
com a fungao cumulativa de probabilidade (FCP) do ruido

3(2i 4 1)2logy (M) Ey
( —)

aditivo correspondente para determinar a BEP do esquéma 2
\/— -1 No
) ) o 1 1 3. 3(2i+1) logQ(M)&
A. Desvanecimento Rayleigh 21 2 5 m(M —1) No
Considerando o canal com desvanecimento Rayleigh, a FCP B(m 1 - )
da v.a. que modela o ruido aditivo correspondente & dada T 20(m)T(1 —m)
por (11). Portanto, duas vezes a probabilidade de que o ruid (32)
P . 3logy M-y
aditivo m(t) exceda(2i + 1),/ 5ni=yy € dada por Alem disso, a probabilidade de errolie P, (k) do esquema
M-QAM pode ser escrita como
2x P <m > (2i+1) M) - o (-2 5VAT-1
2(M —1) Pk)=—— > w(i,kM)x
vM
3(2i+1)2 logy, M-~y (28) =0
k). ,Tlned) [al0
i+ ogo M- —
\/ sar—na, 1 L'(m)y/T m
1 13 a(M B(m,1—
Usando (28) e os pesos em (26), a expressao para a BEP  xoF) (§,m+ 35 —a'( M) 5T (mr m) },
do esquemal/-QAM sujeito ao desvanecimento Rayleigh, m (m)I'(1 —m) (33)
PrrgamRray, € finalmente dada por
em que ,
- 3(2i + 1)° 1 M
1 log2\/_ (1-27F)vVM-1 . CLz(M) _ ( l+]\4) C:)I-gQ( ) (34)
Phrr-gaM,Ray = \/—Z \/— Z w(i, k, M) -
k=1 i=0 Finalmente, considerando a representacao da funcém Be
[3(2i+1)% log, M-y em (23), a probabilidade de erfy(k) pode ser expressa como
2(M—1)
- : —27)VM-1
3(2i+1)2 log, M- } 9 (1-277)
\/T%“rl Pk)=—— S w(ik M)x
(29) vM =0
{1_F(m+%) a;(M)y (35)
B. Desvanecimento Nakagami 2 D(m)ym m
Considerando canais com desvanecimento Nakagami- XQpl(l m + 1;§;_M)},
a probabilidade de que o novo ruido aditivet) exceda 2’ 22 m
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V. RESULTADOS Na Fig. 3, as curvas de BEP sao agrupadas para um

Nesta secdo sio apresentados resultados de simulacad’ fixo e varios valpres_deM. tha—se na Fig. 3.que N
Monte Carlo que servem para validar as expressdes obtifgguema 256-QAM & mals'sucepnvel ao desvanemme_nto que
no artigo. 0 esquema 16(?AM Este_e_ um resultado_ esperado pois, dada

Resultados numeéricos obtidos a partir da expresséodachgm SNR, a d~|stanC|a eucl@ana entre dois S|mbo!os d@'ﬁ
para a BEP do esquend-QAM sujeito ao desvanecimento a constelac;g\o 256-QAM & menor que a respectiva distanc
Rayleigh sao apresentados na Figura 1, que mostra a BEPnée}TFonstelac;ao 16-QAM.
funcao da SNR pobit paraM = 4, 16, 64 e 256. Conforme

10°

mostra a figura, os resultados numéricos, obtidos de (26) e WS Ganaytical) —
(29), que cerca de 3—4 dB de SNR devem ser investidos para S M=64 (analytical) -~
. . . X TTH M=64 (simulation) ~ x
transmitir umbit extra por componente (dolsts extras por o R S 0 =226 analyca) -——-- |
simbolo) para manter a probabilidade de errobitemédia . e
-2 £ TR Tl
em10~2. 5 \\ S
10° . . . . ,. g 102 B s N <
zszesfégﬁhgs(im?gggg. B 2 SN B
64-QAM (Analitico) --------- I \x
T S
. QAN (Anaiicey 07 g
n;n) 4-QAM (Simulagéo) ©
“;] 107
® 0 5 10 15 20 25 30
E SNR (dB)
g oy e Fig. 3.  Probabilidade de erro deit do esquema M-QAM sujeito ao
. T desvancimento Nakagami- param = 0.95 e diferentes valores d&f.
o . \”K‘ y
107 | | | R N VI. CONCLUSION
0 5 10 15 20 25 30 . ., . /.
Ey/No (dB) Este artigo apresentou um método alternativo para olcélcu

da probabilidade de erro de esquemas de modulagao sujeito
Fig. 1. Probabilidade de erro d#t do esquemal/-QAM em funcéo da ao desvanecimento R_aylelgh e Nakagam'NeSte enfoque, o
relacao sinal-ruido pabit (;/No), considerando um canal com desvanecicanal com desvanecimento & visto como afetado apenas pelo
mento Rayleigh. ruido aditivo responsavel por incorporar em sua fdp otefei
do desvanecimento. Expressoes fechadas e exatas sdasobti
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