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Aplicacdo do Teste de Aderéncia de
Kolmogorov-Smirnov a Estimacdao de SNR em um
Modelo de Sinal Recebido sob Desvanecimento
Nakagami

Jalio César Candido Vieira, Wamberto J. L. Queiroz e Hugerles Sales Silva

Resumo— Neste artigo ¢ apresentada uma analise matematica,
corroborada por simulacdo, de um processo de estimacdo de
SNR (Signal-to-Noise Ratio) por meio do teste de aderéncia de
Kolmogorov-Smirnov. O modelo de amostras de sinal recebido
em tempo discreto na saida de um filtro casado no receptor
é composto por um termo referente ao sinal de informacio
afetado por desvanecimento Nakagami e por um termo composto
por ruido gaussiano branco aditivo. E verificado, por meio da
avaliacdo do erro médio ao quadrado normalizado e da média
das estimativas, que o método discutido é uma boa opcao as
técnicas de estimacdo de SNR quando se quer obter estimativas
a partir de volumes reduzidos de amostras observadas.

Palavras-Chave— Estimacdo de SNR, desvanecimento Nak-
agami, Kolmogorov-Smirnov

Abstract— In this article is presented a mathematical analysis,
corroborated by simulation, of a SNR estimation process using
the Kolmogorov-Smirnov goodness of fit test. The model of
discrete-time signal samples observed at the output of a matched
filter at the receiver is composed of a term referring to the
information signal affected by Nakagami fading and a term
composed of additive Gaussian white noise. It is verified, by
means of the normalized mean square error and the mean of the
estimates that the method discussed is a good option for SNR
estimation techniques when reduced amount of observed samples
is desired.

Keywords— SNR estimation, Nakagami fading, Kolmogorov-
Smirnov test

I. INTRODUCAO

Nos atuais sistemas de comunicacgdes, nos quais 0s recursos
espectrais sdo muito solicitados e as condi¢des de propagagio
das ondas eletromagnéticas sdo cada vez mais dificultadas pela
densidade espacial de edificagdes e outros aparelhos urbanos e
naturais, faz-se necessario desenvolver sistemas de transmissao
que sejam capazes de poupar esses escassos recursos. Justifica-
se assim o estudo de mecanismos de processamento de sinais
que permitam aperfeicoar a caracteriza¢do do enlace para que
os receptores possam se adaptar melhor ao seu comportamento
varidvel. Um dos pardmetros mais usados para classificar
a qualidade do canal de comunicacdo € a Relacdo Sinal
Ruido (SNR -Signal-to-Noise Ratio), que engloba variacdes
das caracteristicas fisicas do enlace.
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Em sistemas de comunicacdes sem fio, quando € necessario
conhecer o parametro SNR do canal, € preciso antes carac-
terizar estatisticamente o desvanecimento que afeta o sinal
recebido nesse canal. H4 entdo a necessidade de estimar os
parametros da Func¢do Densidade de Probabilidade (FDP) da
distribuicdo mais adequada para modelar o desvanecimento.
Depois que o desvanecimento do canal € caracterizado por
meio de parametros adequados, pode-se aplicd-los a um es-
timador de SNR para o tipo estatistico de desvanecimento
verificado [1]. Nos sistemas de comunicac¢des digitais, a SNR
€ um parametro de entrada importante para uma variedade de
algoritmos de equaliza¢@o e muitos trabalhos importantes tém
sido publicados sobre esse problema [2].

Desde o inicio dos anos 2000, a publicacdo de estudos
acerca da estimativa da SNR para sinais com modulacdo digital
vem sendo intensificada. Em [3], por exemplo, é apresentado
um estudo da estimacgdo tanto da poténcia do ruido quanto
da SNR para sistemas de comunicagdes sem fio baseados na
Modulagdo por Divisdo em Frequéncia com Portadoras Ortog-
onais (OFDM -Orthogonal Frequency Division Multiplexing).
Nesse estudo € levado em consideragio tanto a Densidade Es-
pectral de Poténcia (DEP) quanto as variacdes das estatisticas
do ruido sobre as subportadoras OFDM. Ao invés de avaliar
as estimativas das amostras de ruido instantdneo sobre todas
as subportadoras OFDM, é proposta a divisio do nimero
total de subportadoras em vdrios subgrupos e a avaliagdo das
subportadoras separadamente nos varios subgrupos.

Em [4] a estimacdo da SNR é apresentada a partir das
estimativas de maxima verossimilhanga (ML -Maximum Like-
lihood) da amplitude do sinal recebido e da poténcia do
ruido. As estimativas ML da amplitude do sinal recebido e
da poténcia do canal s@o fornecidas com o auxilio de uma
sequéncia piloto de treinamento de N simbolos e alcancam
um erro médio ao quadrado praticamente igual ao estabele-
cido pelo limitante de Cramer-Rao. Também sdo apresentadas
estimativas da SNR para os esquemas de modulagdo (BPSK
-Binary Phase Shift Keying), (QPSK -Quadrature Phase Shift
Keying) e (MQAM -M-ary Quadrature Amplitude Modula-
tion).

Em [5] a estimacdo da SNR é analisada em sinais com
esquemas de modulacdo QPSK e em modelos de canais com
desvanecimento variante no tempo. Sdo analisadas tanto a
estimacd@o com auxilio de sequéncias de treinamento (denotada
na lingua inglesa de data-aided estimation - DA) quanto sem
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auxilio de sequéncias de treinamento (non-data-aided - NDA).
O canal com desvanecimento ¢ modelado por uma fungio
polinomial do tempo. As limita¢des de precisdo do estimador
sdo avaliadas por meio do limitante de Cramer-Rao. Em [6]
€ proposto o uso de momentos estatisticos das amostras do
envelope do sinal captado no receptor. Esse método é baseado
em uma combinacdo linear da razdo de certos momentos
estatisticos de ordem par e permite a derivacao de estimadores
sem sequéncias de treinamento.

Em [7] é proposto pela primeira vez o uso do Teste de
Aderéncia de Kolmogorov-Smirnov (K-S) para a estimacdo de
SNR em um canal com ruido gaussiano branco aditivo. Nesse
processo, um vetor de amostras do sinal recebido é usado
na estimativa de uma Func¢do Cumulativa de Probabilidade
Empirica - FCPE e essa FCPE € entdo comparada com FCPs
armazenadas em um diciondrio do estimador, geradas para
diferentes configuracdes de parametros e valores de SNR.

Neste artigo, o método proposto em [7] € analisado em
modelo de sinal recebido composto por um termo afetado por
desvanecimento modelado pela distribui¢do de Nakagami e
um componente de ruido gaussiano branco aditivo. A andlise
matemadtica € desenvolvida tanto para simbolos MQAM quanto
para sinais OFDM e a avalia¢do do estimador € feita por meio
do Erro Médio ao Quadrado Normalizado (Normalized Mean
Square Error - NMSE). A principal vantagem desse método é
a quantidade reduzida de amostras necessarias para obter uma
estimativa de SNR e a desvantagem € a necessidade de montar
um diciondrio com amostras da FCP tedrica para diferentes
valores de m e de SNR.

As principais contribui¢cdes do artigo sdo:

1) Expressoes exatas para a FDP do médulo das amostras

de sinal recebido r[n].
2) Expressdes exatas e aproximadas para a FCP do médulo
das amostras de sinal recebido r[n].

3) Aplicacdo do teste de aderéncia de K-S a um modelo de

sinal recebido sob desvanecimento Nakagami.

Além da introducdo, na Se¢do II é apresentado o desenvolvi-
mento matemdtico e a descri¢do do teste de K-S, na Secdo
IIT é apresentada a andlise dos resultados e na Secdo IV sdo
apresentadas as conclusdes.

II. DESENVOLVIMENTO

Considere que em um enlace de comunicacdes sem fio, o
modelo matemdtico do sinal observado na saida de um filtro
casado no receptor, representado em tempo discreto por r[n],
pode ser escrito como

r[n] = glns[n] + wn, (1

em que g[n] representa uma varidvel aleatéria complexa que
caracteriza o desvanecimento que afeta o sinal de informacao,
s[n] representa os simbolos de informagéo de um esquema de
modulacdo como MQAM ou amostras de um sinal OFDM e
w[n] representa amostras de ruido branco aditivo gaussiano
complexo de média nula e variancia o2, por componente.

A SNR deste modelo de sinal recebido pode ser escrita
como

Psinal

Pruido

SNR = , 2)

em que

Pina = E|gln]PIs[nll2] = B |lgll?] £ [Isfn] 2],

3)
Paito = E[wln]?],
de modo que a SNR pode ser reescrita como
EllgllP|E[lsh)P] o2 2
SNR = =5 nlAl’ @
B|juwn)?] 207 &

em que p; e |A;| sdo parAmetros da constelagio MQAM e o2,
¢ a poténcia média do ruido.

Se as amostras g[n], s[n] e w[n] forem consideradas inde-
pendentes e igualmente distribuidas, entdo pode-se escrever a
FDP de |r[n]|, dado |g[n]| e |s[n]|, como

Farinlalallstel) = gl (gl
rln] 2 + lgln] s
oo (- ()

(&)

em que Ip(x) representa a Funcdo Modificada de Bessel de
primeira espécie e ordem zero. Para proceder com a estimacio
da SNR, é necessdrio calcular a FCP de |r[n]| e isso pode ser
alcangado calculando a média da FDP condicionada obtida
em (5) pelas distribui¢cdes de probabilidade da envoltéria do
desvanecimento e dos simbolos s[n|. Na se¢do seguinte esse
célculo € realizado para os sinais MQAM e OFDM.

A. Cdlculo da FCP de |rn]| para o sinal OFDM

Considerando que s[n] seja um sinal OFDM formado por
N subportadoras ortogonais moduladas em amplitude por
simbolos z[l], entdo s[n| pode ser escrito como

s[n] = \/—% > afl]exp (%ml> (6)

A distribuicdo de probabilidade de s[n], para N elevado,
pode entdo ser aproximada, de acordo com o Teorema Central
do Limite, por uma distribui¢do gaussiana complexa de média
nula e varincia 1/2 por componente. Esse resultado pode
ser verificado considerando que os simbolos que modulam as
portadoras ortogonais OFDM sdo simbolos equiprovdveis do
esquema de modulagio MQAM e t€m energia normalizada
de modo que a energia média da constelacio MQAM seja
unitdria. E direto também verificar, por meio da teoria de
transformacdes de varidveis aleatérias de duas dimensdes, que
a varidvel |s[n]| tem distribuicdo de probabilidade caracteri-
zada pela FDP de Rayleigh,

2
. 20e %, x>0
Tiotnn (@) = { 0, caso contrério.
Dessa forma, usando a FDP de |s[n]| apresentada em (7), pode-
se escrever a FDP condicionada f(|r[n]|]||g[n]|) como

(il ol = "o e <|T[nll >

2
w 20w

[ e (o (1 ) ) (LT,

®)
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Tomando a média da FDP condicionada em (8) pela FDP
de Nakagami da envoltéria de g[n|, dada por

2 m\"™ 2m—1 lg[n][?

o (7)o (-2

©))

em que m é um parimetro de formatacio da FDP e o2

representa a poténcia média do desvanecimento, pode-se obter

a FDP de |r[n]| em termos de uma integral imprdpria de zero

a infinito. Devido a complexidade dos expoentes das fungdes

exponenciais em (8), ndo € possivel obter uma solucdo exata

para essa integral e a FCP de |r[n]| em fungdo de um valor

|r[k]| pode entdo ser obtida por meio de uma segunda integral

de zero a |r[k]|. Dessa forma, apGs algumas mudancas de

varidveis e procedimentos de simplificacdo algébrica, pode-se

escrever a FCP de |r[n]| como

Sigmn(lgnll) =

Q

g (r[E]l) = ﬁ / "~ exp(—a)e™ Lz

ST el
|| e p(2ozu<1+<m/2m>>

I(m)

(10)

A primeira integral em (10) representa a funcdo Gamma,
enquanto a segunda integral ndo possui, de acordo com o
conhecimento dos autores, uma expressio exata. Essa integral
pode, entretanto, ser aproximada pelo método da quadratura
de Gauss-Laguerre [8]. Nesse método

~ M
/ 2P exp(—z) f(x)dx = Z wy f(xn) + Er,  (11)
0 n=1
em que
o Wy = mn,F(M-‘,-ﬂ-‘rl)

MV(M~+1)2[LY, (X))

. L@ +1(w) representa um polindmio generalizado de La-
guerre de ordem M+1;( )

y 2M

e« Fy = M!F(MJr(ng))!f ©) " para um ¢ qualquer em
[0, o], representa o erro de aproximagao;

e 1, representa a m-ésima raiz do polindmio de Laguerre
de ordem M, Lf\z (z).

Para a integral na expressdo de F|,,,j(|r[k]|), em (10),

2, T(M 4+ m)
MM + 1)2[Ly7 ()2

12)

Wy =

Desse modo, conclui-se que a FCP de |r[n]|, para o mod-
elo de desvanecimento Nakagami, usando a aproximacdo do
método de quadratura de Gauss-Laguerre, pode ser escrita

—|rlk]]

como
1 M
Ejon)) (I7[K]]) = 1_W ;w" xp (205(1 + (xn7/2m))
(13)

B. Cdlculo da FCP de |r[n]| para Simbolos MOAM

Dado que os simbolos s[n] no modelo do sinal verifi-
cado na saida do filtro casado do receptor, conforme (1),
sejam simbolos equiprovaveis da constelacio MQAM, a FCP
de |r[n]| pode ser calculada a partir da média da FDP

)

condicionada f|,)(|7[n]| | [g[n]l,|s[n]|) pela distribui¢do de
probabilidade de |s[n]| e pela FDP de |g[n]|. Nesta se¢do é
considerada a constelacio MQAM normalizada com simbolos
,equiprovdveis. Apds considerar os simbolos MQAM de
médulo |A;| e probabilidade p; e a FDP da distribuigdo de

Nakagami, pode-se escrever a FDP f,()/(|7[n]]), depois de
algumas simplificagdes, como
m M
_(m 1 [r[n]| [rn]f?
f"’[n”(|r[n]|) - <0’§> F(m) ;p’b 0,1211 exp 20,121]
= merp (Il Aq]
X/O v IQ (T\/E
X e I + Al dv
X — s .
P o2 = 202

(14)
Usando a Expressdo 6.643 da Tédbua de Integrais [9]

o0 1 2
/ w#*%efamlo (25\/5) de =T (M+§) 57165—&0(#
0

2 1
xM_,0 (%) , Re (qu 5) >0

15)
BZ

e escrevendo a funcdo de Whittaker M_, o ( ~

) em termos da
fungiio Hypergeométrica Confluente de Kummer 1F;(a;b; z)

[9], pode-se escrever, apOs algumas simplificacdes algébricas

1 |r[n][?
Sirmy(Irn]l) = VoZ |r[n]] exp <W
M —-m
A

x; o (16)

|r[n]|? 1

XlFl 717 20’121] (1+ 2m )
[ A:]?

Segue entdo, do conceito de FCP de uma varidvel aleatéria
continua positiva, que a FCP Fj,,,;(|r[k]|) pode ser escrita

como
M —m
1 v]4if?
Flpy (Ir[k]]) = i > (1 +5
i=1
\Z[ky -
X Yo eTEF | m, 1 Y dx.
0 (1++2)
(17

Dado entdo que a FCP analitica de |r[n]| tenha sido obtida
considerando-se sinais MQAM e OFDM, pode-se usar as ex-

. pressoes analiticas na implementagdo do teste de Kolmogorov-
Smirnov por meio de uma simulacéo.

C. Implementacdo do Teste de Kolmogorov-Smirnov

O teste de aderéncia de Kolmogorov-Smirnov € um proced-
imento estatistico que permite avaliar a qualidade da aderéncia
de um conjunto amostras a curva que define a funcdo cumu-
lativa de probabilidade de uma varidvel aleatéria continua. O
procedimento é implementado calculando-se a distancia entre
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pontos da FCP empirica das amostras observadas e pontos
selecionados da FCP analitica para diferentes configuracdes
de parametros.

O teste € estabelecido pela avaliacdo de duas hipdéteses,

e Hj : Os dados aderem a distribuicao suposta
e H; : Os dados ndo aderem a distribui¢do suposta,

e é concluido pela avaliacdo do valor absoluto da distancia
vertical ¥ entre as curvas da FCP empirica das amostras ob-
servadas e a FCP analitica do modelo estatistico das amostras
observadas. O valor critico estabelecido para essa distancia ¥
permite entdo que se opte pela hipdtese Hy se o valor de ¥
for menor que o limiar estabelecido e pela hipdtese Hy se o
valor de ¥ for maior que o limiar estabelecido.

No contexto do problema proposto neste artigo, o teste de
Kolmogorov-Smirnov foi implementado para que se possa
saber qual das FCPs tedricas armazenadas no diciondrio de
amostras do estimador, para diferentes valores de SNR, é
mais préxima, pelo critério da da menor distincia absoluta,
da FCP empirica obtida a partir das amostras de sinal
recebido observadas na saida do filtro casado do receptor. A
implementagdo do teste pode entdo ser realizada seguindo os
seguintes passos:

1) Estabeleca um conjunto de K valores de SNR I' quan-
tizados e uma resolucdo de quantizagio apropriada A+,
de modo que o conjunto de valores de SNR possa ser
escrito como

Vs (18)

F:[’Yl, Y25 s T ’YK]a

em que v =71 + (k — 1)A7.
2) Para um determinado valor m da ditribuicdo de Nak-
agami, forme um diciondrio de K vetores linha de N,
amostras.
3) Calcule a FCP empirica, Fr[n](|r[k]|) a partir de uma
sequéncia de N amostras observadas do valor absoluto
do sinal recebido r[n],
[ v}, r[1], rf2],

S rNT ] (9)

4) Realize o teste de Kolmogorov-Smirnov

a) Calcule a distancia ponto a ponto entre N,
amostras da FCP empirica e N, amostras de cada
um dos K vetores linha de amostras da FCP
analitica obtidos para os K valores de SNR do
Passo 1.

b) Reserve, do Passo 4-a, o k-ésimo valor de distancia
mdxima, de modo que

Dy, = max | Fjy ) (|Ir[k]]) — Flppmy (I71E]])
1<k<N,.

" (20)

c) Escolha em seguida a menor das estimativas de
distancia Dj, entre as distancias maximas do Passo
4-b e atribua-a a um indice k,

k:min(ﬁk),lgkng. @1

d) Para o indice k obtido no Passo 4-c, escolha no
conjunto I' do Passo 1 o valor de SNR estimado
correspondente, ou seja,

¥ = Y- (22)

III. ANALISE DOS RESULTADOS

O desempenho do estimador proposto foi avaliado por
meio da média das estimativas e do MSE normalizado, pelo
método de Monte Carlo. Para essa simulagdo foram esta-
belecidos os seguintes parametros: Nimero N de amostras
geradas(observadas) de |r[n]| igual a 1000. Nimero N, de
amostras da FCP empirica e da FCP analitica iguais a 100.
Numero de vezes que o loop principal da simulacdo foi
executado igual 20. Poténcia média 03 do desvanecimento
Nakagami igual a 1.0. Nimero de coeficientes da expansdo
para a implementagdo da quadratura de Gauss-Laguerre igual
a 32. Faixa de valores da SNR de -5 a 20 dB. Resolucdo de
quantizagdo A~y iguala 0.1 dB. Sinal OFDM modelado por
uma varidvel aleatéria gaussiana complexa de média nula e
variancia 1/2 por componente.

A partir desse conjunto de pardmetros e da FCP analitica
do modelo de sinal recebido apresentado em (13), pdde-se
implementar o teste de Kolmogorov-Smirnov e obter a Fig.
1, que mostra o comportamento do MSE normalizado para
diferentes valores do parametro m, e a Fig. 2, que mostra a
média da estimativa em funcdo da SNR comparada com os
valores exatos representados na linha reta vermelha.

10

10" 1

—m=1.0

m=1.2
—m=15
—m=2.0
—m=25
——m=2.8

107k

107 L L L L
5 10 15 20
SNR (dB)

Fig. 1: MSE da estimativa da SNR para diferentes valores de m e
modulacio OFDM

Percebe-se por Fig. 1 que o MSE normalizado decresce
consideravelmente na faixa de valores de SNR entre -5 e
15 dB e que apresenta oscilagdo na faixa entre 10 e 15 dB.
Essa alteragdo de comportamento do MSE entre 10 e 15 dB
¢ possivelmente causada pela integracdo numérica da funcio
hipergeométrica. Em Fig. 2, por outro lado, é mostrado o
comportamento da média da estimativa da SNR comparada
com a SNR exata ilustrada pela linha reta vermelha. Percebe-
se que embora o0 MSE diminua com o aumento de SNR acima
de 15 dB, a média da estimativa ndo acompanha o valor exato
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Fig. 2: Média da estimativa da SNR para diferentes valores de m
e modulacdo OFDM. A linha vermelha corresponde ao valor exato
desejado.

desejado, mostrando que na faixa de SNR acima de 15 dB o
estimador ndo apresenta um bom desempenho.

Em Fig. 3 € apresentado um conjunto de curvas do MSE
normalizado para o esquema de modulacdo 16QAM. As curvas
foram obtidas por simulacdo, a partir do setup de pardmetros
apresentado no inicio desta se¢do. Foi utilizada a expressao
da FCP de |r[n]| para a modulagio MQAM, apresentada em
(17), para a implementacdo do teste de Smirnov-Kolmogorov.
O comportamento da curva na regifo entre 10 e 15 dB precisa
ser melhor investigado para que se possa afirmar se foi devido
a alguma imprecisdo numérica envolvendo o cdlculo da fungio
hipergeométrica ou ndo. Uma possibilidade é considerar um
conjunto €2 de valores de SNR no Passo 1 da implementacéo
do teste de Kolmogorv-Smirnov ndo uniforme.

B 10
10 1
>
-2
10°F | —m=10 1
m=1.2
4 —m=15
10°F | =——m=20 N
—m=25
10_4 L L L L
-5 0 5 10 15 20
SNR (dB)

Fig. 3: MSE da estimativa da SNR para diferentes valores de m e
modulacdo 16QAM.

Nos dois casos considerados nas subsecdes anteriores, para
OFDM e MQAM, foram empregadas as expressdes das FCPs
de |r[n]| para a implementagio do teste. Poder-se-ia usar,
entretanto, ao invés de amostras tomadas igualmente espacadas

da FCP analitica, amostras igualmente espacadas de FCPs
empiricas para diferentes valores de parametros do desvanec-
imento e de SNR. Esse caso € ttil quando o cdlculo da FCP
analitica ndo é matematicamente tratdvel.

IV. CONCLUSOES

2

Neste artigo é apresentado um estudo da aplicacdo do
teste de aderéncia de Kolmogorov-Smirnov ao problema de
estima¢do de SNR em um modelo de sinal recebido, observado
na saida de um filtro casado, composto por sinal informacao
afetado por desvanecimento Nakagami e um componente de
ruido gaussiano branco aditivo. O desempenho do estimador,
considerando os esquemas de modulacio MQAM e OFDM,
foi avaliado por meio do MSE normalizado e do valor médio
das estimativas obtidas. A principal vantagem desse estimador,
em relacdo, por exemplo, ao método dos momentos, é que
ele requer uma quantidade reduzida de amostras observadas
para a estimacdo da FCP empirica necessdria ao teste de
Smirnov-Kolmogorov. Na simula¢do realizada para este artigo,
foram utilizadas apenas 1000 amostras, o que implica em
uma reducdo do tempo de processamento. Por outro lado, o
método requer espago de memdoria para armazenar as amostras
da FCP analitica para diferentes configuracdes de parametros
do desvanecimento e diferentes valores de SNR, o que pode
comprometer sua implementacdo em processadores de pouca
capacidade de memoria. Em relacdo ao método da maxima
verossimilhanca, a vantagem que pode ser apontada é a
menor complexidade do cédlculo da FCP teérica em relagdo ao
procedimento de maximiza¢do da funcdo de verossimilhanga.
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