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Um Algoritmo para Escolha de Parâmetros da
Pré-codificação de Forçagem a Inteiros para Canais

Downlink MU–MIMO
Ricardo Bohaczuk Venturelli e Danilo Silva

Resumo— A técnica de pré-codificação de forçagem a inteiros
(IF) é uma alternativa às técnicas tradicionais de pré-codificação
linear em canais downlink MIMO com múltiplos usuários (MU-
MIMO). A pré-codificação IF aproxima o canal efetivo, obser-
vado por cada usuário, em uma combinação linear inteira dos
vetores transmitidos, generalizando métodos tradicionais de pré-
codificação linear. Recentemente, Silva et al. propuseram um
método para encontrar parâmetros ótimos para pré-codificação
IF em alta SNR, porém restrito ao caso de K = 2 usuários. Nesse
artigo, propomos um método para encontrar bons parâmetros
para K ≥ 2 usuários com complexidade O(K3). Resultados de
simulação mostram que o método proposto atinge um desem-
penho muito superior aos métodos tradicionais de pré-codificação
linear.

Palavras-Chave— MIMO com múltiplos usuários, canal down-
link, forçagem a inteiros, pré-codificação linear.

Abstract— Integer-Forcing (IF) precoding is an alternative to
traditional methods of linear precoding in multiuser MIMO
(MU-MIMO) downlink channels. The IF precoding tries to
convert the effective channel, as it is seen by each receiver,
into an integer linear combination of the transmitted vectors,
generalizing traditional linear precoding. Recently, Silva et al.
proposed a method to find optimal parameters for IF precoding in
high SNR, restricted, however, to K = 2 users. In this paper, we
propose a method to find good parameters for K ≥ 2 users with
complexity O(K3). Simulations results show that the proposed
method can outperform traditional methods of linear precoding.

Keywords— Multiuser MIMO, downlink channel, integer-
forcing, linear precoding.

I. INTRODUÇÃO

Canais de múltiplas entradas e múltiplas saídas (MIMO)
com múltiplos usuários (MU-MIMO) vem sendo largamente u-
sados em sistemas de telecomunicação, principalmente devido
ao fato de que a taxa-soma do sistema cresce linearmente com
o número de antenas utilizadas [1]. Em particular, estamos
interessados no canal downlink (também chamado de MIMO
broadcast), no qual uma estação rádio-base deseja transmitir
para vários usuários, os quais não cooperam entre si.

Dentre os métodos mais tradicionais para canais downlink
MU-MIMO destaca-se o uso de pré-codificação linear (tam-
bém conhecida como pré-equalização ou beamforming), a qual
faz uso de uma matriz de pré-codificação [2]. Uma técnica bem
conhecida de pré-codificação linear é a chamada forçagem a
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zero (ZF), onde a matriz de pré-codificação tem o intuito de
pré-inverter o canal para que o usuário receba apenas o sinal
de interesse (acrescido do ruído) [2]. Outra técnicaxa também
bem conhecida é a forçagem a zero regularizada (RZF), que
ao invés de uma simples pré-inversão da matriz do canal, tenta
minimizar o efeito da interferência acrescida do ruído do canal
[2]. Entretanto, o desempenho desses métodos fica bastante
aquém da capacidade-soma do canal, principalmente quando
o número de antenas do transmissor é próximo ao número de
antenas dos usuários combinados, mesmo em alta SNR [3].

Uma alternativa a essas técnicas tradicionais é a pré-
codificação de forçagem a inteiros (IF) [4]–[6]. A estrutura
da técnica de pré-codificação IF é semelhante aos métodos
de pré-codificação linear, no sentido que também é utilizada
uma matriz de pré-codificação. Entretanto, na técnica IF, essa
matriz é utilizada para transformar o canal efetivo em uma
matriz de coeficientes inteiros A, dessa forma generalizando
a pré-codificação linear. Além disso, na pré-codificação IF
os vetores transmitidos são pontos de um reticulado, o que
significa que qualquer combinação linear inteira de pontos
do reticulado também é um ponto de reticulado [7]. Dessa
maneira, cada usuário consegue recuperar essa combinação
linear usando uma decodificação de reticulado. Em conjunto
com a pré-codificação de mensagem, na qual o transmissor
pré-multiplica as mensagens pela matriz inversa de A antes de
codificá-las, cada usuário consegue recuperar sua mensagem
de interesse livre de interferência [6].

Em [6] são propostos dois esquemas de pré-codificação IF,
o primeiro chamado DIF (diagonally-scaled exact IF), que
é análogo ao método ZF, e o segundo chamado de RDIF
(DIF regularizado), que por sua vez, é análogo ao método
RZF. Esses métodos fornecem uma forma de encontrar os
parâmetros ótimos da pré-codificação IF de forma analítica
para K = 2 usuários e alta SNR. Além disso, nesse caso
particular, também é mostrado que esses métodos alcançam
uma taxa-soma muito próxima a capacidade do canal [6].

Nesse artigo, propomos um método para encontrar bons
parâmetros da pré-codificação IF para qualquer K ≥ 2
usuários. O método proposto faz uso de um relaxamento
do problema original para encontrar esses parâmetros com
complexidade O(K3). Resultados de simulação mostram que
o método proposto tem um desempenho muito superior ao ZF
e RZF e, em alguns casos, próximo da capacidade-soma do
canal downlink MIMO [8]–[11].
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II. PRELIMINARES

A. Modelo do Canal

Considere um canal downlink MIMO com um transmissor
com M antenas e K ≤ M usuários receptores com uma
antena cada. Seja wi ∈ Wi a mensagem destinada ao i-ésimo
usuário, i = 1, . . . ,K. O transmissor codifica as mensagens
w1, . . . ,wK em uma matriz X =

[
xT

1 · · · xT
K

]T ∈
RK×n, onde cada vetor xi ∈ Rn satisfaz uma restrição de
potência E[‖xi‖2] ≤ nSNR, e em seguida aplica uma pré-
codificação definida por uma matriz T ∈ RM×K que satisfaz

Tr(TTT) ≤ 1 (1)

a qual é chamada matriz de pré-codificação ou matriz de
beamforming.

Seja Y ∈ RK×n a matriz cuja i-ésima linha, denotada por
yi, é o sinal recebido pelo i-ésimo usuário. O canal pode ser
modelado por

Y = HTX + Z (2)

em que H =
[
hT

1 · · · hT
K

]T ∈ RK×M e hi ∈ RM são
os coeficientes do canal associados ao i-ésimo usuário e Z ∈
RK×n é a matriz de ruído gaussiano, cujas entradas são i.i.d.
de média nula e variância unitária.

O i-ésimo receptor irá inferir, a partir de yi, a mensagem
ŵi ∈ Wi. Dizemos que um erro ocorre se ŵi 6= wi, i =
1, . . . ,K. A taxa-soma do sistema é dada por Rsum = R1 +
· · · + RK , em que Ri = 1

n log2 |Wi|. Uma taxa-soma R é
dita ser alcançável se, para qualquer ε > 0 e para algum n
suficientemente grande, existe um esquema de codificação e
decodificação com probabilidade de erro menor que ε.

A capacidade-soma do canal é o supremo das taxas al-
cançáveis, a qual é dada por [9]–[11]

C = sup
Q:Tr(Q)≤1

log2 det
(
I + SNRHTQH

)
(3)

em que Q ∈ RK×K é uma matriz diagonal com entradas não
negativas.

B. Pré-codificação de Forçagem a Inteiros

A abordagem de forçagem a inteiros faz uso de reticulados.
Um reticulado Λ ⊆ Rn é sub-grupo discreto de Rn [7]. Pode-
se expressar um reticulado como Λ = {x ∈ Rn : x =
uG, u ∈ Zn}, em que G ∈ Rn×n é a matriz geradora. Se
λi ∈ Λ, i = 1, . . . ,K, então a1λ1 + · · ·+aKλK ∈ Λ, em que
a1, . . . , aK ∈ Z.

Seja p um número primo e considere que Wi ⊆ W , em
que W = Zn

p . Seja Λ ⊆ Rn um reticulado e sejam Λi ⊆ Λ,
i = 1, . . . ,K. Além disso, seja ϕ : Λ → W um mapeamento
linear tal que ϕ(Λi) = Wi e seja ϕ̃ : W → Λ uma função
bijetiva tal que ϕ(ϕ̃(Wi)) =Wi.

Seja A =
[
aT

1 · · · aT
K

]T ∈ ZK×K uma matriz de posto
completo, A′ ∈ ZK×K uma matriz tal que AA′ = I mod p
e seja W a matriz cuja i-ésima linha é dada por wi ∈ Wi. O
transmissor calcula [6]

W′ = A′W (4)

e então aplica a função ϕ̃ nas linhas de W′ gerando a matriz
X, em que, agora, as linhas são pontos do reticulado.

O i-ésimo usuário receptor aplica o coeficiente de equaliza-
ção αi ∈ R no vetor yi gerando [6]

yeff,i = αiyi = λi + zeff,i (5)

em que zeff,i é o ruído efetivo e λi = aiX ∈ Λ é um ponto
de reticulado, tal que ϕ(λi) = wi.

Teorema 1: [6], [12], [13] Para p e n suficientemente
grandes existe um esquema de pré-codificação IF que alcança
a seguinte taxa-soma

RIF(H,A,T) =

K∑
i=1

R(hi,ai,T) (6)

em que

R(hi,ai,T) = log+
2

 SNR

ai

(
I− SNR

SNR‖hiT‖2+1
TThT

i hiT
)
aT
i


(7)

são as taxas de cada usuário [14], [15].
Nosso objetivo é maximizar (6) através das escolhas de A e
T.

Note que a pré-codificação IF pode ser vista como uma
generalização de métodos mais tradicionais. Por exemplo, se
escolheremos A = I e T = HT(HHT)−1D, em que D
é uma matriz diagonal, então temos a pré-codificação com
forçagem a zero (ZF, do inglês zero-forcing), já se fizermos
A = I e T = HT( K

SNRI + HHT)−1D então recaímos na
pré-codificação com forçagem a zero regularizada (RZF, do
inglês regularized zero-forcing) [2], [16].

C. Métodos DIF e RDIF

Em [6] são propostos dois métodos para escolher T e
A. O primeiro método, chamado de pré-codificação DIF
(diagonally-scaled exact integer-forcing), escolhe

T = cT0 (8)

T0 = HTMD0A (9)

onde M =
(
HHT

)−1
, D0 é uma matriz diagonal tal que

|detD0| = 1 e c é escolhido para satisfazer (1). A taxa-soma
desse método é limitada inferiormente por

RHI
DIF(H,A,D0) , K log2

(
SNR

Tr(TT
0 T0)

)
. (10)

Embora (10) seja um limitante inferior, mostra-se em [6] que,
em alta SNR, esta taxa é a máxima alcançável por qualquer
esquema de pré-codificação IF. Em [6] é proposto um método
analítico para encontrar os valores de A e D0 que maximizam
(10) no caso especial K = 2.

Embora ótima para alta SNR, a pré-codificação DIF sofre
uma deterioração para valores moderados de SNR. Assim,
um segundo método é proposto em [6], chamado de pré-
codificação RDIF (regularized DIF), o qual apresenta um
melhor desempenho que o DIF para qualquer SNR finita.
A única diferença entre os métodos está na substituição da
matriz M por M =

(
K

SNRI + HHT
)−1

. Em particular, no
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caso especial K = 2, o mesmo método proposto em [6]
permite determinar analiticamente os parâmetros A e D0 que
maximizam o limitante inferior (10).

III. MÉTODO RDIF PARA K ≥ 2

Seguindo a abordagem de [6], nosso objetivo é maximizar
o limitante inferior (10), para qualquer K ≥ 2. Isso equivale
a minimizar Tr(TT

0 T0) em que T0 é dado por (9), com as
restrições de que A ∈ ZK×K tenha posto completo e que
D0 ∈ RK×K seja uma matriz diagonal tal que |detD0| = 1.

Seja D0 = diag(d1, d2, . . . , dK),
[
M
]
ij

= Mij e A =[
aT

1 · · · aT
K

]T
. Podemos escrever

Tr(TT
0 T0) = Tr(ATDT

0 MD0A) (11)

=

K∑
i=1

Mii ‖ai‖2 d2
i +

K∑
i=1

K∑
j=i+1

2Mjiaia
T
j didj . (12)

A. Estrutura de A

Note que em (12) cada termo do primeiro somatório é
sempre positivo, enquanto cada termo do segundo somatório
pode conter valores positivos ou negativos. No melhor caso,
em que esses termos são negativos, queremos escolher A de
modo que a norma euclidiana de cada linha seja minimizada,
enquanto maximizamos o valor absoluto dos produtos interno
entre as linhas.

Se pensarmos em, exclusivamente, minimizar ‖ai‖, então é
fácil perceber que uma escolha ótima seria A = I. Entretanto,
queremos ter alguns graus de liberdade para maximizar os
produtos internos. Assim, propomos escolher A como uma
matriz triangular inferior, isto é,

A =


1 0 · · · 0
a21 1 · · · 0

...
...

. . .
...

aK1 aK2 · · · 1

 . (13)

Note que, esta escolha é uma extensão direta do caso ótimo
para K = 2 [6].

Diferentemente do caso K = 2, uma permutação das linhas
de A pode fazer com que a taxa-soma seja diferente, isto é,

RIF(H,PA,T) 6= RIF(H,A,T)

em que P é uma matriz de permutação. No entanto, é fácil
ver que

RIF(H,PA,T) = RIF(PTH,A,T) (14)

isto é, uma permutação de A pode ser avaliada equivalen-
temente aplicando a permutação inversa em H. Assim, para
o restante do método, consideraremos somente a estrutura
em (13). Note que, com essa estrutura, a restrição de posto
completo já é satisfeita, não sendo mais necessária considera-
la.

B. Problema Relaxado

A otimização de (11) é complexa devido à restrição A ∈
ZK×K . Uma maneira de simplificar o problema é considerar
um relaxamento em que os coeficientes de A possam assumir
qualquer valor em R. Mais precisamente, seja Ã ∈ RK×K

com estrutura dada em (13), seja D̃0 ∈ RK×K uma matriz
diagonal e considere a seguinte função objetivo f(Ã, D̃0) ,
Tr(ÃTD̃T

0 MD̃0Ã). Deseja-se encontrar D̃opt
0 e Ãopt(D̃opt

0 )
tais que

Ãopt(D̃0) = arg min
Ã

f(Ã, D̃0) (15)

D̃opt
0 = arg min

D̃0:|det D̃0|=1

f(Ãopt(D̃0), D̃0) (16)

isto é, podemos dividir o problema em, primeiramente, encon-
trar Ãopt dado por (15) (em função de D̃0), e então encontrar
D̃opt

0 dado por (16) propriamente [17].
Teorema 2: O valor Ã que soluciona (15) é dado por

Ãopt = D̃−1
0 VD̃0. (17)

em que V é uma matriz diagonal inferior com diagonal
unitária tal que M−1 = VC−1VT e C−1 é uma matriz
diagonal.

Demonstração: A derivada da função f em relação a Ã
é dada por ∇f = ∂f

∂Ã
= 2D̃T

0 MD̃0Ã. Note que, como apenas
os coeficientes abaixo da diagonal principal são variáveis, é
necessário que

(∇f)ij = (2D̃T
0 MD̃0Ã)ij = 0 (18)

i = j + 1, . . . ,K e j = 1, . . . ,K − 1. Seja V = D̃0ÃD̃−1
0 ,

podemos reescrever o problema (18) como (MV)ij = 0, i =
j + 1, . . . ,K, j = 1, . . . ,K − 1.

Para encontrar uma solução, considere a decomposição LDL
[18] da matriz M−1, isto é

M−1 = LC−1LT (19)

em que L é uma matriz triangular inferior com diagonal
unitária, e C−1 é uma matriz diagonal. Note que isso significa
que M = L−TCL−1 e portanto ML = L−TC. Como L−T

é uma matriz diagonal superior, temos que (ML)ij = 0, para
i = j+ 1, . . . ,K, j = 1, . . . ,K−1. Portanto escolher V = L
é uma solução para (MV)ij = 0.

Por fim, temos que Ã = D̃−1
0 VD̃0 completando a prova.

Note que as matrizes V e C−1 podem ser calculadas
apenas com o conhecimento dos coeficientes do canal. Além
disso, como Ãopt está em função de D̃0, podemos resolver o
problema (16).

Teorema 3: Considerando a matriz Ãopt encontrada no
Teorema 2, a solução para (16) é dada por

D̃0D̃
T
0 = (detM)1/KC−1 (20)

em que C−1 é uma matriz diagonal obtida da decomposição
LDL de M−1.
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Demonstração: Substituindo o valor de Ã encontrado no
Teorema 2, temos que

f(D̃0) = f(Ãopt, D̃0)

= Tr(D̃TVTMVD̃0)

= Tr(D̃T
0 CD̃0)

=

K∑
i=1

cid̃
2
i

em que ci e d̃i são o i-ésimo elemento da diagonal de C e
D̃0, respectivamente.

Note que a restrição
∣∣∣det D̃0

∣∣∣ =
∣∣∣∏K

i=1 d̃i

∣∣∣ = 1 im-

plica em
∏K

i=1 d̃
2
i = 1 que, por sua vez, implica em∏K

i=1 cid̃
2
i =

∏K
i=1 ci = detC. Além disso, note que

detC = det(VTMV) = detM uma vez que V é uma
matriz triangular inferior com diagonal unitária. Por fim, pela
desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, temos

que 1/K
∑K

i=1 cid̃
2
i ≥

(∏K
i=1 cid̃

2
i

)1/K

= (detM)
1/K , com

igualdade se e somente se cid̃2
i = (detM)

1/K . Assim temos
que d̃2

i = (detM)1/K/ci para i = 1, . . . ,K ou, em notação
matricial, D̃0D̃

T
0 = (detM)

1/K
C−1.

C. Otimização de A

Para a pré-codificação IF, é necessário que A seja uma
matriz com coeficientes inteiros. Portanto, é necessário realizar
uma quantização em Ã. Note que, dado D0, a solução para
Ã encontrada no teorema 2 apresenta um único ponto crítico.
Além disso, como se trata de uma otimização sem restrição,
podemos afirmar que os valores encontrados são, de fato, um
ótimo global. Como a função cresce monotonicamente a partir
do ponto crítico, os valores ótimos dos coeficientes de A estão
ao redor dos valores ótimos dos coeficientes de Ã.

Note que existem (K2−K)/2 coeficientes em Ã, o que nos
daria uma complexidade O(2K

2

) se quisermos testar todas as
quantizações possíveis1. Uma abordagem mais simples, porém
sub-ótima, seria quantizar cada coeficiente para o inteiro mais
próximo, isto é, sejam

[
Ã
]
ij

= ãij e
[
A
]
ij

= aij então

aij = dãijc (21)

i = j + 1, . . . ,K, j = 1, . . . ,K − 1.

D. Otimização de D0

Note que, ao quantizarmos Ã em A, o teorema 3
perde a validade. Além disso, não é mais possível expres-
sar os coeficientes de A em função de D0. Seja d =[
d1 d2 · · · dK

]
. Nesse caso, o problema de otimização

(11) pode ser descrito como

minimize d
(
AAH ◦MT

)
dT (22)

s.t.

∣∣∣∣∣∏
i

di

∣∣∣∣∣ = 1

1Mais precisamente, as quantizações possíveis são aij = dãije ou aij =
bãijc, para i = j + 1, . . . ,K, j = 1, . . . ,K − 1.

em que ◦ representa o produto de Hadamard. Como os
coeficientes de

(
AAH ◦MT

)
podem ser negativos, não existe

garantia que o problema de otimização seja geométrico, e
portanto, possível de converter em um problema de otimização
convexo.

Esse problema de otimização pode ser convertido em um
problema sem restrições o que permite que algoritmos mais
simples de otimização, como o método do gradiente descen-
dente [17], possam ser utilizados para encontrar ótimos locais.
Para isso, é importante indicar um ponto inicial, como por
exemplo, usar os valores de D̃0 calculados na seção anterior.

E. Sumário do Algoritmo

Nessa seção descrevemos um sumário do algoritmo para
encontrar A e D0 com uma complexidade controlada.

Entrada: H e Np (em que Np é o número de permutações
testadas)

1) Crie uma matriz de permutação aleatória P.
2) Calcule M = PT

(
K

SNRI + HHT
)−1

P
3) Calcule a decomposição LDL (19), e então, calcule a

matriz D̃0 com (20).
4) Calcule (17) para encontrar Ã.
5) Utilize (21) em Ã para encontrar A.
6) Utilize algum algoritmo de otimização local em (22)

para encontrar D0, tendo como ponto inicial D̃0.
7) Calcule T0 como (9) e então T como (8).
8) Calcule a taxa-soma (6).
9) Se esta for a maior taxa-soma calculada até então, faça

A∗ = A, T∗ = T e P∗ = P.
10) Repita Np vezes os passos 1-9.

Saída: A = P∗A∗ e T = T∗.

F. Análise de Complexidade

Note que a complexidade do algoritmo é dominada pela
decomposição LDL no passo (3), que pode ser resolvido com
complexidade O(K3).

Note ainda que é interessante escolher um número fixo de
permutações a serem testadas, uma vez que testar todas as
permutações torna-se proibitivo a medida que K aumenta.

IV. RESULTADOS

Nessa seção iremos mostrar alguns resultados da pré-
codificação RDIF em comparação com os métodos tradicionais
de pré-codificação como o ZF e o RZF. Em nossas simulações,
as taxas-somas são obtidas através da média de 1000 realiza-
ções de um canal com coeficientes reais. Em cada realização,
os coeficientes do canal são obtidos aleatoriamente de uma
distribuição gaussiana de média nula e variância unitária. Além
disso, em todos os casos consideramos M = K.

A Fig. 1 mostra o desempenho em um canal K = 8
para valores moderados de SNR. Note que o desempenho do
método RDIF é muito superior ao método RZF, mesmo com
Np = 1. Por exemplo, para uma SNR = 5 dB, a taxa-soma
do método RZF é quase 1 bit/uso de canal menor do que
a taxa-soma do RDIF com Np = 1 e essa diferença cresce
ainda mais conforme a SNR aumenta. Além disso, note que o
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Fig. 1. Taxa-soma para valores moderados de SNR em um canal K = 8.

Número de usuários receptores (K)
2 4 6 8 10 12 14 16

T
ax

a-
so
m
a
(b
it
s/
u
so

d
e
ca
n
al
)

0

5

10

15

20

25

30

35

40

45

Capacidade-soma

Taxa RDIF (Np = 100)

Taxa RDIF (Np = 10)

Taxa RDIF (Np = 1)

Taxa RZF

Tax ZF

Fig. 2. Taxa-soma variando o número de usuários receptores (assim como
o número de antenas no transmissor) considerando SNR = 20 dB.

método RDIF com Np = 10 se aproxima do desempenho da
capacidade-soma. Por exemplo, para SNR = 5 dB, o método
RDIF consegue alcançar 85% da capacidade-soma, e para uma
SNR = 25 dB, consegue alcançar quase 95% da capacidade.

Já a Fig. 2 mostra a taxa-soma para SNR = 20 dB variando
o número de usuários. Note que, a medida que K aumenta há
uma degradação do RDIF em relação a capacidade-soma do
canal. Entretanto, mesmo considerando Np = 1, o desem-
penho do RDIF é muito superior em relação ao método RZF.
Além disso, note que não há uma melhora significativa quando
Np = 100 em relação a Np = 10.

V. CONCLUSÕES

Nesse artigo, propomos uma maneira para encontrar bons
parâmetros para o método RDIF para K ≥ 2. Para isso, uti-
lizamos um relaxamento do problema de otimização original,

o qual pode ser resolvido analiticamente com complexidade
O(K3). Resultados de simulação mostraram que o método
proposto é muito superior aos métodos RZF e ZF nos cenários
simulados. Em particular, para K não muito grande (K ≤ 8),
a taxa do RDIF se mostra significativamente próxima da
capacidade-soma do canal.

Uma limitação do método proposto está no fato que a matriz
de permutação para A é escolhida de forma aleatória, e por-
tanto, pode haver uma degradação para uma única realização
de canal. Uma melhor heurística para escolher a matriz de
permutação sub-ótima poderia solucionar essa limitação.
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