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Modelo Complexo a-p Bivariavel com
Desbalanceamento de Poténcia

Alessandro Paulo de Oliveira, Thiago Alencar Moreira de Bairros e Michel Daoud Yacoub

Resumo— Um modelo geral de desvanecimento para o processo
a-u complexo é proposto. Neste modelo, um parametro de
desbalanceamento ¢ introduzido que leva em conta as poténcias
das componentes em fase e em quadratura, ou, equivalente-
mente, 0 nimero de clusters de multipercurso entre as referi-
das componentes. Uma expressdo exata, fechada e geral para
a funcio densidade de probabilidade conjunta envolvendo as
duas envoltérias e as duas fases correspondentes é obtida. O
modelo proposto pode ser usado para o estudo de sistemas de
comunicagées em que correlacdes de envoltérias e fases possam
afetar o seu desempenho.

Palavras-Chave— Distribuicdo -y, distribuicio conjunta de
fase-envoltéria bivariavel, desbalanceamento de poténcia.

Abstract— A general fading model for the complex «-p process
is proposed. In this model, an unbalance parameter is introduced
that takes into account the power of the in-phase and quadrature
components, or, equivalently, the number of multipath clusters
between the said components. An exact, closed-form and general
expression for the joint probability density function involving
the two envelopes and the two corresponding phases is obtained.
The proposed model can be used for the study of communication
systems in which correlations of envelopes and phases can affect
its performance.

Keywords— o — 1 distribution, bivariate phase-envelope joint
distribution, power imbalance.

I. INTRODUCAO

Em um ambiente de desvanecimento, o ganho e a fase que
caracterizam o canal de comunicagdo sdo tratados de forma
estocdstica em decorréncia dos diversos fendmenos aleatdrios
afetando o meio de propagacdo. Processos como Rayleigh
[1], Hoyt [2], e Rice [3] tém sido largamente utilizados
neste cendrio para o estudo de desempenho de sistemas de
comunicagdes. Mais recentemente, Nakagami-m [4] tem-se
tornado popular pela flexibilidade oferecida e pela facilidade
de tratamento matemdtico. Em particular, este modelo de
desvanecimento propicia uma razodvel aproximacdo aqueles
de Hoyt e Rice com uma menor complexidade algébrica. Além
disso, medidas de campo mostram uma boa aderéncia deste
modelo a dados préaticos. Diferentemente de Rayleigh, Hoyt e
Rice, cujas modelagens contemplam ganho e fase desde a sua
concepcdo, a distribui¢io Nakagami-m é baseada apenas na
envoltéria com formulacio obtida prioritariamente de maneira
empirica. Assim, um universo de possibilidades para modelos
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de fase pode ser explorado. Em [5], partindo de uma proposta
de modelo fisico para a envoltéria Nakagami-m, estatisticas de
ordem superior tais como taxa de cruzamento de nivel, tempo
médio de desvanecimento e derivada da envoltéria foram
obtidos. Outros modelos mais gerais foram propostos com
foco inicialmente em suas envoltdrias e estatisticas de primeira
ordem. Citam-se aqui a-u [6], k- [7] e n-u [7]. O estudo
destes modelos foi entdo aprofundado com a obtencdo de
estatisticas de ordem superior [8], [9]. Trabalhos relacionados
a caracterizacdo do ganho do canal surgiram com o foco
em correlagdo, tempo de coeréncia, distdncia de coeréncia
e banda de coeréncia [10], [11]. Por um longo tempo, as
estatisticas relacionadas a fase para o modelo Nakagami-m
foram consideradas como uniformemente distribuidas, pois
nenhuma informagdo pode ser extraida de seu modelo original
de envoltéria. Um modelo com fase ndo-uniforme foi proposto
em [12] e, posteriormente, expandido para contemplar o des-
balanceamento de poténcia entre as componentes em fase e
em quadratura [13]. Modelos de fase para n-u [14] e k-
[15] apareceram em seguida e foram validados em situacdes
préticas [16], [17]. Os modelos de fase [12] e [13] passaram
a ser utilizados para avaliacdes de desempenho de sistemas
de comunicagdes como, por exemplo, aqueles fazendo uso
de OFDM [18], configuracdes MIMO [19], e outros [17],
[20]-[28]. Em [29], o desempenho da diferenca de fase sobre
a modulacdo BPSK foi investigado. Anélises envolvendo a
diferenca de fase e considerando sinais correlacionados sdo
apresentadas em [30]-[33]. Em [31] determinou-se a distribui-
¢do da diferenca de fase aplicada a canais com desvanecimento
do tipo Rice-lognormal e Nakagami-lognormal e em [32] para
Nakagami-m, onde foram obtidas expressdes para a taxa de
erro de simbolo (SER-Symbol Error Rate) em modulacio
DPSK. Em [33] a fun¢@o densidade de probabilidade (FDP)
da diferenca de fase foi obtida e utilizada para desenvol-
ver expressdes para a SER sobre canais de desvanecimento
Nakagami-m. Em [34] foi proposto um modelo complexo
bivaridvel para canais de desvanecimento Nakagami-m cor-
relacionados, onde além da FDP conjunta de fase e envoltdria
dos sinais desvanecidos, também foram desenvolvidas FDPs
contemplando as componentes em fase e em quadratura. O
objetivo do presente trabalho € estender o modelo apresentado
em [34] para desenvolver uma nova FDP conjunta fase-
envoltéria para dois sinais a-p correlacionados, em que o
desbalanceamento de poténcia entre fase e quadratura ¢ levado
em consideragdo. Pelo que consta aos autores, esta é uma
proposta inédita que abre uma janela de oportunidades para
novas investigacdes relacionadas ao modelo a-p. A Secdo II
descreve alguns conceitos preliminares envolvendo o modelo
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complexo a-u [6]. A Secdo III propde um modelo a partir do
qual se chega a FDP conjunta desejada. A Se¢do IV apresenta
uma nova identidade matematica. A Secdo V mostra alguns
plots da FDP de fase conjunta para valores diferentes dos
parimetros de desvanecimento e de fase. A Secdo VI conclui
o0 artigo.

II. PRELIMINARES

O processo a-p [6] modela o desvanecimento de curto
prazo, em que tanto o agrupamento de clusters de multi-
percursos quanto a ndo linearidade do meio sdo contem-
plados. Em particular, o parimetro p representa o nimero
de clusters de multipercurso (u>0) enquanto que o para-
metro o modela a ndo-linearidade do canal. Outras impor-
tantes distribuicdes, como Weibull e Nakagami-m, podem
ser obtidas através da configuracdo adequada dos parime-
tros o e pu. A envoltéria R do modelo «-p € dada por
Ro=X24Y?2=%"t X245 V2., em que X e Y sdo as
componentes em fase e em quadratura do modelo a-u, Xg; e
Y, sdo varidveis ale(:latérias (VAs) Gaussianas de média nula
e varidncia %:E[QIZ l, onde E[.] corresponde ao operador
Esperanca. A VA complexa a-pu N, a envoltdria R e a fase ©
sdo dadas por N,=X+jY, R=V X? +Y? e ©=arg(N,). Para
o caso em que a=2, R ¢ O reduzem-se ao modelo Nakagami-
m. Do modelo fisico para o processo a-u [6], as seguintes
relagdes sdo obtidas: Ry=R?% e Q=p2, correspondendo, res-
pectivamente, & envoltdria e 2 sua média quadrdtica (F[R%/])
para o modelo Nakagami-m.

De [12], sabe-se que as FDPs das componentes em fase

e em quadratura, para o modelo Nakagami-m, para Z=X e
Z=Y sao obtidas como

m

fz(z) = (%)7 |;(%)

Substituindo-se Q=r“ ¢ m=u em (1), as FDPs das com-
ponentes em fase e em quadratura para o modelo a-u, para
Z=X e Z=Y sio obtidas como

|m71

2
exp (fmé ),foo <z<oo. (1)

I 2

© p—1
fz(z):(f%)2 |;‘(u) exp (—l;i ),—oo<z<oo, ?2)

Como X e Y sdo VA’s independentes, a FDP con-
junta € obtida através do produto das respectivas FDPs

Ix,v(z,y)=Fx(z)fy(y), obtendo-se
fX,Y(m,y) = ( L )u |:py\“* exp (7;1(33 *Y )) )

7o) T(&)2 fox

—o0 < z,y < 00. 3)

A FDP conjunta de fase e de envoltdria é determinada através
da transformacdo de varidveis X =R5%cosO, Y=R>sinO e
fre(r,0)=|J|fxy(z,y). Assim

potr = (1) R oo (0 (),

0<r<oo,—nm<O<m. @

As FDPs marginais sdo calculadas através das relagdes se-

guintes: fr(r)= [ fro(r,0)d0 ¢ fo(0)= [ fro(r, 0)dr.
Sendo assim:

= ()"

1

exp (—u (;)Q) 0<r<oo. (5

T(4)] sin(26)[*~*
20T (4)°
De acordo com [34], para o caso de sinais correlacionados,
a FDP conjunta das componentes em fase, fx, x,(r1,%2)

para Z=X, e em quadratura, fy, y,(y1,¥y2) para Z=Y, para
o modelo Nakagami-m € obtida através da relacdo

fo(0) = ,—m <0< ©)

1(1_m
‘2122‘%m%+1p7g (1-3 )(9192)—%(1-%%)

Jzn2(21,22) = (=Pl (3)
 ox —m((z%)Ql + (Z%)QQ) =+ QWA/Qj[QQ(ZlZQ)
P (1= pr)1Q0
N 2m|z122)/pr coc 2m|2122W
XIT_I (VQIQ2(1_pr)) h(\/9192(1_p7"))7

—00 < 21,22 < 00. (7)

em que p, corresponde ao coeficiente de correlacdo de envol-
toria.

Para que (7) seja compativel com o modelo a-p, substituem-
se 0s parimetros m=/i,, p,=A2, Q1 =r1** e Qu=r5">. Sabe-
se que p,=A2, em que \ é o coeficiente de correlacdo entre
sinais Gaussianos (—1<A<1). Assim, tem-se
f21.25(21,22) = |za] % pe? PAC ) (r1p02) 3 (4 1F)

Z1,Z9\~1,%2) = (1_)\2)11(“72)

X exp (uz«z%)raal + (D)) + 2 M TR T (m))

(1= A2)r 1772

sech Q?MZL?ZQ‘)\ ,
A?) 12722 (1—)2)

— o0 < 21,22 < 0Q.

®)

A Equacdo (8) ¢é utilizada como base para as deducdes
apresentadas na Secao III.

2 A
X Iﬂizfl oy ,U/ZLZ;Z?'
2 1:177’}7(1 -

III. MODELO PROPOSTO

Do modelo proposto em [13], sabe-se que para a envoltéria
Ry seja uma FDP Nakagami-m € necessario que a soma do
ndmero total de clusters de multipercurso m das componentes
em fase (mx) e das componentes em quadratura (my) seja
dado por mx + my = 2m. Também sabe-se que a variancia
das componentes em fase e em quadratura sdo dadas respec-
tivamente por ;}n—xx e 2(:”—‘; e com isto leva-se as seguintes
relagdes: my Qx=mxQy e Qx +Qy=20Q as quais podem ser
vistas em [13]. Substituindo mx=px, my=py, Qx=rx%,
Qy =1y as seguintes relagdes para o modelo a-p sdo obtidas:

px + by =24, )
Py T = PXTY, (10)
X 4y = 27 (11)

A partir destas novas definicdes as componentes em fase e em
quadratura possuem variincias 7% /2p, e 7§ /24,.

Como visto em [13], o préximo passo consiste na inclusio
de p, o denominado de parametro de fase —1<p<1. Para p=0
tém-se fase e quadratura balanceadas (ux =gy ). Com p>0, a
componente em fase domina (ux>py) € p<0 a componente
em quadratura domina (px <gty). Substituindo-se em [13, eq.
4] mx=px, my=py, obtém o pardmetro de fase para o
modelo a-p:

_ px — by

. 12
ux + py (12)
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Ao substituir-se (10) em (12), uma relagdo em funcdo dos
parAmetros rx“ e ry® € obtida, tal que

F% — 7y
= = 13
s (13

De (9)-(12) ou (13), obtém-se

px = (1+p)u, (14)
py = (1—pu, (15)
7x = (14 p)r?, (16)
7y = (1 —p)i®. (17)
Sejam as duas varidveis complexas N, = X; + 11

e Ny = Xs + jY5. Considerando um ndmero idéntico
de clusters para as componentes em fase e também para
as componentes em quadratura e ainda o mesmo parimetro
de desbalanceamento para ambos o0s sinais complexos, as

seguintes relagées podem ser escritas: p X0 =Xy 1Y, =Y, —
o= = PR A A= = e
p1=p2 =D ;

Substltumdo (14)-(17) em (8), obtém-se as FDP

fX17X2('T1vx2)7 para W=Xeo= +, € fY1,Y2(y17y2)’ para
W =Y eo=—, tal que

) e ((1 op)#) (102;;)u+1)\(17(102p)ﬂ)

(1—a2)r (Gepe)

%(1+ (1°2P)H>

T ws (Wi, w2) =

x ((1o p)zrﬁalfzaz)f

X exp (‘#(wgﬁal +winn2) + 2\ T E ('w1w2)>
2u|wiwz | A

(1—)\2)Aa17'2
XI(1o m o o
- <r}21 7?272 (1-

sech a?“'fij‘)‘ ,
)\2) flTTAQT(lfAz)

— 00 < wi, ws < 00.
(18)
Como Xi,Y; e Xs,Y> sdo VAs independentes, entdo

X1, 1,%0,v2 (T1, Y1, T2, Y2) = fx1 0 (01, %2) X fyy, v, (Y1, 92),
isto é

a- p)u

Ix1,v1,X0,v2 (@1, Y1, T2, y2) = \001302\ (B”;Q‘ <1i2)w
(1—2pr (G (dpie)
X (L p)) (1 - pp) T
x ((1+p)2r@trpe2)” 2 (H—(Hp)u)( )2TA1“17’20‘2)_%(1+(172P)”

X exp _N((mg + yz)TAlal + (331 + y%)"%az)
(1 — )\2)7:1(117?2&2

L1 @2
(2/M7“1 27272 (z122 +y1y2)>
X exp

1- )\2)7;1(11,':20@
2ulziz2 | A 2ulziT2| A
XIM71 —a a3 sech S T —
2 r1 2 r9 2 (17)\2) 71 2 ro 2 (17)\2)
2uly1y2|A 2uly1y2|A
XIM_l SR D, sech —a e
2 71 2 ro 2 (1—)\2) 1 2 ro 2 (1—>\2)

— 00 < 21,Y1,T2,Y2 < 00.

Q

(19)
ay ay
Sabeggo—se que X;=Rj? cos@l, Y1=R,*> sin©y,
Xo=R,? cosOq e Yo= R2 sin O, entdo
fR1,01,Rs,05(T1,01,72,02)=fx, vi , x2,v5 (T1, Y1, T2, y2)| ] |
alagRalilRa27l

onde |J|=—""25—2—.

Novamente, utilizando o processo de transformagdo
de varidveis sobre fr,.,.R,0,(r1,01,72,02) com o
objetivo de normalizar a FDP em relagio a 71 e fo,
fPl,el,PQ,ez(m,@hp2792) fR1.01.Ry.0,(T1,01,72,02)|]],
onde Pi=%21, Py —R2 e |J|=r172, obtém-se

ia By _14q I

0110!2)\2_“,01 1+ 1(1+2)p2 1taz(1+5)

4(1 _ )\2)21" <(1+P)H) T ((1_2P)H)
—Q+pp

A= p) T 1 p)

71| sin 61 sin92\<17P 2| cos 01 00592\““’)%

fp1,01,Ps,05(p1,01,p2,602) =

+)u

x ((1+p)p)

—(—p)u
Xx(1-p)~ 2

0‘1 ag
—u(p®t 4 p2 2 # Acos(fy — 0
Xexp( w(pT" +p52 —2py py® Acos(01 2)))

(1- %)

@1

2up,®
x I(1+2p)u71 (

ay
2 2
X sech ( o)

72
52 Al cos 01 cos 02|
( - %)

72
52 Al cos 01 cos 02|
(1 —?)

ST 2up171p272)\|sin01 sin@z)
= (1—=2x2)
o ag
« soch (QMp12 (21 )\|i1;)91 sin 92') 7

0< p1,p2 <oo,—m < 01,02 <. (20)

A FDP conjunta de fase é obtida através dos pro-
cedimentos estatisticos padrdes, i.e. fo,0,(01,02) =
IS T Pr01.P,05 (p1, 61, a2, 02)dprdps.

Infelizmente, ndo é possivel chegar-se a uma formulagdo
fechada como resultado dessa integracdo. Assim, métodos
numéricos sao necessarios.

IV. UMA NOVA IDENTIDADE MATEMATICA

Como mencionado na Se¢do anterior, a FDP conjunta de
fase, s6 pode ser obtida por métodos numéricos. Por outro
lado, a FDP conjunta das envoltérias ¢ amplamente conhecida.

De acordo com [6], a FDP conjunta de envoltdéria normali-

) zada do modelo a-p é dada por

G A+p)—1 2 (14p)-1
P P2

D01 — )N

1 o2
1 + o2 2 T)\

+1
agagpt

fpri,p, (p17p2) =

0< p1,p2 <oco. (21)
Sabe-se que
fri,p(p1,p2) = / fpPL01,P,0,(p1, 01, p2,02)d01d02
—mJ =T (22)
s
Substituindo-se (20), (21) em (22) e w—%, tem-se
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a identidade matematica

At+pp 4 g (lfzp)u +1(1 n

L)X +p)u) 2 (A —p)w) p)

—(+p)p
5 —1

Ii—1(w) = 8urT2T (%) r (%>

x (1 —p) —Ggme ’lw/ / exp(w cos(f1 — 62))

(1+p) (1—p)
X | cos 61 cos 0a| 2pu|sin91sin92| o

X Taap)u 1(w| cos 01 cos 0z2])sech(w| cos 01 cos O2)
At

XTI (1—pu L (w| sin 61 sin B2 |)sech(w]| sin 61 sin O2])d01dO2. (23)
G-pp

A identidade foi comprovada por métodos nimericos para
a extensdo de seus pardmetros.

V. RESULTADOS

As Figuras 1—6 mostram o comportamento da FDP con-
junta da fase para diferentes valores de p e de A. Vale lembrar
que o pardmetro « ndo tem influéncia na fase [6]. (Nos
comentdrios que se seguem, por conveniéncia, chamaremos
de elevacdes as concentracdes de massa de probabilidade.)
Nas Figuras 1 e 2, nota-se que quando p — 1 as elevagdes
tendem a se distribuir no plano (61, 6-) da seguinte maneira:
um grupo de quatro elevagdes em torno de (0,0), quatro
grupos de duas elevagdes em torno de (0,+7) e (£7,0) e
quatro elevacdes em torno de (£, £m). Esse comportamento
demonstra a influéncia predominante da componente em fase.
A medida em que o valor de p aumenta (p — 1) a poténcia do
sinal vai se concentrando na componente em fase (a poténcia
na componente em quadratura tende a zero com o aumento de
p). Observando-se as Figuras 2 e 6, percebe-se que quando
o fator de correlagdo aumenta (A — 1) as elevagdes que
permanecem sdo somente aquelas em que o par de angulos de
localizagido, 01 e 02, sdo iguais em médulo entre si (1011 = 651).
Com relacdo as Figuras 1 e 3, nota-se que quando p — —1 as
elevagoes tendem a se distribuir no plano (61, 62) de maneira
que se tém quatro grupos de quatro elevagdes cada um em que
localizam-se em torno de (+7/2,+m/2). Nessa condi¢do hd
uma influéncia predominante da componente em quadratura e
a poténcia do sinal tende a se concentrar nela (a poténcia da
componente em fase tende a zero com a diminui¢do de p).
Das Figuras 3 e 5 conclui-se que quando o fator de correlacio
aumenta (A — 1) as elevacdes que mantém-se sdo somente
aquelas em que o par de angulos de localizagdo, 61 e 6o,
sdo iguais em moédulo (1611 = 105]) e sinal. Fato semelhante
acontece ao observar-se as Figuras 1 e 4, pois quando o fator
de correlacdo aumenta (A — 1) os dngulos em que localizam-
se os picos de FDP, das elevacdes que permanecem, sdo iguais
em moédulo (1611 = 165]) e sinal. As outras elevacdes tendem a
desaparecer.

VI. CONCLUSOES

Este artigo propds um modelo complexo a-p de dois
processos correlacionados. O parametro de fase introduzido no
modelo em conjunto com a introdugdo do pardmetro o permite
um modelagem mais ampla e proxima da realidade. Ressalte-
se que os resultados aqui apresentados sdo preliminares mas
fundamentais para o avango do entendimento do processo
complexo a-p. Como em [13], este artigo também abre um

0.15
Foni 162010
0.05

Fig. 1.

Fig. 2.

f@//:(lqj,tqz § '...... T

Fig. 3. FDP conjunta de fase parap = —0.7, u =5¢e A = 0.

novo campo de pesquisa para o estudo de desempenho de
sistemas de comunicagdes sem fio em que o comportamento
das envoltérias e fases devem ser levados em consideracdo.
Observe-se que o trabalho proposto em [13] constitui um
caso particular do modelo aqui apresentado. Questdes como a
influéncia da fase com relacio ao desempenho de sistemas
de modulacdo, banda de coeréncia, tempo de coeréncia, e
distancia de coeréncia deverdo ser respondidas em trabalhos
futuros.
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