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Aproximacoes Estatisticas para Somas de Variaveis
Rayleigh Correlacionadas e Aplicacao

Francisco Raimundo Albuquerque Parente e José Candido Silveira Santos Filho

Resumo— Somas de variaveis aleatdrias sao largamente apli-
cadas a sistemas de comunicacdes sem fio, como em esquemas
de combinacido de diversidade. Entretanto, a formulacio exata
para as funcdes estatisticas dessas somas requer um tratamento
matematico complicado, quando nio inviavel, o que tem motivado
a busca por solucoes aproximadas mais simples. Neste trabalho,
sdo propostas aproximacoes estatisticas para somas de variaveis
Rayleigh correlacionadas com pariametros de desvanecimento
arbitrarios. Tendo por base uma técnica recente denominada
casamento de assintotas, as solucdes propostas atingem um
excelente ajuste sob regime de alta relacio sinal-ruido média. A
analise é entdo aplicada ao esquema de combinacdo por ganho
igual, e resultados de simulacao ilustram o bom desempenho atin-
gido.

Palavras-Chave— Analise assintética, canais de desvaneci-
mento, combinacio de diversidade, somas de variaveis aleatorias.

Abstract—Sums of random variables are largely applied to
wireless communications systems, such as in diversity-combining
schemes. However, the exact formulation for the statistical func-
tions of these sums requires a complicated, if not impractical,
mathematical treatment, which has motivated the search for
simpler approximate solutions. This work proposes statistical
approximations for sums of correlated Rayleigh variables with
arbitrary fading parameters. Capitalizing on a recent technique
called asymptotic matching, the proposed solutions achieve an
excellent fit under regime of high average signal-to-noise ratio.
The analysis is then applied to equal-gain combining, and
simulation results illustrate the good performance achieved.

Keywords— Asymptotic analysis, diversity combining, fading
channels, sums of random variables.

I. INTRODUCAO

Somas de varidveis aleatdrias (VAs) aparecem em diversos
cendrios de sistemas de comunicagdes sem fio, a exemplo
de fendmenos de interferéncia e esquemas de combinacdo
de diversidade. Em casos assim, avaliar o desempenho dos
sistemas em termos de métricas como taxa de erro de bit
e probabilidade de interrup¢do requer o conhecimento das
estatisticas de tais somas — fun¢do densidade de probabilidade
(PDF, do inglés probability density function) ou, equivalen-
temente, fun¢do de distribuicdo acumulada (CDF, do inglés
cumulative distribution function). Todavia, em geral a PDF
e a CDF exatas de somas de VAs apresentam formulacdes
de dificil tratamento matemadtico, na forma de integracdes
multidimensionais da PDF conjunta das VAs na soma [1], que
se tornam inviaveis a medida que o nimero de VAs aumenta.
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Nesse contexto, convém obter solucdes aproximadas mais
simples para a PDF e a CDF das referidas somas de VAs
em sistemas de comunicacdo sem fio. Desde as primeiras
propostas de aproximacgado para essas somas [2], pesquisadores
tém apresentado solugdes particulares para diversos cendrios
de desvanecimento. Boa parte dessas solugdes considera somas
de VAs independentes e adota um método tradicional de ajuste,
denominado casamento de momentos [3], [4]. Em [5], foi
introduzido um método novo e promissor de ajuste, denomi-
nado casamento de assintotas, aplicado entdo a somas de VAs
independentes do tipo Nakagami-m. Mais recentemente, foram
propostas aproximagdes para somas de VAs correlacionadas,
0 que se mostra particularmente oportuno em aplicacdes
emergentes com concentracdo massiva de antenas. Em [6],
por exemplo, foram propostas aproximacdes para somas de
VAs correlacionadas do tipo Weibull, e em [7] foram obtidas
expressdes assintdticas para somas de VAs identicamente
correlacionadas do tipo lognormal.

Neste trabalho, sdo propostas aproximagdes simples para so-
mas de VAs do tipo Rayleigh correlacionadas com parametros
de desvanecimento arbitrdrios. Para tanto, emprega-se o
método de ajuste via casamento de assintotas introduzido
em [5]. Nesse método, os pardmetros da distribui¢do aproxi-
mada da soma sdo ajustados de modo a satisfazer a assintota da
distribuicao exata em torno da origem. Isso garante um Gtimo
ajuste na cauda esquerda da distribui¢do ou, equivalentemente,
em regime de alta relac@o sinal-ruido (SNR, do inglés signal-
to-noise ratio) média — um regime primordial para a andlise
de desempenho de sistemas de comunicagdes.

O restante deste trabalho estd organizado da forma se-
guinte. Na Sec¢@o II, formula-se o problema da soma de
envoltdrias correlacionadas. A Secao III apresenta a solucdo
exata para o problema abordado. Em seguida, apresentam-se
as solugdes aproximadas propostas, na Sec¢do IV. A aplicacdo
dessas aproximacdes a um esquema pratico de combinagao de
diversidade, bem como resultados numéricos de simulacdo,
sao discutidos na Secdo V. Por fim, a Secdo VI apresenta as
principais conclusdes acerca do trabalho.

No texto que segue, f.)(-) denota PDF; F{.y(-), CDF; E[],
média estatistica; V[-], varidncia; (-)*, transposi¢do; det(-),
determinante.

II. FORMULA(;AO DO PROBLEMA

Seja R a soma de M envoltérias R; arbitrariamente corre-
lacionadas, ¢ € {1,..., M}, ou seja,

M
R= ZRZ». (1)
=1
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Neste trabalho, consideram-se somas de envoltérias do tipo
Rayleigh, de modo que cada PDF marginal é dada por

fr,(ri) = 2% i >0 )
(r;) = =5 €ex - y i 2 U,
i o? P 202

em que 0; > 0 é um parimetro de escala, com E[R?] = 202. A
fim de se especificar a PDF conjunta (Rayleigh multivaridvel)
de Ri,..., Ry, € apropriado decompor cada VA em termos
de suas componentes em fase e em quadratura:

Ri= /X2 +Y?, 3)

em que X; e Y; sdo VAs gaussianas independentes e identi-
camente distribuidas (iid), de média nula e variancia V[X,] =
VY] = o7 [8]. Note que, de forma geral, (X;,X;), (V;,Y;)
e (X,,Y;) sdo pares de VAs correlacionadas, ¢ # j. Convém
agrupar as componentes X; e Y; em formato vetorial,

Xé[X1~~~XM]TeYé[quYM]T, )

de modo que suas estatisticas marginais e conjuntas podem ser
especificadas pela matriz de covaridncia de X, pela matriz de
covariancia de Y e pela matriz de covaridncia cruzada entre
XeY — KXX £ E[XXT], Kyy £ E[YYT] € KXY £
E[X Y], respectivamente. Essas trés matrizes, por sua vez,
podem ser agrupadas em uma lnica matriz (simétrica e ndo-
singular), definida como

K K
K2 XX Xy | 5
[K§y Kyy ®
Dessa forma, a PDF conjunta Rayleigh multivaridvel pode ser
expressa apenas em fung¢do da matriz K como [8§]

M
[r:
i=1

T X
(2m)M (det(K))2

[ [ exp(—;g(r,(]ﬁ))d(ﬁl---d(bM, ©6)

em que R 2 [Ry---Ry]". 7 2 [ry---ra]” € [0,00)M,
¢ L (p1ou)" € [-mmM, e g(r,¢) é definida em [8,
Eq. (11b)] em termos de K.

O objetivo deste trabalho é propor aproximagdes simples
e precisas para a PDF e a CDF da soma R no cendrio
Rayleigh correlacionado em questdo. Antes, porém, € oportuno
revisitar a formulacdo geral para a solugdo exata do problema,
cuja complexidade inviabiliza, em muitos casos, sua andlise e
implementagdo numérica.

fr(r) =

III. SOLUCAO EXATA

Em se tratando de somas de VAs positivas, como € o caso
de envoltérias, a formulagdo geral para obter a PDF fr(-)
e a CDF FR(-) exatas de R se baseia no uso da integral
de Brennan [1]. Essa abordagem fornece uma expressdo em
forma integral em termos da PDF conjunta fr(-) de R.

Especificamente, por meio de um argumento geométrico, é
possivel mostrar que fr(-) e Fg(-) sdo dadas por [1]

fr(r) = /OT /Or” /;Zﬁ”s r

1
M

th---,RM r—= 27%7”27 cee
1=2

J“M) dry---drpy—1dry
(72)

r =T T’—Z?is Ti T_Z?i2 Ti
o [ [ [
0o Jo 0 0

le,...,RM (7“1,7‘2, . ,T‘M)drl e d’I“Mfld?"M. (7b)

Note que tanto fz(-) quanto Fr(-) sdo expressas em termos
de uma integra¢do multidimensional da PDF conjunta fg(-) =
fRy.... . ma (). Assim, apesar de ser uma formulagdo geral e
exata, a integral de Brennan admite solu¢cdo em forma fechada
apenas para casos muito limitados. Além disso, seu uso em
rotinas de integra¢do numérica se torna invidvel a medida que
cresce o nimero M de VAs na soma (por exemplo, M > 5).

Para contornar essas dificuldades, sdo propostas a seguir
solugdes aproximadas para o problema. Além de simples, tais
solugdes apresentam um excelente desempenho ao garantir que
a distribui¢do aproximada coincida com a exata na regido de
alta SNR média. Essa é uma regido critica quando se analisam
métricas de desempenho fundamentais como taxa de erro de
bit e probabilidade de interrupcio.

IV. SOLUCOES APROXIMADAS PROPOSTAS

Nesta secdlo, sdo propostas aproximacdes estatisticas para
somas de envoltérias Rayleigh correlacionadas. Foram escolhi-
das as distribuicdes (i) Nakagami-m e (ii) - para aproximar
a distribuicao exata da soma. A razdo de (i) € que existe ao
menos um caso em que a VA Nakagami-m representa uma
soma exata de VAs Rayleigh — a soma quadritica de VAs
Rayleigh iid é uma VA Nakagami-m quadratica —, enquanto
que a razdo de (ii) € que a distribuicdo a-p € um caso
generalizado — e de complexidade matemdtica equivalente
a — da distribui¢do Nakagami-m, da qual se espera, portanto,
maior flexibilidade de ajuste sob baixo aumento de custo
analitico. A andlise que segue € realizada em termos da PDF,
da qual a CDF pode ser obtida diretamente.

A. Preliminares

Seja a expans@o em série de Maclaurin da PDF marginal
fr,(+) em (2), dada por

fri(ri) = Z Qi i, ®)
n=0

em que a;, é fungdo de o;, e b;,, € monotonicamente
crescente. A meta aqui é encontrar uma expressao assintotica,
em torno da origem, para a PDF da soma R, cuja expansdo
em série de Maclaurin pode ser expressa por

fr(r)=>anr’". 9)
n=0
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Sabe-se que o termo de menor expoente aor’® governa o
comportamento assintético da PDF da soma em torno da
origem, de forma que

fr(r) ~ agr®, (10)

em que o simbolo ~ denota “assintoticamente igual a”. O
objetivo, portanto, consiste em encontrar expressdes para ag €
by em funcgdo dos dados de entrada do problema, quais sejam
o numero M de VAs na soma e a matriz K definida em (5).

Em particular, considerando-se o cendrio em que a soma R
envolve VAs independentes, a PDF conjunta fr(-) pode ser
expressa simplesmente como o produtério das PDFs margi-
nais [9]. Nesse caso, com uso de (8) e (9), foi mostrado em
[5] (a partir de um esbogo de prova em [10, Proposi¢do 4])
que ag e by sdo dados por

M
H ai’ol—‘ (bi,O + 1)
ap = =L — (11a)
T (M + Z bi70>
1=1
M
bo=(M—1)+Y bio, (11b)
=1

em que a; o € b; o correspondem ao primeiro termo (n = 0)
da expansdo em (8), e I'(:) denota a fungdo gama.

Para o cendrio geral em que a soma R envolve VAs
mutuamente correlacionadas, a anélise € feita a partir da PDF
conjunta Rayleigh multivaridvel fr(-) em (6). Nesse caso,
expandindo-se o integrando de (6) em série de Maclaurin e
preservando-se apenas o primeiro termo, a assintota da PDF
conjunta Rayleigh multivaridvel é obtida como

M M N
fR(r) ~ Y _Tlaer™, (12
" E(detuf))w 13 ’

em que a; o = (det(K))ﬁ e AZA)LO £ 1. A partir de (12),
note que o i-ésimo termo &i,or?‘"o no produtério pode ser
visto como a assintota de uma PDF marginal equivalente,
tal que o produto dos M termos ¢é assintoticamente igual a
PDF conjunta de R. Ou seja, (12) implica que, em torno
da origem, as VAs correlacionadas se comportam como um
conjunto equivalente de VAs independentes. Assim, a assintota
aor® da PDF da soma I? em (10) € dada pela convolugio
das M assintotas di70rfi’° em (12). Este resultado é uma
das principais contribui¢des originais deste trabalho, com
diversas implicag¢Oes préticas. Uma consequéncia direta, por
exemplo, consiste em aplicar (11), obtida no cendrio inde-
pendente, para o caso correlacionado, igualando-se a; o € b; o
aa; e 3i70, respectivamente. Dessa forma, substituindo-se
a0 = (det(K))ﬁ e biop = 1 em (11), obtém-se para o
cendrio correlacionado

1
(det(K))2T(2M)
bp = 2M — 1.

ap = (13a)

(13b)

B. Aproximagcdo Nakagami-m
Na primeira solu¢do proposta, a soma R de envoltérias
Rayleigh correlacionadas é aproximada por uma VA R do tipo
Nakagami-m, cuja PDF ¢ dada por [2]
men r27h—1

fa(r) = W ex

em que Q = E[R? e m = Q?/V[R?] sdo os parimetros
da distribuicdo. O objetivo aqui € encontrar valores para os
parametros 1 e  da PDF Nakagami-m tal que fr(-) seja
uma boa aproximacdo para a PDF fr(-) da soma exata. Em
particular, optou-se por privilegiar a qualidade do ajuste na
cauda esquerda da distribui¢do, em torno da origem. A razio
para isso € que tal regido corresponde ao regime de alta SNR
média do sistema — se, equivalentemente, mantém-se fixo
o nivel de envoltdria e eleva-se a poténcia média —, sendo
portanto mais relevante na pratica que o bojo e a cauda direita
da distribuicdo.

Em vista do exposto, com o intuito de garantir um bom
ajuste em regime de alta SNR média, emprega-se o método de
casamento de assintotas proposto em [5]. Esse método consiste
em ajustar os pardmetros da PDF aproximada fj(-) de forma
que sua assintota na origem, a saber,

(14)

fa(r) ~aort, (15)

seja igual & assintota da PDF exata, dada em (10). Isso é
garantido for¢ando-se

(16a)
(16b)

C~L0 = ag
bo = bg.

Obtém-se, assim, um sistema de duas equacdes e duas
incégnitas. Os termos ag e by sdo dados por (13). Quanto
a dg e by, para o caso Nakagami-m sdo obtidos substituindo-
se a exponencial em (14) por sua representacdo em série de
Maclaurin e, entdo, extraindo-se o primeiro termo da expansao.
Ap6s as devidas simplifica¢des, tem-se que

2~7?L

o m_ (17a)
L(m)Qm

by = 2/ — 1. (17b)

Finalmente, substituindo-se esses resultados em (16) e
resolvendo-se o sistema de equacOes para os parametros de
ajuste m e (2, a solucdo é obtida como

m=M (18a)

2(det(K))2I(2M) n
r'(M) ‘

Q=M l (18b)
C. Aproximagdo o-

A segunda solugd@o proposta consiste em aproximar a soma
exata por uma VA do tipo a-u, cuja PDF € dada por [11]

jr
ex -,
% Q)

em que @ > 0, Q = E[R* e i = Q?/V[R%] sio os
parametros da distribuicdo (note que a distribuicdo a-p se

apfron—t

fR(V") = W (19)
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Fig. 1. PDF da soma para M =2e p=0,5.
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Fig. 2. PDF da soma para M =2e p =0,9.

reduz a Nakagami-m quando & = 2 e i = m). O desenvolvi-
mento € similar ao feito acima para Nakagami-m, exceto que
ha agora trés parametros a serem ajustados: &, [i e Q. Logo,
sd0 necessdrias trés equacdes para que se obtenha a solucdo
do sistema. Esse grau de liberdade adicional da distribuicao
a-p oferece uma maior flexibilidade de ajuste, o que permite
explorar outras técnicas de casamento. Assim, para fornecer a
terceira equagdo de ajuste, propde-se aqui o casamento de um
dado (n-ésimo) momento da soma, ou seja, E[R"] = E[R"].
Para os casos em que existe féormula fechada para a funcio
caracteristica ®(-) de R, E[R"] pode ser obtido por meio
de [9]
1 d"

—_— 2
"™ dw™ (20

E[R"] = r(w)

w=0
Caso contrédrio, E[R"] pode ser estimado numericamente a
partir da PDF conjunta em (6). Em particular, 0 momento de
primeira ordem E[R] mostra-se suficiente para o escopo deste
trabalho, sendo facilmente obtido a partir de (2) como

E[R] = Zai \/ﬁ

ey

E importante frisar que o casamento de assintotas ndo tem
nenhum compromisso em oferecer um bom ajuste no bojo e
na cauda direita da distribuicdo. Essa técnica visa garantir tao

— Exata
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o
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=
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Fig. 3. CDF da soma para M = 2.

somente um ajuste assintdtico preciso na cauda esquerda. Em
contrapartida, o casamento de momentos, embora nio garanta
um bom ajuste na cauda esquerda da distribuicdo, oferece bons
resultados no bojo e na cauda direita. Portanto, o casamento de
momentos constitui um complemento oportuno ao casamento
de assintotas. Em particular, os pardmetros &, i e Q sio
obtidos como solucdo do seguinte sistema de equagdes:

&0 = Qo (22&)
bo = by (22b)
E[R"] = E[R"]. (22¢)

Tém-se, portanto, trés equagdes e trés incognitas. Os termos
ag, bo e E[R"], com n = 1, referentes a soma exata sdo
dados por (13) e (21). E necessario, entdo, determinar ag, bg
e IE[R"} para a distribui¢do «a-p. Substituindo-se a exponencial
em (19) por sua representacdo em série de Maclaurin, de forma
similar a realizada para o caso Nakagami-m, obtém-se, apds

simplificacdes,

A il

o= —HF (23a)
D(f)

bo = afi — 1. (23b)

Por fim, o n-ésimo momento da VA «a-u é dado como [11]

E[Rn] — Qa?ﬁ(d :’—'u)
T ()

Com a substituicdo de (13), (21), (23) e (24) em (22),

obtém-se um sistema de equagdes transcendentais para as

incognitas &, fi e . Apesar de ndo admitir soluciio analitica

em forma fechada, esse sistema de equacgdes pode ser facil-

mente resolvido de forma numérica em pacotes computacio-
nais como Mathematica e Matlab.

(24)

V. APLICAGAO E RESULTADOS NUMERICOS

As aproximagdes propostas neste trabalho podem ser apli-
cadas diretamente ao estudo da técnica de combinagdo por
ganho igual (EGC, do inglés equal-gain combining) operando
com ramos de diversidade correlacionados sob desvanecimento
do tipo Rayleigh. Nesse caso, a envoltdria na saida do EGC
equivale a R/ VM, sendo R a soma de envoltérias (dos ramos)
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Fig. 4. PDF da soma para M =3 e p=0,5.

definida em (1). Por simplicidade, abstraiu-se a normalizacio
por /M nos exemplos ora apresentados. As aproximacdes
propostas sdo confrontadas a solucdo exata avaliada numeri-
camente via (7). Adotam-se o; = 1, Vi, E[X,;Y;] =0, Vi, j, e
E[X;X,] = E[Y;Y;] = p, Vi # j. Note que p é o coeficiente de
correlacdo entre as componentes (pois o; = 1), normalmente
modelado por p = Jy(2wd/N), em que Jo(-) é a fungdo de
Bessel do primeiro tipo de ordem zero, d € a distincia entre
as antenas, e A é o comprimento de onda da portadora.

As Figs. 1 e 2 apresentam a PDF da soma de duas VAs
Rayleigh correlacionadas, para p = 0,5 e p = 0,9, res-
pectivamente, e a Fig. 3 apresenta as CDFs correspondentes.
De forma similar, as Figs. 4, 5 e 6 ilustram a soma de trés
VAs. Estas sdo as principais observagdes: (i) para ambas as
aproximacdes propostas, verifica-se um ajuste excelente na
cauda esquerda da distribuicdo, em virtude do casamento de
assintotas; (ii) a aproximacao - apresenta melhor ajuste que
a aproximacdo Nakagami-m na cauda direita da distribuicdo,
em virtude do casamento de momentos utilizado na primeira;
(iii) de forma geral, o ajuste na cauda direita piora com o
aumento do nimero de VAs na soma.

Note que, apesar de a aproximacao -y Ser superior a
aproximacao Nakagami-m na cauda direita, essa é uma regido
pouco relevante na pratica. A cauda esquerda é muito mais
representativa de um sistema de comunicagdes, por espelhar
o comportamento de métricas como taxa de erro de bit e
probabilidade de interrupcao nas regides de média a alta SNR.
Ocorre que, na cauda esquerda, a aproximacdo Nakagami-m
apresenta uma leve vantagem (veja, por exemplo, a Fig. 6 para
p = 0,9), mostrando-se portanto superior nessa regiao.

VI. CONCLUSOES

Neste trabalho, foram introduzidas aproximacdes estatisticas
simples para somas de VAs Rayleigh arbitrariamente correla-
cionadas. Conforme mostram os resultados de simulagdo, as
solugdes propostas sdo muito precisas na cauda esquerda da
distribuicdo, uma regido primordial para a avaliacdo de de-
sempenho de sistemas de comunicacdo. Em trabalhos futuros,
pretende-se estender a proposta a outros cendrios de desvane-
cimento e outras técnicas de combinacdo de diversidade.

— Exata
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Fig. 5. PDF da soma para M =3 e p=0,9.
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=
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Fig. 6. CDF da soma para M = 3.
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