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Desempenho de Codigos de Bloco em Canais
Markovianos de Estados Finito Ternarios

Igor Moreira e Cecilio Pimentel

Resumo— Este trabalho propde uma técnica enumerativa para
avaliar analiticamente o desempenho de um codigo de bloco
linear em um canal de estados finitos Markoviano ndo binario,
denominado de modelo com apagamento (MA). Sera desenvolvida
uma expressao de recorréncia para o calculo da probabilidade de
uma decodificagdo sem sucesso. A expressao obtida sera estendida
a fim de englobar os casos em que um entrelagamento finito &
incorporado ao sistema de comunicacdes.

Palavras-Chave—canais de estados finitos, desvanecimento
codigos de bloco, entrelagamento, probabilidade de erro.

Abstract— This paper proposes an enumerative technique to
evaluate analytically the performance of a linear block code over
non-binary finite-state Markov channel (FSMC) model, called
model with erasure (MA). It will be developed a recurrence ex-
pression for calculating the probability of unsuccessful decoding.
This derivation will be extended to include the case in which
a finite interleaving is incorporated into the communications
system.

Keywords— finite-state channel, fading, block codes, interleav-
ing, error probability.

I. INTRODUGAO

Um canal de estados finitos Markoviano (FSMC, do inglés
finite-state Markov channel) é um canal discreto que possui
um conjunto finito de estados, com transicdo de estados
descrita por uma cadeia de Markov, a qual tem probabilidades
de transicdo atribuidas de forma independente do tempo.
Canais FSMC tém sido usados para modelar sistemas de
comunicagdes binarios (entrada binaria, saida binaria) [1]-[5].

Em [6] foi proposto um modelo FSMC para modelar canais
com desvanecimento correlacionado no tempo e decisdo suave
(entrada binéria, saida ternéria), denominado de modelo com
apagamento (MA). Desta forma, o decodificador ird rotular
os simbolos recebidos pouco confiaveis por um simbolo de
apagamento, resultando em uma atuacdo mais eficiente do
codigo corretor de erro.

Neste trabalho, analisa-se o desempenho de um cbdigo
de bloco binério, linear, de pardmetros (n, k) e distancia de
Hamming minima d,,;, quando o ruido é modelado como
um canal MA. A técnica enumerativa desenvolvida em [7]
sera generalizada para desenvolver uma formula de recorréncia
para a probabilidade de uma decodificagdo sem sucesso. Esta
férmula sera estendida a fim de englobar também os casos em
que um entrelagamento finito, com nivel de entrelacamento
1,4, & incorporado ao sistema de comunicagdes, sendo possivel
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Fig. 1. Modelo com apagamento para canais com memoria.

a avaliacdo de desempenho do canal discreto com o0 uso de
codigos de bloco para correcdo de erros e apagamentos e
entrelacamento finito. Resultados numéricos ilustram o com-
promisso entre a distdncia minima e o nivel de entrelacamento
para se obter um determinado desempenho.

Il. MODELO COM APAGAMENTO

O canal MA & um FSMC n@o-binario com trés niveis de
quantizacdo. As sequéncias de variaveis aleatérias na entrada
e saida do canal sdo denotadas, respectivamente, por {X 1 }%2
e {Yi}2, onde X € {0,1} e Y}, € {0,1,2}. As distor¢Bes
e interferéncias causadas pelo canal sdo representadas pela
sequéncia de ruido ternaria {Z;}2°,, onde Z; € {0,1,2}. E
dito que ocorreu um erro na recepgao, no k-ésimo intervalo,
se Z, = 2, um apagamento se Z; = 1, ou a recepcdo foi
correta se Z = 0.

A Figura 1 mostra o diagrama de estados do canal MA. Este
consiste de uma cadeia de Markov com dois estados. Quando
a cadeia se encontra no estado O (denominado de estado
bom), a probabilidade de apagamento & £. Quando a cadeia
se encontra no estado 1 (denominado de estado ruim), poderé
ocorrer um erro com probabilidade 8 ou um apagamento com
probabilidade «.. A probabilidade de transi¢do do estado 0 para
0 estado 1 é dada por @), e a probabilidade de transi¢do do
estado 1 para o estado 0 é dada por q.

A probabilidade de ocorrer uma sequéncia de ruido z,, =
(21...2,), de comprimento n, & escrita na forma matricial.
Seja P(zx), zi € {0,1,2}, uma matriz N x N, cujos (z,j)-
ésimo elemento é a probabilidade da cadeia transicionar do
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estado ¢ para o estado j e gerar um digito de ruido z . Escreve-
se P(z,) da seguinte forma:

n
P(z,) =17 (H P(zk)> 1
k=1
onde TIT = [momy...7n_1] € 0 vetor de distribuigdo do
estado inicial, na qual o sobrescrito [.]7" indica a transposta da
matriz, e 1 &€ um vetor coluna com todos os elementos iguais
a um. O canal MA & especificado pelas matrizes P(0), P(1)
e P(2), dadas, respectivamente, por:

[1-QU-8 QU-a-p)
P(O’—[ o(1-¢) (1—q)(1—a—ﬂ)} @)
| A=-Q)¢ Qo
P) = { 3 (1-qa } @
0 Q8
P(2)=[0 (1_(])5]. @)

A matriz de probabilidade de transicdo da cadeia de Markov
é dada por:

P —P(0)+P(1) + P(2) = [ 1-9) @ ]

q (1-q)
O vetor de probabilidade estacionéria dos estados é:

T q Q r
n=mmnl"=| g% of | -

O MA possui cinco parametros (o, B, & q e Q). Este
modelo foi usado em [6] modelar um sistema de comunicagdes
composto por um modulador BPSK, um canal com desvanec-
imento Rayleigh correlacionado no tempo com fungdo
autocorrelacdo com decaimento exponencial, um demodulador
coerente e um quantizador com trés niveis de quantizago.
Esse sistema foi denominado canal discreto com correlagdo
exponencial (CDCE), e é descrito por trés pardmetros: a
relacdo sinal ruido E /Ny, a banda Doppler normalizada B 4T
e 0 passo do quantizador 6. A Tabela I ilustra os pardmetros do
modelo MA que aproxima um CDCE especificado pela tripla
(Es/No, B4T, 6) [6].

A anélise de desempenho de cddigos de blocos em um canal
MA sera realizada na proxima secao.

I1l. ANALISE DE DESEMPENHO

O diagrama de blocos de um sistema codificado é mostrado
na Figura 2. Seja u = (ujug...ux) Uma sequéncia de
k digitos binarios de informacdo que é a entrada de um
codificador de bloco binério, linear, de pardmetros (n,k)
e distancia de Hamming minima d,,;,. A saida do codifi-
cador & uma palavra-codigo binaria v = (viva...v,). OS
efeitos indesejados da propagacdo sdo modelados como uma
sequéncia ternaria de ruidos z = (z122...2,), modelada
estatisticamente pelo MA que, por sua vez, produz a sequéncia
r = (rir2...7,) Na entrada do decodificador. A sequéncia de
ruidos é tal que r; = 2v; + (—1)¥2;, ou seja,

- { Zi, S€ wv; = 0
]l 2—2z;, se v =1.

u_, Codificador |_"y Canal FSMC | ™, Decodificador N

Fig. 2. Sistema de comunicacdes codificado.

Se z; = 1, um apagamento ocorrerd na saida (r; = 1)
independentemente de v;. Um erro ocorrerd quando z; = 2,
ouseja, v, =0er;=2o0uwv; =1c¢€r; =0. A transmissao
serd correta se z; = 0, 0u seja, v; =0er;, =00uv;, =1e
r; = 2. Seja e 0 nimero de erros em r € a a quantidade de
apagamentos em r. Se 2e+a+1 < d,,;n, 0 padrdo de ruidos é
corrigivel pelo codigo, o que implica u = 1. A probabilidade
de uma decodificagdo correta, P(c), & dada por:

P(c)=Pu=10)=P2e+a+1<dnin)

Porém, se 2e + a + 1 > d,,n, duas situacBes podem ocorrer:
falha na decodificagdo, o que ird gerar um apagamento, ou
erro de decodificacdo. Estes dois eventos serdo considerados
como decodificacdo sem sucesso. Assim, a probabilidade de
uma decodificagdo sem sucesso, denominada de PCE, é [8]:

PCE =1- P(c).

Define-se P(m, k,n) como a probabilidade de ocorrerem m
erros e k apagamentos na sequéncia r de comprimento n,
ou seja, P(m,k,n) & igual a probabilidade da sequéncia
z = (z122...2,) ter m posicBes iguais a 2 e k posicdes
iguais a 1. Assim, P(c) & a probabilidade de ocorrerem m
digitos incorretos e k apagamentos, de modo que 2m + k +
1 < d,in, €M uma palavra de comprimento n recebida pelo
decodificador. Entdo

P(ec) = Z Z P(m,k,n)

k=0 m=0

onde 2m+k+1 < d,,;,. Portanto, para que seja possivel anal-
isar o desempenho de um sistema de comunicagdes codificado,
deve-se calcular P(m,k,n). Seja R o corpo dos nlmeros
reais. Define-se R < xg,x1,x2 > COMO 0 conjunto de todas
as somas finitas de produtos ndo comutativos de x¢, z; € o,
com coeficientes tomados de R. Seja ¢,, um conjunto arbitrario
de sequéncias de ruido ternaria de comprimento n. Define-se
uma série geradora para ¢,, da seguinte forma:

ke, = E Lz1lag v+ Tay

2n€Cn

€R<$o,f£1,$2 >

onde ., € {xo, 1,22}, € 0s indeterminantes xo, x; € zo Mar-
cam um digito de ruido igual a 0, 1 ou 2, respectivamente, em
cada sequéncia pertencente a ¢,,. Denota-se ¢** o conjunto
de todas as sequéncias de comprimento n com m erros e k
apagamentos. Entdo, P(m, k,n) = P((™F).

A probabilidade de um conjunto arbitrario de sequéncias de
comprimento n, {,, pode ser expressa na forma [7]:

P(¢,) =TT (AF,)1. (4)
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TABELA |
VALORES DOS PARAMETROS DO MA QUE MODELAM UM CDCE.

Pardmetros do CDCE «a B £ q Q
E;/No=0dB, B;T =0,01,6 = 0,45 | 0,3817 | 0,1001 | 0,051 | 0,0866 | 0,1003
E;/Ny=2dB, B,7=0,01,0=0,35 | 0,3554 | 0,0901 | 0,0701 | 0,1024 | 0,0795
Es;/No=5dB, B4T =0,01,6 =0,25 | 0,3374 | 0,0751 | 0,0351 | 0,1711 | 0,0717
E;/No=8dB, B4T =0,01,6 =0,20 | 0,3247 | 0,0501 | 0,0201 | 0,1915 | 0,0488
E;/Ny =10dB, B4T =0,01,6 =0,15 | 0,4430 | 0,0151 | 0,0151 | 0,2580 | 0,0580

A fim de enumerar o conjunto ¢™F, define-se R[[s,w, z]]
o anel de todas as séries de poténcias com indeterminantes
comutativos s,w e z, e coeficientes tomados de R. Seja
H(s,w, z) uma série geradora definida da seguinte forma:

Z Z ZP m, k,n)s™wk 2" € R[[s, w, ]|
n=0m=0 k=0

em gue s, w e z sdo indeterminantes comutativos que marcam,
respectivamente, a quantidade de erros, a quantidade de apaga-
mentos e 0 comprimento de uma sequéncia de ruido. Define-
se [s™w*z"] um operador tal que [s™w*z"|H (s,w,z) & 0
coeficiente do termo s™w* 2™ na série de poténcias H (s, w, z),
ou seja, P(m,k,n). Assim,

P(m, k,n) = [s"w”2"|H(s,w, z). (5)

Define-se ¢* como o conjunto de todas as sequéncias ternarias
de qualquer comprimento, incluindo a sequéncia vazia, isto &,
¢t =U,—, ¢ A série geradora F- €:

o0

Z(Jto +ay +m) =
=0

Com o objetivo de enumerar a quantidade de erros e apaga-
mentos e o comprimento de cada sequéncia em F¢« e,
considerando-se os indeterminantes s,w e z definidos ante-
riormente, define-se a seguinte série geradora:

(1 = (2(xo + wz1 + sx2))~ (6)

E possivel calcular H (s, w, z) substituindo-se, em (6), x ., por
P(z;) e multiplicando-se a matriz resultante pelo vetor linha
IIT a esquerda e pelo vetor 1 & direita [7]

S’LUZ

FC* = (1 — (J)Q + 21 + .132))_1.

F(xg,x1, 72,8 w,2) = L

H(s,w,z) =TT {I - 2P(0) — zwP(1) — zsP(2)} ' 1. (7)
A partir de (7) encontra-se a seguinte formula de recorréncia:
P(m,k,n) = —c1P(m,k,n—1) — coP(m — 1,k,n—1)

— cP(myk—1,n—1)—cyP(m,k,n—2)
— oPm—1,kn—2)—cgP(m,k—1,n—2)
— Pm-1,k—1,n—2)—cgP(m,k —2,n—2)

(®)

com as seguintes condi¢Bes iniciais:

P(m,k,n) = 0 para m,n,k<0,m+k>n
P(0,0,0) = 1

P0,0,1) = a,-a=Q1l+Q¢—a)+q(l-5-¢)
P(1,0,1) = ¢y, —c2=—2¢°B+QP

P(0,1,1) = ¢3, —c3=Qa+qk,

A série H(s,w,z) & uma razdo de dois polindmios em s, w e
z, escrita na forma

H(s,w,z) =
Cop+C1pz+Capzs+Capzw
1+ciz+cozstezzwtcaz?+cs522s+cgz2w+crz2ws+cgz2w?

—Zn OZm 0 k OP(m,k,n)smwkz" 9)
em que
aa = -Q¢-2+a+B+q+E+Q —qa—qpB
c2 = qgB8-p
3 = qa+Qf—§—«
ca = Qatqa+&f—qgla—qif—Qa—-QEf—a—p
£ -q-Q+QB+QE+Qa+qgB+qs+1
s = B—qB—EB—-QB+qB+ QB
e = a—qa—280a—Qa—EB—qf— Q5+ E+2qaf
+2Qaf + ¢ + QB
et = Ef—qiB— QLB
s = Ca—qfa—Qfa,
Cop = 1
o (Q®—¢*B— o+ QE+29Q — qQ¢
? Q+q
—qQa+¢* —q— Q+ qa — qQp)
Q+q
ey = —WPTaB+aQP
Q+q
A —qo — Q€+ "o+ Q°¢ + qQE + ¢Qa
Q+q

IV. CANAIS COM ENTRALAGCAMENTO

O diagrama de blocos de um sistema codificado com
entrelacamento finito & mostrado na Figura 3. Seja u
(uiug...u;) uma sequéncia de j digitos binarios de
informacdo que é a entrada de um codificador de bloco
binério de pardmetros (n, j) e distdncia de Hamming minima
dmin. A saida do codificador & uma palavra-codigo binéria
v = (v1v2...v,) a qual, apds passar pelo entrelagador com
nivel de entrelagamento 74, € representada por v. Os efeitos in-
desejados da propagacdo sdo modelados como uma sequéncia
ternéria de ruidos z,, = (z; zit1 - .- Zitn—1), de comprimento
n, produzida pelo canal. A sequéncia (F1 T2...Tn)
chega na entrada do desentrelacador, no qual a sequéncia de
ruido em cada linha sera separada de I, posicdes, ou seja,
Z, = (% Zif1--- Zit(n-1)1,)- EM

Zi+n71) = (ZiZiJrId .
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Fig. 3. Sistema de comunicagfes com entrelacamento.

seguida, a sequéncia r entra no decodificador e, finalmente,

obtém-se 01 na saida do sistema. Dada uma sequéncia z,,

especifica, define-se um conjunto X} formado pela insergdo
do conjunto (7, entre cada digito da sequenma Zn, OU Seja,
Xy = A{Ch, 127G, 1214 -+ G124 (11, ) E importante
sallentar que o primeiro conjunto (7,1 foi incluido por con-
veniéncia. Deve ser notado que a probabllldade de ocorréncia
da sequéncia z,, é igual & probabilidade de ocorréncia do
conjunto X!, isto é:

= P(zizi_,_]d .. .Z,L-Jr(n,l)]d) = P(X:L)

P(Z_z Zigl - Zz'-l—n—l)

Define-se uma série geradora para o conjunto ;i
FXJL = quilxzindilfL'ZiJrjd ce FCfd,ler‘r(n—l)Id

onde F(* = (zo + 1 + x22)%~1 & a série geradora do
conjunto Czd 1- A probabilidade da sequéncia z; é dada por:

P(ZiZiJrId e Zi+(n—1)ld) = HT(AFX;)l

n—1
g (H A(J)O +x1 + $2)$zi+k1d> 1

k=0

n—1
= 1’ <H{P(0) +P(1) +
k=0
n—1
g <H PIle(Zi+I€Id)> 1

k=0

P(Q)}Id_lPuwkld)) 1

Em seguida, sera determinada a probabilidade do MA
entrelacado, com nivel de entrelagamento 4, gerar m digitos
errados e k digitos de apagamento em uma palavra recebida de
comprimento n em cada linha do entrelagador, denotada por
Pla(m, k,n). Seja o conjunto X% a unido de todos os con-
juntos X7, no qual a sequéncia z’,, possui m erros e k apaga-
mentos. Portanto, observa-se que Pli(m, k,n) = P(X™F).
Assim, é possivel determinar-se P¢(m,k,n) calculando-se
inicialmente uma expressdo para a série geradora de X% e
utilizando-se a mesma idéia contida em (4), isto é:

Pli(m, k,n) =

7 (AF k)1, (10)

Define-se o conjunto A'* como a unido de todos os con-
juntos X¥ para todas as sequéncias produzidas pelo canal
entrelagado. A série geradora para X é

n
FX;; = (Fc;d_lmo + FC;d—lxl +Fg;d_1x2)

Considerando-se X'* como a unido de todos os conjuntos X’
para todos os valores de n, isto &, X* = [J,—, X%, entdo a

série geradora de X'* é dada por:
n
Fy- = Z (FC;d,1x0+FC?d—1x1 +F<;d71$2)

Z Fx:
n=0
= (1 — (o + 21+ "Eg)ld*lxo

(w0 + @1 + x2)T Ty + (20 + 21 + 22) 7 1))
eER << X0, T1,To >> .

-1

Utilizando os indeterminantes s,w e z para enumerar a
quantidade de erros, apagamentos e o comprimento de cada
sequéncia em Fy«, respectivamente, define-se a seguinte série
geradora:

Fld(x();xl;vasvwvz)

o0 .
. T
= Z 2t (qu_lxo + ’LUF(;d_lxl + SF(;d_le)
=0
= (1 =-z((zo+ 21+ xg)lrlxo +w(zg + 21 + xg)ld’lxl

-1
+ s(xo +x1 + xg)ldflarg)) ER < xg, 1,22 > [[s,w, 2]].

Desta forma, é possivel observar a seguinte relacdo:

Fymi = [s™w" 2" Fla(xg, 21, 20, 5,w,2) € R < To,x1,To > .
. (11)
Portanto, FXm x enumera as sequéncias de erros produzidos

pelo canal entrelagado com m erros, k apagamentos e com-
primento n. Utilizando-se (10) e (11) obtém-se:

Pld(m7 k,n) = P(Xm’k) = HT(AFXM,k)l

= [s™ wkz }HT (AFId(xo,xl,xg,s,w,z)> 1

(7wt I (1 2P~ {P(0) + wP(1) + sP(2)}) 1
— [smwkzn}HT (I _ Pldfl{zp(o) =+ Z’LUP(]_) =+ ZSP(Q)}) - 1.

Usando os mesmos procedimentos da Secdo Ill, é possivel
obter-se uma formula recursiva para P’¢(m, k,n), dada por:

Pli(m, k,n) = by Pla(m, k,n — 1) 4+ bo Ple(m
+b3 Pl (m, k —1,n—1)

+bs Pl (m — 1,k,n — 2) + b P (m,k — 1,n — 2)
+brPla(m — 1,k —1,n — 2) + bg Pl (m, k — 2,n — 2)

(12)

—1,k,n—1)

paran > 2, 0 < m+ k <mn, onde

g — Ig—1
b1=7%(*quQQfqafqﬁgaJquﬂJrQanrQqﬁ
a4+ Q — Q6+ Q3% — 24Q + qQe) — LT LT QP - Qo dl
q+Q
by QB+ (-QaB+aB—¢*B) (1 —q—Q)fa™!
q+Q
b — Qo+ g€
S
q+Q
+(fanfaq2+aq+£Qf§Q2qué)(lquQ)Id_l
q+Q
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(-Q-d*a-¢*8-¢?¢ — Q*B — Q% — Q%€ +2¢Q + g

ba= q+Q
+48+ €+ QB8+ Qo+ Q — g+ ¢* + Q* + *ba + ¢%¢B
q+Q
—QEB — Qéa+ Q2B + Q%¢a + 2qQBE — 2qQa
q+Q
—2qQB + 29Qaf — 2qQE — qB¢ — qaf) (1 — g — Q)fa—!
q+Q
bs — — (gBE+ *B+ QB — ¢*£8 — Q%EB + 2qQB — 2qQ B¢
q+Q
—qB— QB+ QEB) (1 —q—Q)fa?
q+Q
b = (070~ 2060+ Q%0 — 2Q%¢0 + % — %65 ~ Q%P + Q%
q+Q
+2¢Q¢ — 29QEB — 49Qaf + 2gQa — g€ + gBE + ga§
q+Q
—qo+2Q€a — Qo — QEB — QE) (1 — g — Q)la—!
q+Q
by — (2qQBE — qBE — QBE + Q2BE + ¢?BE) (1 — g — Q)T !
q+Q
by — _ (€0t Eaq® +2qQag —gal — Qag) (1 — g~ Q)"
q+Q

com as mesmas condigdes iniciais dadas em (9). E possivel
perceber que fazendo-se I, = 1 em (12), isto &, sem utilizacdo
do entrelacamento, chega-se a (8). Deve ser dito que o
canal entrelacado, que engloba o entrelacador, 0 MA e o
desentrelacador, corresponde a um novo modelo de canal de
estado finito, cuja matriz de transicdo da cadeia de Markov é
P’e [7]. A Figura 4 ilustra a variagdo da PCE em funcdo da

100

1 e
W
10-1 \“ ~
1 o s
1 T
J I+ T
g
FCE 10 ™
10-3 o
10 T T T T T
k3 10 1= 20 25
i,
[ I,=20 - ---- =3 — — Is=1|
Fig. 4. PCE versus d,,;, tendo I; como parametro para o canal MA

que modela um CDCE com parametros Es/No = 5 dB, B4T = 0,01 e
6 = 0,25, com um codigo de bloco de comprimento n = 63.

distdncia minima de um cédigo de bloco de comprimento n =
63, tendo I; como pardmetro, para Es/Ny = 5 dB. Valores
combinados de d.,;, e I; podem ser escolhidos para obter-se
um certo desempenho. E possivel observar, na Figura 5, que
para I > 20 o canal canal se comporta como um canal sem

00100 —

00050 +

FCE

00010

00005 —

T
o 5 10 15 20 25 30 35 40 45
Ia

Fig. 5. PCE versus I; para um MA que modela um CDCE com pardmetros
Es/No = 10 dB, B4T = 0,01 e § = 0,15. Codigo de bloco de
comprimento n = 63 € dyin = 17.

memoria. Em outras palavras, valores de 74 > 20 introduzem
um maior atraso e requerem mais processamento do sistema
sem nenhum ganho consideravel de desempenho. Desta forma,
& possivel avaliar o compromisso entre a distancia minima do
cbdigo e o valor do nivel de entrelagcamento para se obter um
certo desempenho.

V. CONCLUSOES

Neste trabalho, foi desenvolvida uma expressao de
recorréncia para o célculo da probabilidade da decodificacdo
sem sucesso, ou seja, a probabilidade do canal MA gerar
m €erros € k apagamentos numa sequéncia de comprimento
n. Em complemento a essa investigacdo, foi obtida uma
expressao para avaliar o comportamento do canal com o uso
do entrelagamento finito. A metodologia desenvolvida permite
avaliar a perda de desempenho quando utiliza-se nivel de
entrelacamento finito em relacdo ao caso de entrelagamento
ideal, bem como projetar o valor minimo de I, que torna o
canal sem memoria.
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