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Desempenho doAlgoritmo PSO na Estimação ML
de Modelos HMM para Erros em Surtos

N. Maciel, E. Marques e E. Pinto

Resumo— A aplicação do algor itmo PSO na estimação de má-
xima verossimilhança (ML) de modelos HMM para canais com
erros em surtos é investigada neste trabalho. Uma comparação de
desempenho com o algor itmo Baum-Welch (BW) é apresentada,
focada na habili dade dos algor itmos em se aproximar da solução
de máximo global e nos compromissos entre esforço computa-
cional edesempenho em termosdeverossimilhança. Osresultados
numéricos aqui apresentados sugerem que o algor itmo PSO tem
desempenho claramente superior ao algor itmo Baum-Welch.

Palavras-Chave— HMM , Err os em Surto, Baum-Welch, PSO.

Abstract— The application of PSO algor ithm to perform
maxmimum-likelihood (ML) estimation of HMM models of burst
error channels isaddressed in thiswork. A performance compar i-
son with theBaum-Welch (BW) algor ithm ispresented, with focus
on the abili ty to search the global ML solution and the balance
between computational effor t and likelihood performance. The
numerical results here presented suggest that the PSO algor ithm
clear ly outperforms the Baum-Welch algor ithm.
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I . INTRODUÇÃO

A ocorrência de erros em surtos é um problema frequente-
mente observado em sistemas de comunicações sem fio, tais
como os sistemas via satélite e os sistemas que operam na
faixa de HF [1], [2].

A modelagem matemáticadeste fenômenoe o levantamento
e análise de seus parâmetros são os primeiros passos para a
investigação do impacto dos erros em surtos sobre os serviços
de comunicações finais. Modelos com erros independentes e
identicamente distribuídos (IID) são inadequados para erros
em surtos, pois estes possuem grau de correlação [3].

A busca por métodos que possibilit em a obtenção de
modelos precisos e que possam ser gerados rapidamente,
tem aplicação nos ambientes de simulações em laboratório,
gerando rapidez na caracterização destes erros e na avaliação
de seu efeito sobre protocolos de nível superior.

Os modelos matemáticos mais empregadospara representar
processos de erros com memória têm por base o emprego
de cadeias Markov ocultas (HMM, de “Hidden Markov Mo-
dels” ) [2]. Na grande maioria dos casos, estes modelos são
ajustados a dados empíricos ou de simulação através da
estimação de máxima verossimilhança (ML, de “Maximum
Likelihood”) de seus parâmetros, e o algoritmo Baum-Welch
(BW) [4] é frequentemente utili zado para isso. Este algoritmo
iterativo, apesar de garantir um maior valor da função de
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verossimilhança a cada iteração, não é capaz de assegurar
uma solução de máximo global [4]. Além disso, o esforço
computacional despendido aumenta significativamente com o
número de estados da cadeia de Markov, podendo em alguns
casos inviabili zar a sua aplicação.

O estudo de algoritmos mais simples, com menor custo
computacional e que tenham maiores possibili dades de en-
contrar uma solução de máxima verossimilhança global é de
grande interesse nestes casos [5]. Um caminho que tem sido
perseguido em vários trabalhos é a investigação do emprego
de algoritmos de otimização bio-inspirados, e alguns trabalhos
recentes têm destacado as potencialidades do algoritmo PSO
(“Particle Swarm Optimization” ) para esta aplicação [6]–
[9]. Este algoritmo foi desenvolvido em 1995 por Eberhart
e Kennedy [10], tendo por base o comportamento social e o
movimento dinâmico dos insetos, pássaros e peixes, e desde
então tem sido aplicado com sucesso a diferentes problemas
de otimização não-linear [6]–[9], [11], [12].

No que diz respeito ao ajuste dos parâmetros de modelos
HMM, o PSO é encontrado na literatura principalmente em
aplicações ao problema de reconhecimento de voz [7], [13].
Em [7], os autores fazem uma comparação entre o desem-
penho dos algoritmos PSO e Baum-Welch na estimação dos
parâmetros de um modelo HMM usado em reconhecimento
de locutor. Seus resultados mostram que os obtidos com o
algoritmo PSO apresentam maior valor da função de verossi-
milhançaque os parâmetrosestimados pelo algoritmo BW. No
entanto, não é feita em [7] nenhuma avaliação de desempenho
dos algoritmos em relação à quantidade de iterações e aos
valores dos parâmetros do algoritmo PSO utili zados. Além
disso, a comparação realizadanão apresentanenhum indicativo
de esforço computacional.

Neste artigo se procura avaliar se o algoritmo PSO pode
ser também vantajoso para a estimação de modelos de erros
em surtos. Para isso, é feita uma comparação de desempenho,
em termos de verossimilhança, entre os algoritmos PSO e
BW na estimação dos parâmetros do modelo HMM para
modelar canais com erros em surtos. Para isso, simulou-se um
canal Rayleigh e um canal de satélite LEO. Uma análise do
desempenho destes algoritmos com a variação da quantidade
de iterações e dos parâmetros do algoritmo PSO utili zados
também é realizada. Todas as comparações tem como base
um mesmo esforço computacional.

O restante deste texto está organizado como se segue: a
seção II apresenta alguns conceitos básicos sobre modelos
HMM; as seções III e IV descrevem os algoritmos BW e
PSO, respectivamente; a comparação dos algoritmos BW e
PSO é feita na seção V e aseção VI conclui o trabalho.
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II . MODELOS HMM

Os modelosHMM são caracterizadospor sua ordem, proba-
bili dadescondicionaisde transição de estadoseprobabili dades
condicionais de observações [9], [14]. Um modelo HMM de
ordem N é composto pelos estados S = {S1, S2, . . . , SN} e
seus parâmetros são aqui representado por λ = {A, B, Π},
onde:

• A = (aij), 1 ≤ i, j,≤ N é a matriz das probabili dades
condicionais de transição dos estados e aij = P (qt+1 =

Sj |qt = Si) é a probabili dade condicional de que a
cadeia de Markov se encontre no estado Sj, dado que
se encontrava no estado Si imediatamente antes. Os
elementos da matriz A devem satisfazer as condições
abaixo:

0 ≤ aij ≤ 1;

N∑

j=1

aij = 1; 1 ≤ i ≤ N ; (1)

• B = {bi(k)} é a matriz de probabili dades condicionais
de observação e bi(k) = P (Ot = ok|qt = i) é a
probabili dade condicional de que o k-ésimo elemento do
alfabeto de observações tenha sido gerado pelo estado Si.
Os elementos da matriz B devem atender às condições
abaixo:

0 ≤ bi(k) ≤ 1;

m∑

k=1

bi(k) = 1; 0 ≤ i ≤ N ; (2)

• Π = {πi} é o vetor das probabili dades iniciais de cada
estado e πi = P (q1 = i) é a probabili dade inicial do
estado Si. Os elementos do vetor Π devem respeitar as
condições abaixo:

0 ≤ πi ≤ 1;

N∑

i=1

πi = 1; 1 ≤ i ≤ N ; (3)

Para a modelagem de erros em surtos, há apenas duas
observações: “1” e “0” que representam, respectivamente,
presença e ausência de erro num dado bit recebido.

III . ALGORITMO BAUM-WELCH (BW)

O algoritmo Baum-Welch é um procedimento iterativo para
a estimação dos parâmetros λ, no qual, a cada iteração
aumenta-se o valor da função de verossimilhançaP (O|λ) [4].

A cada iteração, o valor atual da trincade parâmetros de λ̂k

é usada para calcular as variáveis progressiva αkt (forward)
e regressiva βkt (backward) representadas nas equações (4)
e (5), respectivamente. Em seguida é estimado λ̂k+1 usando
αkt e βkt. Este procedimento é repetido até que se atinja o
critério de parada desejado, por exemplo o número máximo
de iterações determinado.

αkt(i) = P [O1, O2, . . . , Ot, st = i|λ] (4)

βkt(i) = P [Ot+1, Ot+2, . . . , OT |st = i, λ] (5)

IV. PARTICLE SWARM OPTIMIZATION (PSO)

O PSO é um algoritmo de otimização de funções não-
lineares que tem por base uma teoria sócio-cognitiva muito
simples. Segundo ela, cada indivíduo de uma população é
capaz de estimar a qualidade de sua experiência na busca de
um determinado objetivo. Como os indivíduos são sociais, eles
também possuem conhecimentos sobre como seus vizinhos
se comportam tentando atingir o mesmo objetivo. A proba-
bili dade de que um determinado indivíduo tome uma certa
decisão será então função do seu desempenho no passado e
do desempenho de seus vizinhos.

Cada solução consiste em um conjunto de parâmetros repre-
sentando um ponto num espaço, em geral, multidimensional.
A solução é chamada de “partícula” e o grupo de partículas é
chamado de “enxame”.

Cada partícula i é representada por um vetor de posição
−→xi(t) e tem uma velocidade instantânea−→vi (t) a ela associada.

Além disso, cada partícula guarda a posição −→pi na qual
obteve o melhor valor da função custo. A cada iteração, é
atualizado o valor de−→pg , correspondente àposição dapartícula
que obteve melhor valor para a função custo, e a velocidade
de cada partícula é calculada como se segue:

−→vi (t + 1) = W−→vi (t)

+c1U1(
−→pi (t) −

−→xi(t))

+c2U2(
−→pg(t) −−→xi(t)) (6)

O parâmetro W é chamado peso de inércia. U1 e U2 são
valores uniformemente distribuídos no intervalo [0 1]. Os
parâmetros c1 e c2 ponderam a influência da experiência
própria passada esocial, respectivamente.

A nova posição de cada partícula é dada por (7), onde
α é uma constante que pondera o efeito da velocidade na
atualização da posição.

−→xi(t + 1) = −→xi(t) + α−→vi (t + 1) (7)

As equações (6) e (7), assim como os valores de−→pi e−→pg , são
calculados a cada iteração até que seja atingida uma condição
de parada pré-estabelecida.

Quando o algoritmo PSO é utili zado na estimação dos
parâmetros dos modelos HMM alguns cuidados devem ser
tomados para atender às restrições apresentadas em (1), (2)
e (3). Neste trabalho adotamos a modificação do algoritmo
PSO apresentada em [15], na qual o valor de α é escolhido
de modo que os parâmetros dos modelos HMM atendam às
suas restrições estocásticas.

V. RESULTADOS

A função custo aqui empregadafoi o logaritmo neperiano da
função de verossimilhança (lnP (O|λ)) de um modelo HMM
com número de estados pré-estabelecido. Esta função será
daqui por diante frequentemente denotada por LL (de “log-
likelihood”).

Esta seção apresenta os resultados de avaliação de desem-
penho dos algoritmos BW e PSO, e está dividida em 5 sub-
seções. Na primeira se procura avaliar as potencialidades dos
algoritmosem obter soluções de máxima verossimilhança. Em
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seguida, é feita uma avaliação da relação entre o desempenho
do algoritmo PSO e o número de iterações requerido. Na
subseção V-C compara-seosdesempenhosdosdoisalgoritmos
para um tempo de processamento pré-fixado. Na subseção
seguinte é apresentada uma pequena avaliação do efeito dos
parâmetros do algoritmo PSO sobre o seu desempenho. Em
seguida, é apresentada uma nova comparação de desempenho
dos algoritmos PSO e BW para uma outra aplicação.

A. Potencialidades dos algoritmos na obtenção de soluções
ML

Para ainvestição do desempenho dos algoritmosPSO e BW
na estimação dosparâmetrosdosmodelosHMM utili zadosem
erros em surtos, gerou-se uma sequência de erros de tamanho
106 produzida por um sistema de transmissão QPSK num
canal Rayleigh com espectro Doppler de Jakes e espalhamento
Doppler normalizadofDT = 10−4. Assumiu-se sincronização
perfeita e arazão Eb/N0 na entrada do receptor foi fixada em
20dB.

Estimou-se os parâmetros de modelos HMM com 3 estados
a fim de modelar a sequência de erros gerada. Primeira-
mente, foi utili zado o algoritmo BW com 1300inicializações
aleatórias dos parâmetros, registrando-seo valor de verossimi-
lhança alcançado ao fim de 100iterações. Em seguida repetiu-
se o mesmo tipo de experimento variando-se o número de
iterações e ajustandoa quantidadede inicializações de modoa
manter o tempo deprocessamento inalterado. Especificamente,
o experimento foi repetido com 50 e 30 iterações, sendo
realizadas 2581e 4324inicializações, respectivamente.

Para apresentar os resultados são utili zadas curvas em que
se tem como abscissao percentual das inicializações(denotado
por INI) que levou a valores de logaritmo da função de
verossimilhança superiores à ordenada (denotado por LL).
Curvas deste tipo serão denominadas distribuições de veros-
similhanças ou distribuições de valores de verossimilhanças.
Estas curvas são obtidas após diversas execuções dos algo-
ritmos com inicializações diferentes geradas aleatoriamente
sobre uma mesma amostra.

Percebe-se na Figura 1 o aumento da quantidade de inicia-
lizações que atinge valores mais elevados de LL à medida em
quese aumentao número de iteraçõesdoBW. Nota-se também
que mesmo com 100 iterações a maioria das estimações
usando o algoritmo BW resultou em pequenos valores de
verossimilhança. Este comportamento pode ser atribuído, pelo
menos em parte, à característica bem conhecida do algoritmo
BW, que é ade convergir para uma solução de máximo local.

Em seguida, modelou-se a sequência de erros usando o
algoritmo PSO com 30 partículas e trincas de parâmetros
(W c1 c2) iguais a (0, 2 2, 0 2, 0) e (0, 7 2, 0 2, 0), as
quais foram utili zadas em [7].

A Figura 2 apresenta as distribuições de verossimilhanças
doalgoritmo PSO paravaloresde W=0,2 e W=0,7. Observa-se
que, para as duas escolhas de parâmetros do algoritmo PSO, a
maioria das inicializações levou a valores elevados de verossi-
milhança. Isto pode ser atribuído à característicado algoritmo
PSO de “procurar” soluçõesquerepresentem o máximo global.
Percebe-se também na Figura 2 a influência dos parâmetros
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Fig. 1. Distribuições de verossimilhanças dos modelos HMM estimados
pelo algoritmo BW, com 30 (ITE30), 50 (ITE50) e 100 (ITE100) iterações,
e mesmo tempo de processamento.

do PSO nos valoresde verossimilhança alcançados, tendosido
obtidos melhores valores de verossimilhança com W=0,7 do
que com W=0,2.

Cabe observar também que os percentuais de inicializações
que produziram valores elevados de LL com o algoritmo PSO
são significativamente maiores que os melhores percentuais
produzidospelo algoritmo BW. Por exemplo, com o algoritmo
BW em 100 iterações aproximadamente 66% das inicializa-
ções levaram a valores de LL inferiores a −11000, enquanto
que com o algoritmo PSO e (W c1 c2) = (0, 7 2, 0 2, 0)

apenas 5% das inicializações resultaram em LL no mesmo
intervalo. Por outro lado, aproximadamente 13% e 55% das
inicializações para os algoritmos BW e PSO, respectivamente,
geraram valores de LL superiores a -7000. Estas diferenças
de comportamento podem ser atribuídas, pelo menos parcial-
mente, à maior facili dade do algoritmo PSO em se aproximar
do máximo global da função de verossimilhança eda relativa
facili dade do algoritmo BW ficar “preso” num máximo local.

B. Influência da iteração no desempenho doPSO

Em seguida, avaliou-se a variação dos valores de LL de
acordo com o número de iterações do algoritmo PSO com
trinca de parâmetros (W c1 c2) fixada em (0, 7 2, 0 2, 0).
Especificamente, foram feitas 472 inicializações e testados
os valores de 200, 400, 600, 800 e 1000 iterações. As
distribuições de valores de verossimilhanças são apresentadas
na Figura 3.

Percebe-se nesta figura que com o aumento do número de
iterações, aumenta-se a porcentagem de inicializações com
altosvaloresdeLL. Por exemplo, para200iterações(pior caso
nesta figura), obteve-se pelo menos 32,2% das inicializações
com valor de LL superior a −7000 contra apenas 13% para
as estimações usando oalgoritmo BW.

Os maiores valores alcançados para o logaritmo da função
deverossimilhança com o algoritmo BW foram−6118,−6140
e −6136 para 100, 50 e 30 iterações, respectivamente. Com
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Fig. 2. Distribuições de valores de verossimilhanças dos modelos HMM
estimados pelo algoritmo PSO com 30 partículas, c1 = c2 = 2, 0 e valores
de W iguais a 0, 2 e 0, 7.

apenas 110 iterações do PSO foi possível alcançar um valor
de -6118 para o logaritmo da função de verossimilhança, e
aumentando-se o número de iterações chegou-se a um valor
de −6036.

Nota-se que, além de o algoritmo PSO ter alcançado maior
valor de verossimilhança, a estimação dos parâmetros dos
modelos HMM utili zando este algoritmo se caracteriza por
realizar a “busca” pelo máximo global com menor sensibili -
dade à inicialização. Neste sentido, o algoritmo PSO parece
ser, portanto, uma ferramentamelhor para realizar a estimação
ML do que o algoritmo BW.
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Fig. 3. Distribuições de verossimilhanças do algoritmo PSO com 30
partículas, W = 0, 7 e c1 = c2 = 2, 0 para 200, 400, 600, 800 e 1000
iterações.

C. Desempenho x Esforço computacional

Em seguida foi realizada uma comparação de desempenho
para tempos de processamento pré fixados. Apesar das li -
mitações da avaliação da carga de processamento do tempo

TABELA I

PERCENTUAL DE CASOS EM QUE O PSO PRODUZIU LL MAIOR QUE O BW.

2 minutos de simulação 4 minutos de simulação
I_PSO I_BW % PSO I_PSO I_BW % PSO

10 30 72,9 10 30 70,1
10 50 72,9 10 50 70,1
10 100 75,4 10 100 70,1
20 50 74,2 20 50 70,3
20 100 75,8 20 100 72,9
40 100 72,9 40 100 72,9

TABELA II

PARÂMETROS TESTADOS.

W c1 c2 W c1 c2

0,200 1,400 1,400 0,700 2,000 2,000
0,200 2,000 2,000 0,729 1,494 1,494
0,700 1,200 2,000 1,000 1,200 2,000
0,700 1,400 1,400 1,000 2,000 1,200
0,700 2,000 1,200 1,000 2,000 2,000

de execução de um algoritmo, optou-se por utili zá-la como
uma primeira abordagem para esta questão, tomandotodos os
cuidados possíveis na preparação dos programas de simulação
para evitar distorções na avaliação comparativa entre os algo-
ritmos PSO e BW.

Foram testadas diferentes quantidades de iterações dos
algoritmos PSO (I_PSO) e BW (I_BW). Neste caso, cada
experimento de simulação é composto por x inicializações do
algoritmo BW ey inicializaçõesdoalgoritmo PSO, sendo xey
escolhidos de modoa levar ao mesmo esforço computacional.
A Tabela I mostra os resultados para 2 e 4 minutos de
simulação apresentando os números de iterações utili zados,
assim como o percentual das inicializações em que o PSO
produziu maior valor de verossimilhança do que o algoritmo
BW (% PSO).

Percebe-se nesta tabela que para todas as combinações de
quantidadesde iterações (I_PSO e I_BW ), o algoritmo PSO
produziu maiores valores de verossimilhança, em percentuais
bastante elevados das inicializações, o que evidencia a sua
vantagem sobre o algoritmo BW.

D. Efeito daescolha dos parâmetros no desempenho doPSO

A fim de analisar os valores de verossimilhança com a
mudança das trincas (W c1 c2) e da quantidade de partícu-
las utili zada no algoritmo PSO, realizou-se 970 simulações
utili zando-se as 10 trincas apresentadasna Tabela II , nas quais
foram feitas 44, 33 e 20 inicializações independentes com
30, 60 e 100 partículas, respectivamente, para cada trinca.
Estas quantidades de inicializações foram escolhidas de modo
a manter o tempo de processamento inalterado.

A Tabela III apresenta os cinco melhores valores do lo-
garitmo da função de verossimilhança (LL) alcançados, jun-
tamente com os valores dos parâmetros e as quantidades de
partículas utili zadas para obtê-los.

Nota-se nesta tabela que, neste caso, foram encontrados
valores maiores de LL do que os obtidos com (W c1 c2) =

(0, 7 2, 0 2, 0), utili zado anteriormente.
Destaca-se que para aproximadamente 52% dos casos

obteve-se valores maiores do que -7000 para o logaritmo da
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TABELA III

MELHORES TRINCAS (W, c1, c2) COM AS QUANTIDADES DE PARTÍCULAS

E LL CORRESPONDENTES.

W c1 c2 P LL

1 1.0 1.2 2.0 30 -5861,84
2 1.0 2.0 2.0 60 -5951,23
3 1.0 2.0 1.2 100 -5966,83
4 1.0 2.0 2.0 100 -5975,06
5 0.7 2.0 2.0 30 -6036,80

TABELA IV

PERCENTUAL DE CASOS EM QUE O PSO PRODUZIU LL MAIOR QUE O BW.

2 minutos de simulação 4 minutos de simulação
I_PSO I_BW % PSO I_PSO I_BW % PSO

10 30 76,3 10 30 83,0
10 50 74,7 10 50 79,7
10 100 76,5 10 100 78,9
20 50 78,0 20 50 83,8
20 100 78,7 20 100 82,5
40 100 74,0 40 100 81,9

função deverossimilhança, e em 92% osvaloresdeLL obtidos
foram superiores a -11000.

Esta tabela ilustra a importância de uma escolha criteriosa
da trinca (W c1 c2) a fim de se obter uma melhor estimação
dos parâmetros dos modelos HMM.

E. Aplicação a um Canal de Satélite LEO (Low Earth Orbit)

Nesta subseção é apresentada uma comparação de desem-
penho dos algoritmos PSO e BW, para tempos de processa-
mento pré fixados, na estimação dos parâmetros do modelo
HMM representando um canal de um satélite LEO. Para
isso, gerou-se uma sequência de tamanho 106 produzida pelo
modelo HMM de Fritchmann utili zado para representar um
canal de um satélite LEO com ângulo de elevação igual
a 68◦, apresentado em [16]. Os parâmetros utili zados para
o algoritmo PSO foram: W = 0, 7 e c1 = c2 = 2, 0.
Foram estimados os parâmetros para um modelo HMM com
3 estados.

Esta comparação é feita da mesma maneira como apresen-
tada na subseção V-C. A Tabela IV mostra os resultados para
2 e 4 minutos de simulação apresentando os números de iter-
ações utili zados, assim como o percentual das inicializações
em que o PSO produziu maior valor de verossimilhança do
que o algoritmo BW (%PSO).

Assim como na Tabela I, na Tabela IV também obteve-
se maiores valores de verossimilhançapara o algoritmo PSO,
em percentuais bem mais elevados das inicializações, o que
evidencia mais uma vez avantagem do algoritmo PSO sobre
o algoritmo BW.

VI . CONCLUSÕES

Neste artigo se investigou o desempenho doalgoritmo PSO
na estimação de máxima verossimilhança dos parâmetros de
modelos HMM aplicados a canais com erros em surtos.

Foi realizada uma comparação entre os desempenhos dos
algoritmos PSO e BW na estimação de modelos HMM em

que se constatou que o algoritmo PSO produz resultados de
verossimilhança significativamente melhores do que o algo-
ritmo BW.

Além disso, com os resultados apresentados, ficou ilustrada
a importância da escolha dos parâmetros do algoritmo PSO
para se explorar adequadamenteo seu potencial na otimização
de máxima verossimilhança dos modelos HMM para erros
em surtos. Em trabalhos futuros pretende-se atacar em maior
profundidade esta questão.

Pretende-se também desenvolver algoritmos híbridos de es-
timação ML, nosquaisa técnicaPSO seja usadapara “guiar” a
buscadomáximo global deum algoritmo computacionalmente
simplescom tendência aproduzir soluçõesde máximos locais.
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