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Teoria da Complexidade Aditiva para Transformadas

G. Jerdonimo da Silva Jr. e R. M. Campello de Souza

Resumo— Este artigo introduz a teoria da complexidade adi-
tiva para transformadas, a qual é utilizada para implementar
uma transformada com o menor nimero possivel de adi¢des. As-
pectos relativos a implementacio, tais como o niimero de passos
€ 0 nimero minimo de somadores sio abordados. Uma aplicacio
para minimizar a complexidade aditiva da transformada rapida
de Fourier é apresentada.

Palavras-Chave— Complexidade aditiva, matrizes bielemen-
tares, quantidade de somadores, transformada rapida de Fourier.

Abstract—This article introduces the additive complexity
theory over transforms, which is used to implement a transform
with the minimum number of additions. Aspects related to
the implementation, number of steps and minimum number of
adders are discussed. An application aiming at minimizing the
additive complexity of the fast Fourier transform is presented.

Keywords— Additive complexity, bielemental matrix, number
of adders, fast Fourier transform.

I. INTRODUCAO

UANDO J. W. Cooley e J. W. Tukey apresentaram, em

1965, a transformada répida de Fourier (FFT) [1], houve
um grande avango na drea de processamento digital de sinais,
seguido de uma busca cada vez maior por algoritmos mais
eficientes [2]. Em 1978, S. Winograd apresentou uma nova
FFT baseada num algoritmo de convolucdo ciclica [3] e, pos-
teriormente, publicou um livro sobre complexidade aritmética
[4]. Esses trabalhos estabeleceram uma maneira de contar o
nimero de multiplicacdes e adi¢cdes necessarias para se imple-
mentar um determinado algoritmo; grande parte dos esforcos,
entretanto, se concentrou em minimizar a complexidade multi-
plicativa. Teoremas sobre a complexidade multiplicativa foram
propostos enquanto a complexidade aditiva era obtida a partir
do algoritmo final de forma heuristica [5]-[8].

A motivag¢do que levou a investigacdo relatada neste artigo
foi a perspectiva de se minimizar a complexidade aditiva de um
determinado algoritmo que requer um nimero estabelecido de
multiplicacdes. Para isso, uma nova forma de se contabilizar
a complexidade € introduzida, a qual considera multiplicagdes
triviais independentemente das adi¢des. A originalidade deste
artigo, contudo, se defronta com o problema de se obter
referéncias sobre o assunto.

A complexidade aditiva de um algoritmo ou transformada
¢ o nimero de adi¢des utilizadas pelo mesmo para se obter
o resultado desejado. Por exemplo, considere um algoritmo
somador dado por

X =x0+ 1 + 22 + 73, (D
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em que z, € R, n =0,1,2,3, sdo varidveis de entrada. Em
forma matricial

Zo
T
T2
T3

X=[111 1] 2)

Neste caso, observa-se que a computacdo pode ser feita via
somador de duas entradas de diversas maneiras, como por
exemplo

X = {[(zo + z1) + 2] + 23}, 3)

ou
X = [(zo + 1) + (w2 + 23)]. 4)

Observa-se que, ndo importando a ordem ou arranjo das
adigdes, o nimero de adi¢des para se computar X nao muda
e ¢é dado por

A, = Numeros de elementos — 1. 5

Neste caso, A, = 3 é a complexidade aditiva, entretanto,
existe uma diferenca sutil entre as duas implementagdes.
A implementagdo decorrente de (3) apresenta trés passos,
mas possibilita a implementacdo com apenas um somador,
enquanto que a implementacdo decorrente de (4) possibilita
a computagiio em dois passos, considerando que (zo + x1) e
(z2 + x3) podem ser computados em paralelo, contudo, isto
demanda dois somadores no processador. Considere agora o
seguinte algoritmo com somadores

Yo = wo+x1+ 2+ a3 (6)
y1 = xo+tuws, )
ou, em forma matricial,
Zo
H”:“éé” o | ®)
T3

Neste caso, utilizando a Equagdo (5) para cada variavel,
obtém-se trés adi¢des devido a yg e uma adicao para y, totali-
zando A, = 4. Entretanto, o algoritmo pode ser implementado
por

ag = x9+T3 )
az = T1+ T2 (10)
Yo = a1+a2 (11)
Y1 = ar, (12)
com A, = 3. Logo, observa-se que existem maneiras efi-

cientes de se implementar algoritmos de forma a minimizar
a complexidade aditiva. Além disso considere, por exemplo,
a computacdo de y = = + x, que pode ser efetuada com uma
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adicdo ou com uma multiplicagdo por meio de y = 2z. No
caso da complexidade multiplicativa, existe uma teoria bem
estabelecida que define o que é uma multiplicacdo [4], mas a
literatura ndo se preocupou em estabelecer uma defini¢do para
a adicdo. A proxima se¢do introduz os conceitos bdsicos para
a teoria da complexidade aditiva. Na Se¢do III o problema
de implementar transformacdes racionais € apresentado e
aspectos sobre a complexidade aditiva envolvida no processo
sao discutidos. A Secdo IV apresenta a primeira solucio para
minimizar a complexidade aditiva sobre transformagdes de
uma forma geral, bem como alguns exemplos. As conclusdes
sdo apresentadas na Secdo V.

II. CONCEITOS BASICOS

As definicdes apresentadas a seguir representam um breve
resumo de alguns conceitos da teoria de complexidade multi-
plicativa [4], [6].

Definicdo 1: Todo e qualquer elemento de uma fungdo
aritmética que seja uma entrada ou funcdo de uma entrada
¢ chamado de varidvel ou indeterminado.

Por exemplo, se um algoritmo computa y = 2(z1 + x2), 1
e (1 4+ x2) sdo considerados indeterminados.

Definicdo 2: Considera-se uma multiplicacdo trivial
quando, entre os elementos envolvidos, existe pelo menos um
que pertence ao corpo dos nimeros racionais.

Assim sendo, y = = + z = 2z ndo é considerado
multiplicagdo ou adi¢do, mas uma multiplicacdo trivial.

Definicdo 3: Considera-se uma multiplicagdo quando os
elementos envolvidos sdo dois indeterminados ou um indeter-
minado e um elemento que ndo pertence ao corpo dos nimeros
racionais.

Como exemplo, xix2 € V2xy sdo consideradas
multiplicacdes. Estas s3o as principais definicdes da
teoria da complexidade multiplicativa, que agora deve ser
complementada para formar as bases de uma teoria de
complexidade aditiva.

Definicdo 4: Os indeterminados x; e zo sdo ditos depen-
dentes, se x1 pode ser escrito na forma x7 = gz, ¢ € Q e
sdo ditos independentes, em caso contrario.

Definicdo 5: Considera-se uma adi¢do quando os dois in-
determinados envolvidos na operacdo sdo independentes.

Essas defini¢cdes podem ser consideradas como o postulado
da teoria da complexidade aritmética, que envolve a com-
plexidade aditiva e multiplicativa. Subtracdes sdo consideradas
adigdes, desde que x; — x93 = 1 + (—x2). Estabelecida a
definicdo de adicdo, segue-se o estudo da complexidade aditiva
para transformadas.

III. COMPLEXIDADE ADITIVA EM TRANSFORMADAS

Uma transformada pode ser representada de forma matricial
por

V = Wo, (13)
em que
Vo
Vi
= 7 (14)
Var—1

©0,0 ©0,1 $o,N—1
A ©1,0 ©1,1 PY1,N—-1
U= . ) ) (15)
PM—-1,0 PM-1,1 PM—-1,N-1
e
Vo
U1
v 2 (16)
UN-1

Na condic@o particular em que ¢; ; € Q, isto é, a matriz
de transformacdo W contém apenas elementos racionais, a
transformada ndo contém multiplicacdes. Neste caso, tem-se
apenas multiplicagdes triviais e adi¢des. Sobre essa condicao
é estudada a complexidade aditiva de transformadas.

Teorema 1: Seja ¥ uma matriz racional, sem linhas nulas,
com M linhas, N colunas e com Z elementos nulos. Se Ca (¥)
denota a complexidade aditiva de se computar

V = W, 17)
através do método direto, entdo,
Ca(l)=M(N-1)-Z. (18)

Demonstragdo: Utilizando a Equagdo (5) para a linha ¢,
tem-se

AizN—l—Zi, (19)

em que z; € o nimero de elementos nulos na linha i. Assim

M
CA(®) =) (N —1-2z), (20)
=1
M
CA(¥) = M(N 1) = "z, @)
i=1

e, desde que Zf‘il z; = Z, o teorema esta demonstrado. MW

Teorema 2: Sejam V¥, e W, matrizes racionais. Se
Ca(¥,V;) denota a complexidade aditiva de se computar
a transformacdo racional V = Yoy, ¥ = U, U, através de
vp = Vv e V =V, entdo

Ca(T,T;) = Ca(T,) + Ca(Ty). (22)
Demonstragdo: Por defini¢do, Ca (¥, ¥};) é a complexi-
dade aditiva de se computar

V= \I/a\Ilbv. (23)

Denotando

Vi, £ Wy, (24)

o qual é computado com Ca(¥;) adi¢des, entdo pode-se
computar V' por

V=9,V, (25)
com Cu(¥,) adigdes, totalizando Ca(¥,) + Ca(P}) adicdes.
||

De forma geral, deseja-se obter a menor complexidade
aditiva para implementar o produto Wv. Pode-se entdo utilizar
(18) diretamente ou fatorar a matriz na forma

R
\1/:11\14,

(26)
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e entdo cascatear as implementa¢des dos W, e obter a com-
plexidade através de

R R

CA(H \I}r) = ZCA(\IJT>

r=1 r=1

27

Na secd@o a seguir, essas relacdes sdo utilizadas para derivar
um método de minimizacdo da complexidade aditiva em
transformacdes racionais e transformadas nao racionais.

IV. IMPLEMENTACOES COM COMPLEXIDADE ADITIVA
MINIMA

Para implementar transformacdes racionais de maneira efi-
ciente, no que diz respeito a complexidade aditiva, vamos
definir um tipo simples de matriz, na qual estruturas e transfor-
madas mais complexas podem ser obtidas por cascateamento
das mesmas.

Definicdo 6: Define-se como matriz bielementar uma ma-
triz, com elementos racionais, em que cada uma das suas linhas
deve ter no maximo dois elementos nao nulos; além disso,
as linhas com dois elementos ndo nulos, consideradas como
vetores no R, devem apresentar diregdes distintas.

Toda matriz racional ¥ pode ser fatorada na forma

U =9,9 (28)

em que a matriz ® ¢ bielementar. Essa fatoracdo obviamente
ndo € unica. Uma maneira possivel de se obter uma fatoracao
dessa forma € escolher pares de colunas de V¥ e, para cada
par, escolher vetores em direcdes distintas que completem
todas as dire¢des contidas no par de colunas de ¥. Com
este procedimento, a matriz ® é bielementar. Escolhendo-se
a matriz bielementar ®, a matriz ¥; pode ser obtida, desde
que cada linha ¢ de ¥ ¢é dada por
m

T _ T
v; —g Ci,jUj s

j=1

(29)

em que c; ; sdo os coeficientes da linha ¢ e coluna j de ¥,

e ujT ¢ a linha j de ®. Considerando essa decomposicido das
linhas de ¥ num determinado par de colunas especifico, t€ém-

se que
J2
AT _ T
;= E CijUj 5 30)
J=i1
em que 9 é o vetor v} com zeros nas posi¢des nio referentes

ao par de colunas especifico. Desde que todas as dire¢des estdo
contidas em ®, o elemento ¢; ; pode ser obtido por

C'L,j = { 87

para j = j1,...,J2. Fazendo-se isso para todos os pares, é
possivel obter a matriz U;.

Exemplo 1: Fatorar a matriz de Hadamard de ordem quatro
na forma W, ®. Essa matriz é dada por

1 1 1 1
1 -1 1 -1
1 1 -1 -1
1 -1 -1 1

ST _ 0T
se U; = qu;,

7 a3n
caso contrario,

Hy =

Escolhendo como pares de colunas, (1,2) e (3,4), pode-se
escolher a matriz ® por

11 0 O
1 -1 0 O

¢ = 0 0 1 1 ’
0 0 1 -1

e com isso, a matriz ¥, é computada por (31) ou, por simples
observagao,

10 1 0
01 0 -1
i=149 ¢ 1 o
01 0 1

Observa-se que a implementagdo da transformacgdo V = Hyv,
pela forma direta (18), tem complexidade aditiva dada por

Ca(Hy) =12,

enquanto que esta implementacdo da forma V = W¥;dv
apresenta

Ca(T19) =38,

de modo que a dltima implementacdo € mais eficiente que a
primeira.

Outra vantagem de se utilizar a fatoracdo em matrizes
bielementares € que a implementagdo, o nimero de passos
e a quantidade minima de somadores podem ser derivadas a
partir da mesma. O nimero de passos é dado pelo nimero de
matrizes da fatoragdo, neste caso dois. A quantidade minima
de somadores é dada pelo nimero de adi¢cdes da matriz
da fatoracdo que apresenta maior nimero de adicGes, neste
caso quatro. A implementacdo pode ser facilmente obtida das
matrizes ® e Wy; a Figura 1 mostra a implementacdo da
transformada de Hadamard de ordem 4 utilizando a fatoracio
em matrizes bielementares.

@ ¥

-1

Fig. 1. Implementagdo da transformada de Hadamard de ordem 4 utilizando
a fatoracdo em matrizes bielementares

Proposigdo 1: Um método para minimizar a complexidade
aditiva da transformacdo racional V = W, fatorando ¥ em
matrizes bielementares:

o Escolher a fatoracio ¥ = ¥;® que maximize
Go = Ca(¥) — Ca(¥19), (32)

para Gy > 0;



XXIX SIMPOSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICACOES - SBrT’11, 02-05 DE OUTUBRO DE 2011, CURITIBA, PR

« Repetir o item anterior para fatorar ¥; = U, 1 P, até que
0 maximo valor de G;, obtido por

Gi = Ca(¥;) — Ca(¥it1Ds), (33)
seja igual a zero;
o Implementar ¥ através de
UV=v,0, 1...0,P,0. (34)

Sobre esta fatoragdo, se ndo existe Gg > 0 que satisfaca o
primeiro passo, diz-se entdo que ¥ € irredutivel. A varidvel
G, pode ser vista como o ganho em complexidade aditiva
(o nimero de adi¢des economizadas) por se implementar ¥;
através de U, 1P,. Se ¥,, é bielementar, pode-se dizer que
o numero de passos do algoritmo é dado por

Numeros de passos =m + 1, 35)

e o nimero minimo de somadores necessarios para imple-
. . A
mentar o algoritmo em m + 1 passos, definindo &y = ¢ e
A <
®,, = V,,, é dado por

Nidmero de somadores = max(Ca (®;)). (36)

Teorema 3: Seja ¥ uma matriz racional a qual foi fatorada
em matrizes bielementares, pela Equacdo (34), utilizando a
Proposicdo 1. Entdo, a complexidade aditiva da fatoragdo é
dada por

m—1
Ca(Um @y ... 210) =Ca(¥) = > Gi. (37

i=0

Demonstracdo: Pode-se escrever, utilizando (22) em
(33), que

CA(Wm(I)m—l) =

CA(\IJm—l) - Gm—l (38)

Ca(®Pm—2) = Ca(¥m—2) —Ca(¥p1) —Gm—2 39)
CA(q)mfii) = CA(\IJmfd) - CA(\IJm72) - Gm73 (40)
CA(<I)1) = CA(\Ifl) — CA(\I’Q) -Gy 41
Ca(®) = Ca(¥) — Ca(¥1) — Go. (42)

Somando-se membro a membro estas expressdes resulta, no
primeiro membro, a complexidade aditiva da fatoracdo. No se-
gundo membro, todas os termos Ca (U;) se cancelam, restando
apenas Ca () menos o somatério de G;. [ |

Isso justifica que a melhor implementagdo para V = v,
dado que ¥ contém elementos racionais, ¢ obtida através
da Proposicdo 1. Entretanto, quando a matriz ¥ torna-se
suficientemente grande, o problema de maximizar G; pode-
se tornar invidvel. Esse problema se resume em escolher os
melhores pares de colunas para .

Exemplo 2: Fatorar a matriz

00 1 1 0
01 0 0 1
10 0 0 0

v=|01 0 0 -1],
00 -1 1 0
01 -1 -1 1
001 1 -1 -1

como produto de matrizes bielementares. O primeiro passo
seria escolher os pares de colunas para efetuar a primeira
fatoracdo, ¥ = W¥;®. Observa-se que os zeros das colunas
2 e 5 sdo bem correlacionados, assim como os das colunas
3 e 4. Uma boa correlacdo de zeros € um indicativo de que
estas colunas sdo uma boa escolha para a fatoragdo. Assim,
os pares de colunas escolhidos sdo (2,5) e (3,4), a coluna 1
fica isolada. Escolhe-se entdo

010 0 1
010 0 -1
=001 1 o0 |,
001 -1 0
100 0 0

e computa-se ¥, através de (31) ou por simples observagao,
0 que resulta em

(00 1 0 0]
10 0 0 0
00 0 0 1
=01 0 0 0
00 0 -1 0
10 -1 0 0
(001 0 1 0]

Desde que ¥, é bielementar a fatoracdo estd concluida.
Exemplo 3: Fatorar a matriz

1 1 1 0
U= —
0o -1 1 -1

L 2

como produto de matrizes bielementares. Neste caso, inde-
pendente dos pares de colunas escolhidos, obtém-se sempre 3
vetores bidimensionais com dire¢des diferentes. Escolhendo-
se

110 O
1 0 0 O
01 0 O

® = 001 1 ’
0 01 -1
0 01 O

existem varias solugdes para Wy; escolhe-se a solugdo (31), a
mais apropriada, ou seja,

1 0 0 001
¥=|0 -3 0 100
00 -3 010

2
Observa-se que Gy = 0, entretanto a matriz ainda pode ser
fatorada em matrizes bielementares.

Na maioria das transformacgdes praticas, as matrizes
de transformacdes ndo sdo racionais; neste caso, uma
implementagdo ideal preocupa-se em minimizar o nimero
de multiplicacdes da transformacg@o. Neste contexto, existem
algoritmos que implementam uma transformacdo qualquer ¥
através da fatoragdo

U = CBA, (43)

em que C' e A sdo matrizes com elementos racionais e a matriz
B € uma matriz diagonal [5]. Essa fatoracdo é feita de modo a
minimizar o nimero de multiplica¢des, entretanto, A e C' sdo
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transformacdes racionais. Portanto, para minimizar o nimero
de adigdes sobre esses algoritmos, utiliza-se a Proposicdo 1
para fatorar as matrizes A e C' em matrizes bielementares.
Exemplo 4: Considere a matriz W = CBA da transfor-
mada ripida de Fourier (FFT) para N = 3, fatorada pelo
algoritmo de decomposi¢do do nicleo em bases ciclotdmicas

(81,

1 0 1 0 O 1 1 1
wW=1|01 01 0 1 -1 -3,
01 —j 00 7 0 1 -1
em que 2 = —sen(27/3). Iniciando pela matriz A, a qual

pode ser fatorada, e escolhendo-se o par de colunas (2,3),
tem-se

1 01 01 1
A=| -3 0 1 01 —-11,
0 10 1 0 0
isto é§, A = A;P. A matriz C, apés separada em parte

real e parte imagindria, ndo contém adi¢des. Portanto, a
implementagdo da FFT através de

V= CBAl(D’U,

contém 1 multiplicagdo, 1 multiplicacdo trivial e 4 adicdes.
Para comparagdo, a FFT de Winograd implementa o mesmo
algoritmo com 2 multiplicagdes e 4 adigdes.

Exemplo 5: Existe uma FFT otimizada, em relacdo a com-
plexidade multiplicativa, para N = 5, que faz uso da fatorag@o
W = CBA, com apenas quatro multiplicacdes. Para determi-
nar a complexidade aditiva desse algoritmo, dado que A é
racional, B € diagonal e C' é racional complexa, basta avaliar
a complexidade aditiva de A e das partes real e imagindria de
C. A matriz A é dada por

(000 1 1 0]
01 0 0 1
10 0 0 0
A=|l0 1 0 0 -1|,
00 -1 1 0
01 -1 -1 1
01 1 -1 -1 |

a qual ja foi fatorada no Exemplo 2 e contém 6 adicdes. A
parte real da matriz C' é dada por

1 1 1 0
-3 0 1 1
C,=1| 0 —% 1 -1,
0 -5 1 -1
-3 0 1 1
a qual pode ser expressa por
1 0 0
010
C.=10 0 1|V,
0 01
010

em que a matriz ¥ € a matriz do Exemplo 3 e, portanto,
apresenta 6 adicdes. A parte imagindria da matriz C' € dada

por
0o 0 0
1 0 1
C;= 0 1 1 ,
0o -1 -1
-1 0 -1
a qual pode ser decomposta em
0 0
1 0
a0 B[]
0 -1
-1 0

com complexidade aditiva igual a 2. Portanto, a complexidade
aditiva da FFT otimizada de comprimento cinco € 14. Para
comparac¢do, a FFT de Winograd implementa o algoritmo com
5 multiplicagdes e 13 adicdes.

V. CONCLUSOES

Uma nova teoria sobre a complexidade aditiva foi introdu-
zida com o objetivo de implementar transformadas com o me-
nor nimero de multiplicacdes e adi¢des possivel. Um método
para minimizar a complexidade aditiva, baseado na fatoracao
em matrizes bielementares, foi introduzido e aplicado em
transformacdes lineares. Exemplos da aplicacdo deste método
foram apresentados, em que obtém-se ganhos de complexidade
aditiva quando comparado com o método direto. Além disso,
para transformacdes que contém apenas os elementos O, 1 e
—1, com N colunas, a complexidade aditiva se reduz para
Nlogy N, como no caso das transformadas de Hadamard.
Exemplos da implementagdo de algoritmos FFT com com-
plexidade aditiva minima também foram apresentados.
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