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Transformada Rapida de Fourier Otimizada

G. Jer6nimo da Silva Jr. e R. M. Campello de Souza

Resumo— Este artigo introduz o teorema da complexidade
multiplicativa para transformadas e o aplica, em conjunto com
a teoria de bases ciclotomicas, para construir a transformada
rapida de Fourier (FFT) otimizada, isto ¢, aquela que apresenta
complexidade multiplicativa minima. O algoritmo também pode
ser utilizado para computar um conjunto qualquer de compo-
nentes de forma otimizada.

Palavras-Chave— Transformada Rapida de Fourier, bases ci-
clotomicas, matriz postunitaria, complexidade multiplicativa.

Abstract— This paper introduces the multiplicative complexity
theorem for transforms and applies it, jointly with the cyclotomic
basis theory, to construct an optimized fast Fourier transform
implementation, i. e, an FFT with minimum multiplicative
complexity. The algorithm can also be used to compute any set
of components in an optimum way.

Keywords— Fast Fourier transform, cyclotomic basis, rank-one
matrix, multiplicative complexity.

I. INTRODUCAO

CORREU um grande avango na 4rea de processamento

digital de sinais quando J. W. Cooley e J. W. Tukey
apresentaram, em 1965, a transformada rdpida de fourier
(FFT)[1], um algoritmo capaz de computar a transformada
discreta de Fourier (DFT) com uma complexidade aritmética
menor em relacdo ao método direto. Em 1978, S. Winograd
publica o algoritmo que hoje é conhecido como a FFT de
Winograd [2], além de publicar diversos trabalhos sobre a
complexidade multiplicativa [3]. Este trabalho se destaca por
apresentar uma complexidade ainda menor que a FFT de
Cooley-Tukey. Em 1988, M. T. Heideman publica um trabalho
sobre a complexidade multiplicativa na computagdo da DFT
[4], e mostra que as complexidades minimas para os com-
primentos N = 3,5,7,9, 10 estavam abaixo da complexidade
multiplicativa da mais eficiente FFT existente na época, a FFT
de Winograd. Até recentemente, nio tinha sido apresentado
um tnico algoritmo com complexidade multiplicativa inferior
a esta FFT. Somente em 2010, G. J. da Silva Jr. e R. M. Cam-
pello de Souza publicaram a primeira FFT de comprimento 3
que atinge a complexidade multiplicativa minima estabelecida
por Heideman. O artigo se baseia numa decomposi¢cdo para o
nicleo da transformada de Fourier denominada decomposi¢cdo
em bases ciclotomicas [5], a qual é utilizada neste artigo
para obter um algoritmo FFT otimizado que atinge a com-
plexidade multiplicativa minima de Heideman para qualquer
comprimento; além disso, o algoritmo apresentado neste artigo
pode computar qualquer conjunto de componentes de forma
otimizada.

G. J. da Silva Jr. e R. M. Campello de Souza, Grupo de Processamento
de Sinais, Departamento de Eletronica e Sistemas, Universidade Federal de
Pernambuco, Recife, PE, E-mails: gilsonjr@ gmail.com, ricardo@ufpe.br. Este
trabalho foi parcialmente financiado pelo CNPq (140304/2009-6).

A transformada discreta de Fourier de uma sequéncia (v,,),
n=0,1,...,N —1, é asequéncia (V4), k=0,1,...,N—1,
em que

N-1
Vi= > v, Wi, M
n=0

A 2
em que Wy = e~9% ¢ um elemento de ordem N sobre C e
LA .
7 = +/—1. Definindo-se os vetores

A T
V= [ Vo Vl VN—l ] ) (2)
T
v = [ Vo U1 UN-1 ] ) 3)
e a matriz de transformacao
1 1 1
N Wit
we L . . @
i WJ]V;[_l W](VN—i)(N—U

pode-se entdo representar a transformada discreta de Fourier
pela equacdo matricial

V= Wo. (5)

E possivel decompor o nucleo da transformada em bases
ciclotdbmicas, isto é

L
Wr =" arivi, ©6)

i=1
em que agp; € Qe vy, 1 =1,2,...,L, é a base ciclotdmica

[5]. Com isso, a equacdo matricial (5) torna-se

L
V = Z’yiAﬂj, (7)
=1

em que a componente da linha k e coluna [ da matriz A; é
o coeficiente racional da componente ~; em W' E possivel
demonstrar que o nimero de multiplicacdes reais, M,, para
se computar ; A;v € igual ao posto de A; [5].

II. TEOREMA DA COMPLEXIDADE MULTIPLICATIVA PARA
TRANSFORMADAS

Toda matriz pode ser decomposta em matrizes de posto
unitdrio (matrizes postunitdrias) [6]. Considere agora uma
decomposicido 6tima para as matrizes A; em matrizes pos-
tunitdrias, isto é, A; sendo escrito na forma

M,
A; :ZCinj, ®)
=1
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parai = 1,2,..., L, em que K; denota matrizes postunitdrias,
e nao podendo ser escrita por nenhuma outra combinacao li-
near de um conjunto de matrizes postunitdrias de cardinalidade
menor que M,. Com isto, a Equacdo (7) torna-se

L M,
V= Z%‘Z%‘Kﬂh 9)
i=1  j=1
M, L
V=Y Kjv) e (10)
j=1 i=1
definindo 3; como
L
B 23 e, (11)
i=1
a expressao (10) torna-se
M,
V=> BiKuv. (12)
j=1

Desde que todos os K; sdo matrizes postunitdrias, o nimero
de multiplicacdes reais necessarias para computar V é M,..

Teorema 1: Todo algoritmo de transformada V = UWv
escrito da forma V' = C'BAw, isto é, através da decomposicio
U = CBA, em que C e A sdo matrizes de racionais, e B é
uma matriz diagonal com M,. componentes que ndo pertencem
aos racionais, pode ser escrito na forma

M.

V= (¥+ > BK;)v,
j=1

em que 5; ¢ Q, Uy é uma matriz de racionais e K; sdo
matrizes de racionais postunitdrias.

Demonstracdo: Sendo C; as colunas de C, b; os ele-
mentos de B e AT as linhas de A, entfo

13)

CBA =
by -+ 0 AT
[ & Ov ]| S D)
0 -+ by A]if]
N
CBA=Y b,C;AT. (15)
j=1

As matrizes CjAf sd0 postunitdrias, chamando os M, valores

de b; ¢ Q de f;, podemos escrever

CBA=()_ b;C;AT) +Zﬁ, i (16)
b €Q
em que K; € o respectivo C’jAJT para b; ¢ Q. ]

Desde que Uyv ndo apresenta multiplicagdes, a complexi-
dade multiplicativa do algoritmo estd nas operacdes 3;K;v,
e desde que todas as matrizes K; sdo postunitdrias, existem
exatamente M, multiplicagdes. O préximo teorema estabelece
uma relagdo se e somente se entre a complexidade do algo-
ritmo e a decomposi¢do em matrizes postunitarias das matrizes
A;.

Teorema 2 (Teorema da complexidade multiplicativa):
Seja
L
U=Uo+ ) vA (17)
i=1
a matriz de uma transformada em que 7; ¢ Q sdo elementos da
base ciclotomica que gera o niicleo da transformada, a matriz
U, € uma matriz de gaussianos e as matrizes A;, i =1,..., L
sdo matrizes de racionais. Existe um algoritmo para computar
V = Uv com M, multiplicacdes se, e somente se, existe uma
decomposicio das matrizes A; como combinagio linear de M,
matrizes postunitdrias.
Demonstracdo: Supondo que existe um algoritmo com
M, multiplicagdes, entdo, pelo Teorema 1,

M,
=0+ Y BiK
j=1

Mas todos os 3; podem ser escritos como combinagdo linear
das base ciclotomicas ~; por (11), entdo

L M,
U = W, +ZZ%% =0+ Y K, (19)
i=1  j=1

j=11i=1
usando (17) no prlmeiro membro da equa(;ﬁo chega-se a

(18)

‘1/o+Z%A —%+Z%Z% 5 Q0
=1 j=1
entao
L M,
i=1 j=1

em que O é uma matriz nula. Neste caso, como 0s 7; sdo
linearmente independentes sobre os racionais, a Unica solucio
para a equagdo matricial é que todas as matrizes devem ser
nulas, isto €
M,
(To — W) = (A4 — Y _ e K;) = O,

j=1

(22)

o que implica que existe uma decomposicdo em matrizes
postunitarias para todos os A;. Por outro lado, suponha que
exista uma decomposicdo de A; em M, matrizes postunitdrias
como em (8). Substituindo a decomposi¢do em (17), tem-se

M, L
v =1, +ZKj(Z Ciji)s (23)
j=1 i=1
portanto
V =Uv=Ygv+ Z Zc”% 24)

j=1 i=1

que é computado com exatamente M, multiplica¢des pelo fato
de que as matrizes K; s@o postunitarias. u

O Teorema 2 transforma o problema da construgio de
um algoritmo 6timo em um problema de decomposi¢do em
matrizes postunitdrias. Desde que ¥ pode ser qualquer ma-
triz, € possivel construir algoritmos para qualquer conjunto
de componentes. A préxima secdo mostra como resolver o
problema da decomposi¢do em matrizes postunitérias.
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III. DECOMPOSICAO ORTOGONAL POSTUNITARIA E
SOLUCAO OTIMA

Considere a decomposi¢do para todas as matrizes A; dada
por

A; = d;Up, (25)

parai =1,..., L em que U; é uma matriz com todas as linhas

ortogonais. A matriz U; é obtida utilizando-se o processo de

ortogonalizacdo de Gram-Schmidt [6], sem ortonormalizar as
matrizes. Assim

T

y

ug,

U = (26)

T
uj

Dessa forma, as linhas de U; formam uma base ortogonal para
as linhas de todas as matrizes A;. Entdo a componente da linha
m e coluna n de d; pode ser computada por

Am i)
Ao = w7 (27)
<uln ) uln>
em que AT ; ¢ a linha n da matriz A, isto é
A;i
Ay
A= (28)
Al

Assim, define-se um processo de fatoracdo para as matrizes
A; chamado de fatoragdo dU, que sera denotado na forma

(di, Up) = Tau (As). (29)

Considere agora um segundo processo de fatoracdo sobre
as colunas de d;. O resultado desse processo € uma fatoracio
da forma

Ai =U:D;U,, (30)

em que U, € uma matriz de colunas ortogonais e U; é uma
matriz de linhas ortogonais. Esse processo que gera, a partir
das matrizes A;, as matrizes D;, U, e U; é denotado por

(Ue, D;,Up) =Tepr(4As). (€1))

O processo de fatoragdo I'cpr (A4;) consiste em computar d;
e U; a partir de (29), e entdo fazer

(DI, Ul =Tau(d]), (32)

z

isto é, aplicar o processo 'y sobre as colunas de d;. O
processo de fatoragdo I'cpyr, pode ser visto como uma trans-
formada matricial ou simplesmente como uma decomposicio
em matrizes postunitrias ortogonais. Algumas propriedades
podem ser verificadas a partir de (30), e. g., a linearidade

biA; +b;A; = Ua(b; D + b;D;)U,. (33)

Se

Uc - [ Uey U, Ue,. ] 5 (34)

e a componente da linha m e coluna n da matriz D;, Dy, r, ; =
1, é a unica componente nao nula, entdo a matriz A; é dada
por
_ T
A = ue,, vy,

(35)

e é uma matriz postunitdria. Utilizando a linearidade, pode-se
escrever que

(36)

T T
T
Ai: E § Dm,n,iucmulna

m=1n=1

o que é uma decomposicdo de A; em matrizes postunitarias
ortogonais, visto que (uc,,u] ,uc,u)) é diferente de zero
apenas se m =1 e n = j, isto é, se as matrizes sdo as mesmas.

Uma outra propriedade é que

posto(A4;) = posto(D;), 37

o que significa que A; € postunitaria se, e somente se, D; é
postunitaria.

A vantagem de se utilizar o processo de fatoragdo I'cpr,
€ que o problema passa a ser a fatoracdo das matrizes D;,
no lugar das matrizes A;, em matrizes postunitdrias, que
geralmente é um problema mais simples. Esse processo de
fatoracdo € em si uma decomposicao em matrizes postunitdrias
ortogonais, entretanto, a solu¢do 6tima para o processo nem
sempre ¢ composta de matrizes postunitdrias ortogonais. Para
ilustrar este fato considere o exemplo a seguir.

Exemplo 1: Considere o problema de decompor as matrizes

10
a=[o Y]
e
0 1
=[]
em matrizes postunitdrias. Neste caso, U, = U; = I, as

matrizes podem ser decompostas em

Alz{ﬂﬂ 0]+H}[0 1],

BERERE!

que é uma solucdo formada por 4 matrizes postunitarias
ortogonais. Entretanto, considere as matrizes

10
Kl[o 0}’
0
1

A2+K1K2K3|:

A

0
K=

1 1

-1 -1

A matriz K3 € postunitdria, sendo assim pode-se escrever
Al _[11o]|m
Ay | 7| -1 11 >

que é uma decomposi¢do melhor que a decomposicao ortogo-
nal, pois gera as matrizes com apenas 3 matrizes postunitarias.



XXIX SIMPOSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICACOES - SBrT’11, 02-05 DE OUTUBRO DE 2011, CURITIBA, PR

IV. TRANSFORMADA RAPIDA DE FOURIER OTIMIZADA

Para se obter um algoritmo 6timo para computar uma
transformada discreta de Fourier de comprimento N, utilizam-
se as bases ciclotdmicas cos-CB, para N multiplo de 4, ou
sen/cos-CB, para outros valores de N [5]. Seja W a matriz de
transformacdo da DFT de N pontos. Entdo, para N mudltiplo
de 4 tem-se

B(N)
W= (A1 —jA2) + Y vid;, (38)
i=3
ou, para valores de N ndao multiplos de 4,
B(N)
W=A1+ Y 7l (39)
i=2

O Teorema da complexidade multiplicativa afirma que o
algoritmo 6timo consiste em fatorar as matrizes A; referentes
aos v; ¢ Q no processo I'cpr, da melhor forma possivel, isto
é, obter as matrizes U., D;s e U;, e encontrar a decomposicao
otima de D; em matrizes postunitdrias, da seguinte forma

Dy K4
D, K,

) =c ) , (40)
Dy, Ky

r

em que a matriz ¢, L x M, é formada pelos elementos c;; de
(8). Pela linearidade

Ay U.K1U;
As U.K2U;
. =c . 41
AL UcKn, U
A partir de (11), pode se escrever que
B1 72
B2 V3
| =L . : (42)
Bum, Yo(N)
e entdo, finalmente,
M,
W =Wo+)_ BiUKUL. (43)
i=1

Utilizando o Teorema 1, pode-se colocar W na fatoragdo
Wo+CBA, em que C e A sdo matrizes de elementos racionais
e B uma matriz diagonal, aplicando-se o processo 'y sobre
as matrizes U.K,;U;. Dessa forma se

CiAT = UKU, (44)
entdo, utilizando (14) e (15),
C= [ Ch Cu, ], (45)
By - 0
B = oo : (46)

0 ﬂ]%r

¢ T
A
A=| 1 |, @7
A,
0 que resulta em
W =Wy + CBA, (48)
e o algoritmo é implementado por
V = Wyv + CBAwv. (49)

Desde que Wjyv ndo contém multiplicacdes, a complexidade
multiplicativa do algoritmo estd em C'BAv que contém M,
multiplicacdes. A matriz W, pode ser ainda anexada nas
matrizes C BA como no algoritmo de Winograd [7].

Exemplo 2: Para obter uma transformada 6tima para N =
5, utiliza-se a base ciclotdmica sen/cos-CB para escrever a
matriz de transformagdo como

W = Ay + v A5 + v3A3 + V4 As,

em que, com ¢t = 27/5,

- —jsen(t)
v | = cos(t) ,
o —jsen(2t)
e
1 1 1 1 1
1 0 -0.5 -0.5 0
Ai=1|1 —-05 0 0 05 |,
1 -05 0 0 —05
1 0 -05 —05 0
0 O 0 0 0
0 1 0 0 -1
Ay=10 0 -1 1 o0 |,
00 1 -1 0
0 -1 0 0 1
0 O 0 0 0
o 1 -1 -1 1
As=|0 -1 1 1 -1
0 -1 1 1 -1
0o 1 -1 -1 1
e
0 0 0 0 0
0 0 1 -1 0
Ag=1]0 1 0 0 -1
0 -1 0 0 1
o 0 -1 1 0

Em seguida utiliza-se o processo I'cpy, sobre as matrizes Ao,
Az e Ay, pois é necessdrio a decomposi¢do das mesmas em
matrizes postunitdrias. Com isso, tem-se

0 0 0
1 0 1

U= 0 -1 —1],
0 1 -1
-1 0 1
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01 0 0 -1
=100 1 -1 0 |,
01 -1 -1 1
100 00 0
Do=|0 10|, Dy=|0 0 0
00 0 00 1
€

0 1 0

Dy=1| -1 0 0

0 0 0

Observa-se que as matrizes D; sdo mais simples para a
fatoracdo. Note ainda que Dy e D4 podem ser decompostas
como no Exemplo 1, logo

Dy 1 100 ?
Dy |=] 0 010 K2 ,
_ 3
Dy 1 1 0 1 K,
em que ) ;
1 0 0
Ki=]10 0 0|,
L0 0 0 |
[0 0 0]
Ky=]10 1 0|,
L0 0 0 |
0 0 0
Ks=|10 0 0
0 0 1
e
1 1 0
K,=| -1 -1 0
0 0 0
Sendo
1 0 —1 ,
g; 1o 1 —jsen(t)
B =101 o cos(t) 1,
8, 00 1 —jsen(2t)
pode-se escrever W como
4
W=A+) UG,
i=1

ou na forma
W =A, +CBA,

O algoritmo é obtido por
V =A,v+ CBAwv.

Até onde os autores conhecem, este € o primeiro algoritmo
proposto na literatura que computa uma DFT de 5 pontos com
apenas 4 multiplica¢des reais.

De forma semelhante, obtém-se os algoritmos 6timos para
os comprimentos N = 3,4,5,6,7,8,9,10,12, 16, 24. Os algo-
ritmos para N = 5,7,9,10 superam os melhores algoritmos
atuais em termos de complexidade multiplicativa. A Tabela I
compara a complexidade de alguns algoritmos bem conhecidos
na literatura.

TABELA 1
COMPLEXIDADE MULTIPLICATIVA REAL DA: OFFT - A TRANSFORMADA
DE FOURIER OTIMIZADA; HMMC - COMPLEXIDADE MULTIPLICATIVA
MINIMA PARA FFT DE HEIDEMAN; CT/GT - COMBINACAO DA FFT DE
COOLEY-TUKEY E GOOD-THOMAS OTIMIZADA; SW-FFT - A FFT DE

WINOGRAD

N | (OFFT) | (HMMC) | (CT/GT) | (SW-FFT)
3 1 1 - 2
4 0 0 0 0
5 4 4 - 5
6 2 2 16 -
7 7 7 - 8
8 2 2 4 2
9 8 8 60 10
10 8 8 64 -
12 4 4 32 -
16 10 10 20 10
24 12 12 108 -

V. CONCLUSOES

O teorema da complexidade multiplicativa para transforma-
das foi introduzido e utilizado para derivar algoritmos FFT
otimos, i.e., com complexidade multiplicativa minima, para
diversos comprimentos. Um método para decomposi¢do de um
conjunto de matrizes em matrizes postunitarias ortogonais foi
introduzido e utilizado para encontrar decomposi¢des timas.
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