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Desempenho do Receptor MRC para Modulação
θ-QAM sob Desvanecimento Generalizado

Wamberto J. L. Queiroz, F. Madeiro, Waslon T. A. Lopes e Marcelo S. Alencar

Resumo— Este artigo apresenta expresssões mateḿaticas para
a avaliação da probabilidade de erro de sı́mbolo (SEP) do
esquema de modulaç̃ao θ-QAM com receptor de razão máxima
de combinaç̃ao (MRC) e sob desvanecimento generalizado. As
express̃oes da SEP s̃ao obtidas em termos de integrais definidas
da função geratriz de momentos (MGF) da relaç̃ao sinal ruı́do
(SNR) na entrada do receptor MRC. A avaliaç̃ao numérica das
express̃oes obtidas é ent̃ao feita para as distribuições η − µ,
que engloba as distribuiç̃oes de Hoyt, Nakagami-m, Rayleigh
e gaussiana unilateral, eκ− µ, que engloba as distribuiç̃oes de
Rice, Nakagami-m, Rayleigh e guassiana unilateral.

Palavras-Chave— Probabilidade de erro de bit, Desvaneci-
mento generalizado, Modulaç̃ao QAM paramétrica, Receptor
MRC.

Abstract— This paper presents closed-form expressions for
the symbol error probability (SEP) of θ-QAM modulation with
maximum ratio combining receiver (MRC) under generalized
fading. The SEP expressions are presented in terms of definite
integrals of the moment generating function (MGF) of the signal
to noise ratio (SNR) at the input of the MRC receiver. The
numerical evaluation of the expressions is carried out for the
η − µ distribution, which includes, as special cases, important
distributions, such as Hoyt, Nakagami-m, Rayleigh and one-
sided Gaussian, as well as for theκ − µ, which includes,
as special cases, Rice, Nakagami-m, Rayleigh and one-sided
Gaussian distributions.

Keywords— Bit error probability, generalized fading, parame-
tric QAM modulation, MRC receiver.

I. I NTRODUÇÃO

Constelações bidimensionais de sinais, como é o caso
das constelações dos esquemas QAM (Quadrature Ampli-
tude Modulation) são amplamente utilizadas em sistemas de
comunicações. Dentre as aplicações, podem se citadas mo-
dems com transmissão assı́ncrona e sistemas de TV digital.

Na avaliação de estruturas de recepção para esquemas de
modulação QAM, um dos principais parâmetros considerados
é a probabilidade de erro de bit. Antes de 2002, a avaliação dos
efeitos do desvanecimento na recepção de esquemasM -QAM
era ser realizada com expressões matemáticas aproximadas.
Somente em 2002, após a publicação de Cho e Yoon [1],
quando expressões exatas para a probabilidade de erro de
sı́mbolo (SEP) de esquemas QAM sob ruı́do branco aditivo
foram apresentadas, é que a avaliação do desempenho de estru-
turas como o receptor de razão máxima de combinação (MRC)
com esquemas M-QAM pôde ser descrita por expressões
exatas. O receptor MRC tem sido proposto em esquemas
de demodulação coerente em ambientes com desvanecimento
Rayleigh e Nakagami [2], [3], [4]. Uma análise unificada
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da probabilidade de erro de sı́mbolo (SEP) de esquemas de
modulação coerente, sob diferentes formas de desvanecimento,
foi apresentada em [5].

Com o objetivo de melhorar a robustez ao ruı́do de
constelações QAM quadradas, Sung-Joon introduziu em 2008
[6] as constelaçõesθ-QAM que são extensões do conceito
de constelação triangulares (TQAM) em que é relaxada a
condição de simetria dos sı́mbolos em relação ao centroda
constelação, mantendo a disposição dos sı́mbolos nos vértices
dos triângulos equiláteros e rotacionando a constelaç˜ao obtida
de um ânguloθ arbitrário.

A obtenção de expressões exatas para a SEP de um esquema
de modulação sob ruı́do gaussiano branco aditivo permite,
em muitos casos, que essas expressões sejam ponderadas pela
função densidade de probabilidade da relação sinal ru´ıdo para
uma determinada categoria de desvanecimento. A expressão
obtida fornece a probabilidade de erro de bit ou de erro
de sı́mbolos sob o desvanecimento especificado. Uma das
estruturas mais usadas para avaliar a SEP de esquemas QAM
sob diferentes categorias de desvanecimento é a estruturado
receptor MRC. Em [7], por exemplo, essa estrutura foi usada
na análise da BEP dos esquemas MQAM quadrado e do
RQAM para diferentes tipos de desvanecimento, modelados
por diferentes distribuições.

Neste artigo é proposto o uso do receptor MRC em conjunto
com o esquema de modulaçãoθ-QAM e são apresentadas
expressões matemáticas exatas para a SEP sob desvanecimento
generalizado, modelado pelas distribuiçõesκ−µ eη−µ. O uso
de diversidade espacial, por meio do receptor MRC, fornece
um grau de liberdade a mais para o controle do desempenho
do sistema e as funções densidade de probabilidade usadas
para modelar o desvanecimento possibilitam a unificação da
análise matemática. A principal contribuição do trabalho são
as expressões exatas para o cálculo da SEP, escritas em termos
da função geratriz de momentos da SNR por ramo do receptor
MRC.

O restante do artigo está organizado da seguinte forma.
Na Seção II é realizado o cálculo da SEP para um receptor
MRC com N ramos, sob a consideração de desvanecimento
generalizado. Na Seção III é feita a adequação da função
geratriz de momentos da SNR por ramo do receptor MRC
para o problema tratado. Na Seção IV é apresentado o cálculo
da probabilidade de erro de bit. Na Seção V são apresentados
alguns grupos de curvas de SEP para diferentes conjuntos de
parâmetros e na Seção VI são apresentadas as conclusões.

II. CÁLCULO DA PROBABILIDADE DE ERRO DE ŚIMBOLO

Na famı́lia parametrizada de esquemas de modulação em
amplitude e quadraturaθ-QAM, apresentada em [8], os autores
obtiveram a expressão dada em (1) para a avaliação da SEP sob
ruı́do aditivo gaussiano branco. Em (1) os parâmetrosc1, c2,
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Ps(γ, θ, M) = c1c2

π+θ
2
∫

π−θ
2

exp(−γδ2cosec2(φ))dφ + c1c
2
3

π−θ
∫

θ

exp(−γδ2cosec2(φ)sec2

(

θ

2

)

sen2(θ))dφ

+ c1c4

π
∫

π−θ
2

exp(−γδ2cosec2(φ))dφ + c1c5

π+2θ
2
∫

π−θ
2

exp(−γδ2cosec2(φ))dφ

+ c1c6

π
∫

2θ

exp(−4γδ2cosec2(φ)sen2(θ))dφ.

(1)

c3, c4, c5 e c6 estão relacionados à geometria da constelação
θ-QAM e são dados por

c1 = 1
2πM

c2 = 4(
√

M − 2)(
√

M − 1)

c3 =
√

2(
√

M − 1) c4 = 5(
√

M − 2) + 6

c5 = 3(
√

M − 2) + 2 c6 =
√

M

, (2)

em queM representa a quantidade de sı́mbolos da constelação
θ-QAM, cujas coordenadas(xm, yn) são dadas por

xm =
[

2(n − 1) + 1 −
√

M
]

d + [2mod(m, 2) − 1]
a

2

yn = −
[

2(m − 1) + 1 −
√

M
] b

2
,

(3)

com m = 1, · · · ,
√

M , n = 1, · · · ,
√

M , a = 2d cos θ e
b = 2dsenθ. A metade da distância euclidiana entre sı́mbolos
adjacentes da constelação é dada por

d =

√
6Eav

√

3M + (4 − M) cos(2θ)
(4)

emod(x, y) denota a operação módulo após a divisão dex por
y. O parâmetroδ se relaciona à energia média por sı́mbolo,
Eav, por

δ =
d√
Eav

=

√
6

√

3M + (4 − M) cos(2θ)
. (5)

Para calcular a probabilidade de erro de sı́mbolo desse
esquema de modulação, sob desvanecimento generalizado,
para um receptor com razão máxima de combinação, é ne-
cessário calcular a probabilidade de erro de sı́mbolos, sob
ruı́do gaussiano branco aditivo, condicionada à relação sinal
ruı́do γ na sua saı́da,P (E|γ =

∑N
k=1 γk).

Se as variáveisγ1, γ2, · · · , γN forem independentes, a
probabilidadePs pode ser escrita como

P

(

E|γ =

N
∑

k=1

γk

)

= PS

(

γ =

N
∑

k=1

γk, θ, M

)

. (6)

A partir (6) e de (1) a probabilidade
PS

(

γ =
∑N

k=1 γk, θ, M
)

pode ser escrita conforme
apresentado em (7).

Substituindo (7) em (6), pode-se escrever a probabilidade
Ps como mostrado em (8), em que foi considerada a in-
dependência das variáveisγk, permitindo queN integrais
múltiplas impróprias fossem reescritas como um produto de

N integrais simples. Sabendo que, para uma variável aleatória
positiva, sua função geratriz de momentos (MGF) é dada por
MX(s) =

∫

∞

0 e−sXpX(x)dx, pode-se reescreverPs usando a
MGF deγk,

Ps = c1c2

π+θ
2
∫

π−θ
2

[

Mγ

(

δ2cosec2(φ)
)]N

dφ

+ c1c
2
3

π−θ
∫

θ

[

Mγ

(

δ2sec2

(

θ

2

)

sen2(θ)cosec2(φ)

)]N

dφ

+ c1c4

π
∫

π−θ
2

[

Mγ

(

δ2cosec2(φ)
)]N

dφ

+ c1c5

π+2θ
2
∫

π−θ
2

[

Mγ

(

δ2cosec2(φ)
)]N

dφ

+ c1c6

π
∫

2θ

[

Mγ

(

4δ2sen2(θ)cosec2(φ)
)]N

dφ.

(8)

na qual foi considerado que as variáveisγk são identicamente
distribuı́das com MFGMγ(s).

III. C ÁLCULO DA SEPSOB DESVANECIMENTO

GENERALIZADO

Nesta seção, a expressão em (8) é avaliada para os modelos
de desvanecimento caracterizados pelas distribuiçõesη − µ e
κ − µ. As distribuiçõesη − µ e κ − µ são completamente
caracterizadas em termos de parâmetros fı́sicos mensuráveis.
A distribuiçãoκ−µ inclui as distribuições de Rice, Nakagami-
m, Rayleigh e gaussiana unilateral como casos especiais. A
distribuiçãoη − µ inclui as distribuições de Hoyt, Nakagami-
m, Rayleigh e gaussiana unilateral. Para o modeloη − µ, a
fdp da SNR foi apresentada em [9] e pode ser escrita como

fγη−µ
(x) =

2
√

πµµ+ 1
2 hµxµ− 1

2

Γ(µ)Hµ− 1
2 γµ+ 1

2

· exp

(

−2µxh

γ

)

Iµ− 1
2

(

2µHx

γ

)

,

(9)
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Ps(γ, θ, M) = c1c2

π+θ
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∫

π−θ
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)

dφ + c1c
2
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+ c1c4
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∏
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(

−δ2cosec2(φ)γk

)

dφ + c1c5

π+2θ
2
∫

π−θ
2

N
∏

k=1
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(

−δ2cosec2(φ)γk
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dφ

+ c1c6

π
∫

2θ

N
∏
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(

−4δ2senθcosec2(φ)γk
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(7)

em queµ = E2[γ]
2Var[γ]

[

1 +
(

H
h

)2
]

. Os parâmetrosH e h são
especificados para os Formatos I e II da distribuiçãoη−µ [9]
como
{

I : H = η
1−η2 h = 1

4 (2 + η−1 + η) 0 < η < ∞
II : H = η

1−η2 h = 1
1−η2 −1 < η < 1

(10)
Para o modelo de desvanecimentoκ − µ, a fdp da SNR
apresentada em [9] é dada por

fγκ−µ
(x) =

µ(1 + κ)
µ+1

2 x
µ−1

2

κ
µ−1

2 exp(µκ)γ
µ+1

2

exp

(

−µ(1 + κ)x

γ

)

· Iµ−1

(

2µ

√

κ(1 + κ)x

γ

)

,

(11)

em queκ > 0 é a razão entre a potência total dos componentes
de visada direta e a potência dos componentes provenientes
da propagação por múltiplos percursos eµ = E2[γ]

Var[γ]
1+2κ

(1+κ)2 .
As funções geratrizes de momentos dessas duas distribuic¸ões
foram apresentadas inicialmente em [10] e em ambos os
cenários de desvanecimentos foram escritas em termos de uma
soma ponderada infinita de funções-G de Meijer [11]. Em
2008, mostra-se em [12] que é possı́vel reescreverMγη−µ

e
Mγκ−µ

de forma mais compacta, apresentada em (12) e (13),

Mγη−µ
(s) =

(

4µ2h

(2(h − H)µ + sγ)(2(h + H)µ + sγ)

)µ

.

(12)

Mγκ−µ
(s) =

(

µ(1 + κ)

µ(1 + κ) + sγ

)µ

exp

(

µ2κ(1 + κ)

µ(1 + κ) + sγ
− µκ

)

.

(13)
Para avaliar a probabilidade de erro de sı́mbolo re-

presentada em (8), é necessário calcularMγ(s) para
s igual a δ2cosec2(φ), δ2sec2

(

θ
2

)

sen2(θ)cosec2(φ) e
4δ2sen2(θ)cosec2(φ). Para o desvanecimentoη − µ, a função
caracterı́sticaMγη−µ

(s) pode ser escrita, a partir de (12),
chegando a (14). Para o desvanecimentoκ − µ, a função
caracterı́sticaMγκ−µ

(s) pode ser escrita como (15). Como
a distribuição Nakamami-m pode ser obtida a partir da
distribuiçãoκ−µ paraκ → 0 e µ = m, nota-se que a função
caracterı́sticaMκ−µ(s) coincide com a expressão da função
caracterı́stica do desvanecimento Nakagami-m implı́cita em
[8]. Nesse caso, em queκ → 0 e µ = m, a expressão da SEP
coincide com a Expressão 13 de [8]. A distribuiçãoκ − µ
também fornece a distribuição de Rice paraµ = 1 e κ = k.
Desse modo, a distribuição de Rayleigh pode ser obtida da

distribuiçãoκ − µ fazendoκ = 0 e µ = 1. Se esses valores
de κ e µ são substituı́dos em (15), pode-se obter a função
caracterı́stica da relação sinal ruı́doγ no receptor MRC para
diferentes tipos de desvanecimento.

A distribuiçãoη − µ é uma distribuição geral que pode ser
usada para melhor caracterizar variações em pequena escala de
sinais sob desvanecimento em enlaces sem linha de visada. A
distribuição Nakagami-m pode ser obtida da distribuiçãoη−µ
paraµ = m e η → 0 no formato 1 ouη → ±1 no formato
2. Do mesmo modo, ela pode ser obtida fazendoµ = m/2
e η → 1 no formato 1 ouη → 0 no formato 2. Dado que a
distribuição Nakagami-m tenha sido obtida, a distribuição de
Rayleigh pode ser obtida fazendom = 1.

Com um procedimento similar, a distribuição de Hoyt pode
ser obtida da distribuiçãoη−µ fazendoµ = 0, 5. Nesse caso, o
parâmetroq de Hoyt é relacionado aη por q2 = η no formato
1 ou porq2 = (1 − η)/(1 + η) no formato 2. A distribuição
de Rayleigh pode ser obtida desse resultado fazendoµ = 0, 5
e η = 1 no formato 1 ouη = 0 no formato 2.

IV. CÁLCULO DA BEP SOB DESVANECIMENTO

GENERALIZADO

A famı́lia θ-QAM incorpora as constelações TQAM e
SQAM como casos especiais e, dessa forma, o mapeamento
Gray ótimo de bits não é possı́vel para essas estruturas porque
a maioria dos sı́mbolos tem mais de quatro vizinhos. Desse
modo, surge uma penalidade de mapeamento Gray que tem
sido denotada porGp. Em [13] foi mostrado que a relação
entre a penalidade de mapeamentoGp, a probabilidade de
erro de sı́mboloPs e a probabilidade de erro de bit é

Pb =
Gp

log2M
Ps, (16)

em queM é a ordem da constelaçãoθ-QAM e Gp, para
constelações quadradas e triangulares, é dada por [13]

Gp =
1

M

M
∑

i=1

(

∑N(Si)
j=1 Bd(Si, Sj)

N(Si)

)

, (17)

em que N(Si) é o número de sı́mbolos vizinhos mais
próximos do sı́mboloSi e Bd(Si, Sj) é a quantidade de bits
diferentes entreSi eSj . Infelizmente, essa expressão não pode
ser usada no cálculo da penalidadeGp para um ânguloθ
qualquer da constelaçãoθ-QAM porque os sı́mbolos, para um
θ qualquer e diferente deπ/3 (TQAM) e π/2 (SQAM) não
contribuiriam da mesma forma para o valor deGp.
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Mγη−µ
(s) =























(

4µ2hsen4(φ)
(2(h−H)µsen2(φ)+δ2γ)(2(h+H)µsen2(φ)+δ2γ)

)µ

s = δ2cosec2(φ)
(

4µ2hsen4(φ)

(2(h−H)µsen2(φ)+δ2sec2( θ
2 )sen2(θ)γ)(2(h+H)µsen2(φ)+δ2sec2( θ

2 )sen2(θ)γ)

)µ

s = δ2sec2
(

θ
2

)

sen2(θ)cosec2(φ)
(

4µ2hsen4(φ)
(2(h−H)µsen2(φ)+4δ2sen2(θ)γ)(2(h+H)µsen2(φ)+4δ2sen2(θ)γ)

)µ

s = 4δ2sen2(θ)cosec2(φ)

(14)

Mγκ−µ
(s) =







































(

µ(1+κ)sen2(φ)
µ(1+κ)sen2(φ)+δ2γ

)µ

exp
(

µ2κ(1+κ)sen2(φ)
µ(1+κ)sen2(φ)+δ2γ

− µκ
)

s = δ2cosec2(φ)
(

µ(1+κ)sen2(φ)

µ(1+κ)sen2(φ)+δ2sec2( θ
2 )sen2(θ)γ

)µ

×

exp

(

µ2κ(1+κ)sen2(φ)

µ(1+κ)sen2(φ)+δ2sec2( θ
2 )sen2(θ)γ

− µκ

)

s = δ2sec2
(

θ
2

)

sen2(θ)cosec2(φ)
(

µ(1+κ)sen2(φ)
µ(1+κ)sen2(φ)+4δ2sen2(θ)γ

)µ

exp
(

µ2κ(1+κ)sen2(φ)
µ(1+κ)sen2(φ)+4δ2sen2(θ)γ − µκ

)

s = 4δ2sen2(θ)cosec2(φ)

(15)

Em [8] o cálculo da BEP é feito de forma aproximada,
para valores elevados de SNR (SNR>15 dB). Nessa faixa
de valores, os erros cometidos pela estrutura de recepção
ocorreriam muito próximos dos limiares das regiões de decisão
delimitadas em volta dos sı́mbolos da constelação. Sob essa
consideração a BEP pode ser calculada pela usando (8) com
os coeficientesc1, c2, c3, c4, c5 e c6 dados por

c1 = 1
2πM log2M

c2 = 4(
√

M − 2)(
√

M − 1)

c3 = 2(
√

M − 1) c4 = 5(
√

M − 2) + 6

c5 = 3(
√

M − 2) + 2 c6 = 2
√

M

.

(18)

V. RESULTADOS

Nesta seção são apresentadas algumas curvas de SEP do
esquema de modulaçãoθ −QAM sob desvanecimentoκ− µ
e η−µ para diferentes conjuntos de parâmetros. Nas Figuras 1
e 2, são ilustradas as curvas da SEP do esquemaθ−QAM sob
desvanecimentoκ − µ com κ = 0 e µ = m, respectivamente
para ordens de diversidadeN iguais a 1 e 2. O caso em que
κ = 0, µ = 3.0 e N = 1 corresponde ao desvanecimento
Nakagami e pode-se perceber que as curvas apresentadas na
Figura 1 coincidem exatamente com as curvas apresentadas na
Figura 6 em [8].
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Fig. 1. Gráficos da SEP do esquemaθ −QAM com M = 16 sob
desvanecimentoκ − µ com κ = 0, µ = 3.0, ordem de diversidade
N = 1 e diferentes valores de SNR.

Como se pode perceber pela Figura 2, a diversidade espacial
proporcionada pelo receptor MRC tem mais influência na SEP
que o ânguloθ ótimo no qual as curvas atingem valor mı́nimo.
Esse comportamento é vantajoso porque não é possı́vel realizar
mapeamento Gray ótimo para qualquer valor deθ.
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Fig. 2. Gráficos da SEP do esquemaθ − QAM com M = 16 sob
desvanecimentoκ − µ com κ = 0, µ = 3.0, ordem de diversidade
N = 2 e diferentes valores de SNR.

Na Figura 3 são apresentadas curvas da SEP do esquema
θ−QAM sob desvancimentoκ−µ eη−µ para valores de SNR
menores.́E importante mencionar que que as curvas da Figura
3 foram obtidas respectivamente a partir do desvanecimento
κ − µ e do desvanecimentoη − µ. A distribuição η − µ
possui dois formatos [9] e foi usado o formato 2 na avaliação
numérica. Nesse formato os parâmetrosh e H são dados
por (10) e o desvanecimento Nakagami pode ser obtido do
desvanecimentoη − µ fazendoη = 0 e µ = m/2. Se for
necessário gerar desvanecimento Nakagami comm = 3.0,
por exemplo, deve-se estabelecerη = 0 e µ = 3/2. A SEP
sob as outras categorias de desvanecimento pode ser avaliada
conforme descrito na Seção III.

A Figura 3 apresenta o comportamento da SEP sob desva-
necimento Nakagami, obtido a partir das distribuiçõesκ − µ.
O caso em que a ordem de diversidade espacial é igual a 2
é mostrado nas Figuras 4 e 5 para as mesmas condições dos
parâmetrosκ, η e µ.

Percebe-se mais uma vez pelas Figuras 4 e 5 que aumentar
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Fig. 3. Gráficos da SEP do esquemaθ −QAM com M = 16 sob
desvanecimentoκ − µ com κ = 0, µ = 3.0, ordem de diversidade
N = 1 e diferentes valores de SNR.
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Fig. 4. Gráficos da SEP do esquemaθ −QAM com M = 16 sob
desvanecimentoκ − µ com κ = 0, µ = 3.0, ordem de diversidade
N = 2 e diferentes valores de SNR.
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Fig. 5. Gráficos da SEP do esquemaθ −QAM com M = 16 sob
desvanecimentoη − µ com η = 0, µ = 1.5, ordem de diversidade
N = 2 e diferentes valores de SNR.

em um grau a diversidade espacial, por meio do acréscimo de
um ramo ao receptor MRC, tem mais influência na diminuição
da SEP que transmitir os sı́mbolos com o ânguloθ ótimo.

VI. CONCLUSÕES

Este artigo apresenta expressões exatas e inéditas para o
cálculo da SEP do esquema de modulaçãoθ-QAM, com re-
ceptor MRC e sob desvanecimento generalizado, caracterizado
estatisticamente pelas distribuiçõesη−µ e κ−µ. A vantagem
de usar as distribuiçõesκ−µ e η−µ é que ela propiciam uma
análise unificada da influência, no desempenho do sistema,de
diferentes categorias de desvanecimento. As expressões obti-
das para a SEP também podem ser estendidas para o cálculo
da probabilidade de erro de bit e podem ser escritas em termos
de uma soma ponderada de integrais definidas da relação sinal
ruı́do por ramo do receptor. As curvas obtidas mostram que,
em algumas configurações de parâmetros das distribuiç˜oes,
é possı́vel obter ganhos consideráveis de desempenho com
acréscimos de um ou dois ramos no receptor MRC.
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