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Comunicaç̃ao Multiusúario Baseada na
Transformada Discreta Fracional de Fourier

Juliano B. Lima e Ricardo M. Campello de Souza

Resumo— Neste trabalho, discute-se uma técnica de
comunicaç̃ao multiusuário baseada na transformada discreta
fracional de Fourier (DFrFT). Os autovetores da matriz de
transformação da DFrFT são usados como seqûencias dos
usuários, as quais s̃ao transmitidas sobre um canal somador
real. Em comparaç̃ao com outras transformadas j́a empregadas
no mesmo contexto, a vantagem de utilizar a DFrFTé que
as seqûencias s̃ao constrúıdas a partir de um procedimento
sisteḿatico e o ńumero de subespaços gerados, que determina
o número máximo de usúarios simultâneos de um esquema,́e
arbitr ário.

Palavras-Chave— Comunicaç̃ao multiusuário, transformada
discreta fracional de Fourier, autovalores, autovetores.

Abstract— In this paper, a multiuser communication technique
based on the discrete fractional Fourier transform (DFrFT) is
discussed. Eigenvectors of the DFrFT transform matrix are used
as user sequences, which are transmitted over a real adder
channel. Compared to other transforms used in the same context,
the advantage of using the DFrFT is that the sequences can
be generated from a systematic procedure and the number of
generated subspaces, which determines the maximum number of
simultaneous users of a scheme, is arbitrary.

Keywords— Multiuser communication, discrete fractional
Fourier transform, eigenvalues, eigenvectors.

I. I NTRODUÇÃO

A transformada fracional de Fourieré uma generalização da
transformada de Fourier ordinária. Se interpretarmos o cálculo
de uma transformada de Fourier como a aplicação do operador
F a um sinal, em sua versão fraciońaria, a transformada estará
associada ao operadorFa, a ∈ R. Sempre quea é ñao-
inteiro, a transformada fracional de um sinal originalmente no
doḿınio do tempo corresponde a algo que se encontra num
doḿınio intermedíario, entre tempo e frequência [1]. Partindo
deste prinćıpio, aplicaç̃oes da transformada fracional emáreas
como Óptica, Comunicaç̃oes e Processamento de Sinais têm
sido desenvolvidas [2], [3].

Neste artigo, a transformada discreta fracional de Fourier
(DFrFT), que generaliza a transformada discreta de Fourier
(DFT), é usada como base para um esquema de comunicação
multiusúario. A ideia original de esquemas desse tipo, basea-
dos em transformadas discretas, foi inicialmente proposta
por Campello e de Oliveira [4] e consiste em utilizar
como seqûencias dos usúarios autovetores da matriz de
transformaç̃ao considerada. Assumindo que essas sequências
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são transmitidas por um canal aditivo sobre os reais, elas
podem ser posteriormente separadas, desde que não pertençam
a um mesmo subespaço vetorial. Isso significa que o número
de usúarios simult̂aneos num esquema de comunicação como
esseé limitado pelo ńumero de autovalores distintos que a
matriz de transformação possui.

Sob o aspecto mencionado, a DFrFTé vantajosa em relação
a outras transformadas cujo número de autovalores distintosé
fixo e independente do tamanho da matriz de transformação. A
matriz da DFT, por exemplo, possui apenas quatro autovalores
distintos, nomeadamente,1, −1, j e −j [5]; as matrizes das
transformadas discretas do cosseno (DCT) dos tipos I e IV pos-
suem apenas dois autovalores distintos [6]. O número de au-
tovalores distintos da matriz da DFrFT depende do parâmetro
a. Ver-se-́a que, quandoa = 0, 5, por exemplo, esse número
é igual a oito. Aĺem disso, os autovetores (sequências dos
usúarios) da DFrFT s̃ao obtidos por meio de um procedimento
sisteḿatico e possuem todas as componentes reais. A DCT
do tipo II e a do tipo III, por exemplo, apesar de possuı́rem
números arbitŕarios de autovalores, possuem autovetores com
componentes complexas e cuja obtenção envolve um maior
número de ćalculos [6].

Após esta introduç̃ao, na Seç̃ao II, é revisada a definição
da transformada discreta fracional de Fourier. Na Seção III, é
apresentada a ideia da comunicação multiusúario baseada na
DFrFT; exemplos s̃ao desenvolvidos e algumas considerações
acerca da implementação pŕatica da t́ecnica s̃ao discutidas.
Finalmente, na Seção V, s̃ao apresentadas as considerações
conclusivas deste trabalho.

II. A T RANSFORMADA DISCRETA FRACIONAL DE

FOURIER

Nesta seç̃ao, s̃ao revisados os principais aspectos teóricos
relacionados̀a transformada discreta fracional de Fourier [7].
A definição da DFrFT requer, em particular, o conhecimento
de alguns fatos sobre a autoestrutura da DFT, os quais são
apresentados a seguir.

A. Autoestrutura da transformada discreta de Fourier

A transformada discreta de Fourier de uma sequênciax =
(xi), xi ∈ C, i = 0, 1, . . . , N − 1, correspondèa seqûencia
X = (Xk), Xk ∈ C, k = 0, 1, . . . , N − 1, cujas componentes
são calculadas por

Xk =

N−1
∑

i=0

xie
− 2πki

N
j . (1)
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A obtenç̃ao deX pode ser expressa pela equação matricial

X = Fx, (2)

em queF representa a matriz de transformação cujo elemento
da k-ésima linha e dai-ésima colunaé dado porFk,i =

e−
2πki

N
j . Mostra-se que ośunicos autovalores da matrizF são

1, −1, j e −j, cujas multiplicidades, as quais dependem de
N , s̃ao apresentadas na Tabela I [5]. Os autovetores deF

relacionados aos autovalores±1 (resp.±j) possuem simetria
par (resp.́ımpar). Aĺem disso, h́a procedimentos sistemáticos
para a construç̃ao de cada um desses autovetores [4].

TABELA I: Multiplicidades dos autovalores deF, a matriz da
transformada discreta de Fourier com dimensõesN × N .

N Mult. 1 Mult. −1 Mult. j Mult. −j

4n n + 1 n n − 1 n

4n + 1 n + 1 n n n

4n + 2 n + 1 n + 1 n n

4n + 3 n + 1 n + 1 n n + 1

O resultado do ćalculo de pot̂encias inteiras deF é bem
conhecido. Essa operação corresponde ao cálculo de sucessivas
transformadas dex, a partir de onde se verifica queF possui
ciclo igual a quatro, istóe, F4 = I, em queI representa
a matriz identidade. A obtenção da transformada fracional
discreta de Fourier requer algum método para calcularFa,
em quea ∈ R. A abordagem proposta em [7]é apresentada
resumidamente a seguir.

B. A transformada discreta fracional de Fourier

A matriz Fa, correspondentèa transformada discreta fra-
cional de Fourier,́e obtida a partir da expansão espectral de
F. De modo mais especı́fico, o elemento dam-ésima linha e
da n-ésima coluna deFa é dado por

F a
m,n =

2⌊N/2⌋
∑

k=0
(vk 6=0)

vk,m(−j)kavk,n, (3)

m,n = 1, 2, . . . , N . Na Equaç̃ao (3), vk,i é a i-ésima
componente do vetorvk, o k-ésimo vetor de um conjunto
ortonormal de autovetores deF, associado ao autovalorλk ∈
{1,−1, j,−j}. Os limites ñao usuais do somatório se devem
às multiplicidades dos autovalores, para casos em queN é
par. Tamb́em devido às multiplicidades dosλk, o referido
conjunto de autovetores não é único. Assim, é necesśario
um procedimento sisteḿatico que direcione a escolha de tal
conjunto e que permita, segundo um critério objetivo, uma
ordenaç̃ao ñao amb́ıgua dos vetores encontrados.

A quest̃ao descritáe solucionada pelo uso da matriz

S =















C0 1 0 . . . 1
1 C1 1 . . . 0
0 1 C2 . . . 0
...

...
...

. . .
...

1 0 0 . . . CN−1















, (4)

em queCn = 2[cos
(

2π
N n

)

−2]. As matrizesS eF comutam, o
que garante que ambas possuem um conjunto de autovetores

em comum [8]. Aĺem disso, todos os autovalores deS são
distintos. Isso significa que, obtidos osN autovetores deS,
ter-se-́a encontrado o conjunto de autovetores deF a ser
empregado na Equação (3).

Para a obtenç̃ao dos autovetores deS, considera-se a matriz

P =
√

2−1

























√
2 0 · · · 0 0 · · · 0

0 1 1
...

. . . . .
.

0 1 1
0 1 −1
... . .

. . . .

0 1 −1

























, (5)

a qual possui dimensõesN × N1. A matriz P satisfazP =
PT = P−1 e a transformaç̃ao de similaridade

PSP−1 =

[

Ev 0
0 Od

]

(6)

produz as matrizes siḿetricas tridiagonaisEv e Od, com
dimens̃oes⌊N

2 ⌋ + 1 e ⌊N−1
2 ⌋, respectivamente. A unicidade

do conjunto de autovetores procuradoé confirmada pelo fato
de que todos os autovalores de matrizes tridiagonais são
distintos [8]. Finalmente, os autovetores pares deS são obtidos
por

v2k = P
[

eT
k | 0 . . . 0

]T
, k = 0, . . . ,

⌊

N

2

⌋

, (7)

em queek é um autovetor deEv; os autovetoreśımpares de
S são obtidos por

v2k+1 = P
[

0 . . . 0 | oT
k

]T
, k = 0, . . . ,

⌊

N − 3

2

⌋

, (8)

em queok é um autovetor deOd. QuandoN é par, o vetor
vN−1 é nulo. Os autovetoresvk são ordenados segundo o
número de invers̃oes de sinal verificado ao longo de suas
componentes.

Um aspecto importante a ser percebidoé que os autovetores
vk não dependem do parâmetroa, mas apenas do valor de
N , a dimens̃ao da transformada a ser definida. Entretanto, o
número de autovalores distintos deFa, importante para os
esquemas de comunicação multiusúario discutidos na próxima
seç̃ao, é determinado pora e porN . Da Equaç̃ao (3), tem-se
que os autovalores deFa, considerando um valor particular de
a, correspondem aos números(−j)ka, k = 0, 1, . . . , 2⌊N/2⌋
(seN for par,(−j)(N−1)a pode ñao ser um autovalor). Assim,
o número ḿaximo de autovalores distintos da matriz fracional
coincide com a ordem multiplicativa de(−j)a, ou seja, com
o menor valor positivo dek para o qual se tem(−j)ka = 1.
Na introduç̃ao deste artigo, comentou-se que, sea = 0.5, o
número ḿaximo de autovalores distintos deFa é oito. Agora,
essa informaç̃ao é justificada pelo fato de se ter(−j)0.5 =√

2/2 − j
√

2/2 e (
√

2/2 − j
√

2/2)8 = 1.

1Na Equaç̃ao (5), N é ı́mpar; para valores pares deN , a matriz P é
semelhantèa matriz apresentada [7].
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III. C OMUNICAÇÃO MULTIUSUÁRIO BASEADA NA DFRFT

Nesta seç̃ao, s̃ao apresentados esquemas de comunicação
multiusúario baseados na autoestrutura da DFrFT. Conforme
adiantado na parte introdutória deste artigo, em tais esquemas,
cada usúario transmite seus dados sobre autovetores associados
a um autovalor especı́fico de uma matriz de transformação.
No presente contexto, a matriz de transformação considerada
é a matrizFa. No contéudo discutido a seguir, o foco não é
a forma como os dados de um usuário s̃ao relacionados aos
autovetores disponı́veis, mas sim a maneira como autovetores
de usúarios distintos podem ser separados, na recepção, aṕos
a transmiss̃ao por um canal real aditivo.

A. Esquema com2 usúarios

Para a concepção de um esquema com2 usúarios, é
necesśaria uma transformada cuja matriz possua pelo menos
2 autovalores distintos. Neste caso, pode-se empregar a trans-
formada discreta de Fourier clássica, a qual possuiFa, a = 1,
como matriz de transformação [4]. As seqûencias dos usúarios
1 e 2 são, respectivamente, os autovetores denotados porx1

e x2, e associados aos autovaloresλ1 = 1 e λ2 = −1. Ao
interferirem de maneira aditiva no canal,x1 e x2 produzem a
seqûencia

y = x1 + x2, (9)

a qual seŕa efetivamente recebida. Aplicando a transformada
a y, tem-se

Fy = Fx1 + Fx2 = λ1x1 + λ2x2 = x1 − x2. (10)

Resolvendo o sistema com as Equações (9) e (10), recupera-se
x1 e x2 por

x1 =
y + Fy

2
e x2 =

y − Fy

2
. (11)

B. Esquema com4 usúarios

A implementaç̃ao de um esquema com4 usúariosé posśıvel,
ainda, pelo uso da matrizF [4]. Neste caso, as sequências
dos usúarios s̃ao x1, x2, x3 e x4, e est̃ao associadas, res-
pectivamente, aos autovaloresλ1 = 1, λ2 = −1, λ3 = j
e λ4 = −j. Pela aplicaç̃ao sucessiva deF à seqûencia
y = x1 +x2 +x3 +x4, a qualé produzida pelo canal aditivo,
obtemos o sistema















x1 + x2 + x3 + x4 = y

x1 − x2 + jx3 − jx4 = Fy

x1 + x2 − x3 − x4 = F2y

x1 − x2 − jx3 + jx4 = F3y

, (12)

cuja soluç̃ao é dada por

x1 =
E{y} + E{Fy}

2
, (13)

x2 =
E{y} − E{Fy}

2
, (14)

x3 =
O{y} − jO{Fy}

2
, (15)

e

x4 =
O{y} + jO{Fy}

2
. (16)

Na soluç̃ao apresentada,E{·} e O{·} denotam, respectiva-
mente, a parte par e a parteı́mpar do argumento.

C. Esquema com8 usúarios

Para a implementação de um esquema com8 usúarios,
a matriz Fa com pelo menos8 autovalores distintośe uti-
lizada. Fazendoa = 0, 5, as seqûencias dos usúarios s̃ao os
autovetoresxk, k = 1, 2, . . . , 8, associados aos autovalores
λk = (−j)(k−1)0,5 = (

√
2/2 − j

√
2/2)(k−1). Pela aplicaç̃ao

sucessiva deF0,5 à seqûenciay =
∑8

k=1 xk, a qual é pro-
duzida pelo canal aditivo, obtemos o sistema de equações (17).
A soluç̃ao deste sistemáe dada pelas equações (18).

Alguns aspectos relacionadosà recuperaç̃ao das seqûencias
dos usúarios a partir da sequência recebiday merecem
destaque. Em primeiro lugar, todas as soluções apresentadas
envolvem equaç̃oes vetoriais. Assim, ao calcularmosx1, por
exemplo, estamos, na verdade, calculando todas as compo-
nentes deste vetor; as operações de adiç̃ao e de produto entre
vetores bem como entre um escalar e um vetor, necessárias
à obtenç̃ao das seqûencias, devem, naturalmente, respeitar a
álgebra pŕopria desse contexto.

Outra observaç̃ao importantée que as soluç̃oes literais dos
sistemas de equações para recuperação das seqûencias, tanto
para o esquema com8 usúarios como para os esquemas
anteriormente apresentados, só precisam ser encontradas uma
vez. A cada novo vetory recebido, a soluç̃ao literalé aplicada
e os valores particulares das sequências correspondentes são
obtidos.É relevante mencionar, ainda, que, ao se projetar um
esquema com um número de usúarios igual a uma potência
de 2, as relaç̃oes de simetria entre os autovalores utilizados
levam a soluç̃oes para as quais podem ser concebidas arquite-
turas eficientes, no que diz respeito ao número de operaç̃oes
aritméticas envolvidas. Este fatóe ilustrado na Figura 1, em
que um posśıvel diagrama de blocos para a obtenção das
seqûencias dos usúarios a partir dey é apresentado.

Seguindo o prinćıpio descrito ao longo desta seção, es-
quemas com mais usuários podem ser implementados. Um
esquema com16 usúarios, por exemplo, seria obtido pelo uso
da matrizF0,25; um esquema com32 usúarios seria obtido
pelo uso da matrizF0,125 e assim por diante. De maneira geral,
um esquema comm usúarios seria obtido pelo uso da matriz
F

4
m . Naturalmente, quanto maior for o número de usúarios de

um esquema, mais complexas serão a soluç̃ao do sistema de
equaç̃oes resultante e a respectiva implementação.

IV. D ISCUSS̃AO E EXEMPLO

A concepç̃ao pŕatica de esquemas como os que foram
descritos requer a consideração de alguns aspectos que, nesta
seç̃ao, s̃ao discutidos de forma preliminar. Uma primeira
quest̃ao est́a relacionadàa escolha das sequências a serem
utilizadas por cada usuário. Para oi-ésimo usúario, o autovetor
vi, um dos componentes do conjunto resultante do processo de
fracionalizaç̃ao da DFT, pode ser selecionado. Outros vetores
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x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 + x8 = y

x1 +
(

√

2

2
− j

√

2

2

)

x2 − jx3 +
(

−
√

2

2
− j

√

2

2

)

x4 − x5 +
(

−
√

2

2
+ j

√

2

2

)

x6 + jx7 +
(

√

2

2
+ j

√

2

2

)

x8 = F0,5y

x1 − jx2 − x3 + jx4 + x5 − jx6 − x7 + jx8 = Fy

x1 +
(

−
√

2

2
− j

√

2

2

)

x2 + jx3 +
(

√

2

2
− j

√

2

2

)

x4 − x5 +
(

√

2

2
+ j

√

2

2

)

x6 − jx7 +
(

−
√

2

2
+ j

√

2

2

)

x8 =
(

F0,5
)3

y

x1 − x2 + x3 − x4 + x5 − x6 + x7 − x8 = F2y

x1 +
(

−
√

2

2
+ j

√

2

2

)

x2 − jx3 +
(

√

2

2
+ j

√

2

2

)

x4 − x5 +
(

√

2

2
− j

√

2

2

)

x6 + jx7 +
(

−
√

2

2
− j

√

2

2

)

x8 =
(

F0,5
)5

y

x1 + jx2 − x3 − jx4 + x5 + jx6 − x7 − jx8 = F3y

x1 +
(

√

2

2
+ j

√

2

2

)

x2 + jx3 +
(

−
√

2

2
+ j

√

2

2

)

x4 − x5 +
(

−
√

2

2
− j

√

2

2

)

x6 − jx7 +
(

√

2

2
− j

√

2

2

)

x8 =
(

F0,5
)7

y

(17)











































































x1 = 1

4

[

E{y} + E{F0,5y} + E{Fy} + E{(F0,5)3y}
]

x2 = 1

4

[

O{y} +
(

√

2

2
+

√

2

2
j
)

O{F0,5y} + jO{Fy} +
(

−
√

2

2
+

√

2

2
j
)

O{(F0,5)3y}
]

x3 = 1

4

[

E{y} + jE{F0,5y} − E{Fy} − jE{(F0,5)3y}
]

x4 = 1

4

[

O{y} +
(

−
√

2

2
+

√

2

2
j
)

O{F0,5y} − jO{Fy} +
(

√

2

2
+

√

2

2
j
)

O{(F0,5)3y}
]

x5 = 1

4

[

E{y} − E{F0,5y} + E{Fy} − E{(F0,5)3y}
]

x6 = 1

4

[

O{y} +
(

−
√

2

2
−

√

2

2
j
)

O{F0,5y} + jO{Fy} +
(

√

2

2
−

√

2

2
j
)

O{(F0,5)3y}
]

x7 = 1

4

[

E{y} − jE{F0,5y} − E{Fy} + jE{(F0,5)3y}
]

x8 = 1

4

[

O{y} +
(

√

2

2
−

√

2

2
j
)

O{F0,5y} − jO{Fy} +
(

−
√

2

2
−

√

2

2
j
)

O{(F0,5)3y}
]

(18)
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Fig. 1: Diagrama em blocos para recuperação das seqûencias
dos usúarios num esquema de comunicação com8-usúarios.
Na figura,β =

√
2

2 + j
√

2
2 .

devem, ent̃ao, ser gerados pela multiplicação devi por fatores
de escala. Com isso, obtém-se um conjunto de sequências
x

(α)
i = αv1, em queα é escolhido de um conjunto pré-

determinado de fatores de escala, todas associadas a um
mesmo autovalor, sobre as quais o usuário enviaŕa seus dados.

Outro aspecto que se deve consideraré a presença de ruı́do
no canal pelo qual as sequências s̃ao transmitidas. Levando
em conta este fator, em vez de se ter, no receptor, o vetor
y =

∑t
k=1 xk, em que os vetoresxk, k = 1, 2, . . . , t, s̃ao

as seqûencias de cada um dost usúarios, tem-se o vetor
ŷ = y + n, em quen denota o rúıdo aditivo presente no
canal. Aplicando o processo de recuperação das seqûencias
dos usúarios baseado na solução de sistemas de equações
lineares, obt̂em-se os vetoreŝxk = xk + nk. Para oi-ésimo
usúario, o vetor recebidôxi é, ent̃ao, interpretado como sendo
o vetorx(α)

i , pertencente ao conjunto de sequências associadas
ao usúario em quest̃ao, para o qual a distância Euclideana
||x(α)

i − x̂i|| é ḿınima.

Com base no que foi explanado,é posśıvel afirmar que
o funcionamento do esquema de comunicação multiusúario
proposto ñao é comprometido pela presença de ruı́do no
canal. Naturalmente, o desempenho de tal esquema, que pode
ser medido pela taxa de sequências interpretadas com erro,
depende da relação sinal-rúıdo (SNR) ao qual o mesmo está
submetido. Considerando que as sequências est̃ao associadas
a padr̃oes de bits que os usuários desejam transmitir, pode-
se, ainda, combinar o esquema proposto com mecanismos de
proteç̃ao contra erros usualmente empregados nos sistemas
de comunicaç̃ao digital. Isso contribuiria para a elevação do
desempenho em cenários com baixa SNR.

Exemplo 1:Como forma de ilustrar o conteúdo que tem
sido apresentado neste trabalho, considera-se, neste exemplo,
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um esquema com8 usúarios baseado na DFrFT de compri-
mentoN = 9 (esteé o menor valor deN para o qual a matriz
da DFrFT possui8 autovalores distintos). Com o auxı́lio do
Matlab, os autovetoresvk, k = 1, 2, . . . , 8, associados aos
autovaloresλk = (−j)(k−1)0,5 = (

√
2/2 − j

√
2/2)(k−1), s̃ao

obtidos. As seqûencias de cada usuário s̃ao obtidas multipli-
cando um dos autovetores calculados pelos fatores de escala
±1, ±3, ±5 e ±7. Neste caso, são geradas oito sequências
para cada usúario. Para o usúario 1, por exemplo, pode-se
partir do autovetor

v1=[−0.698 −0.475 −0.171 −0.042 −0.010 −0.010 −0.042 −0.171 −0.475],

associado ao autovalorλ1 = 1, e obter as sequências

x

(−7)
1 =[4.883 3.324 1.199 0.291 0.069 0.069 0.291 1.199 3.324],

x

(−5)
1 =[3.488 2.375 0.857 0.208 0.049 0.049 0.208 0.857 2.375],

x

(−3)
1 =[2.093 1.425 0.514 0.125 0.029 0.029 0.125 0.514 1.425],

x

(−1)
1 =[0.698 0.475 0.171 0.042 0.010 0.010 0.042 0.171 0.475],

x

(+1)
1 =[−0.698 −0.475 −0.171 −0.042 −0.010 −0.010 −0.042 −0.171 −0.475],

x

(+3)
1 =[−2.093 −1.425 −0.514 −0.125 −0.029 −0.029 −0.125 −0.514 −1.425],

x

(+5)
1 =[−3.488 −2.375 −0.857 −0.208 −0.049 −0.049 −0.208 −0.857 −2.375],

x

(+7)
1 =[−4.883 −3.324 −1.199 −0.291 −0.069 −0.069 −0.291 −1.199 −3.324],

em quex
(α)
1 = αv1, α ∈ {±1,±3,±5,±7}. As seqûencias

associadas aos outros usuários s̃ao geradas de forma análoga.
Tamb́em utilizando o Matlab, foi realizada uma simulação a

fim de avaliar de forma preliminar o desempenho do esquema
proposto considerando um canal com ruı́do. Na simulaç̃ao,
das8 seqûencias associadas a cada usuário, umaé escolhida
aleatoriamente. Somando as sequências escolhidas, obtém-se
o vetory, ao qualé adicionado um rúıdo Gaussiano branco.
Na simulaç̃ao, utilizou-se uma funç̃ao que permite especificar
a SNR ao qual a transmissão est́a submetida. O procedimento
foi repetido para valores de SNR na faixa de2 dB a 16 dB.

Do vetor ŷ, corrompido por rúıdo, foi recuperada apenas a
seqûencia xα

1 , associada ao usuário 1, aplicando a primeira
equaç̃ao de (18) e utilizando a anteriormente mencionada
regra de minimizaç̃ao da dist̂ancia Euclideana. Para cada valor
de SNR considerado, foi obtida a razão entre o ńumero
de seqûencias recuperadas com erro e o número total de
seqûencias geradas na simulação. Os resultados conseguidos,
que confirmam o comportamento previsto na discussão reali-
zada, s̃ao apresentados na Figura 2.

V. CONCLUSÕES

Neste artigo, foram apresentados esquemas de comunicação
multiusúario baseados na transformada fracional discreta de
Fourier. Viu-se que, segundo o valor atribuı́do ao par̂ametro
a, matrizes da DFrFT com números arbitŕarios de autovalores
distintos s̃ao obtidas. Com isso, o número ḿaximo de usúarios
simult̂aneos em tais esquemas não se restringe a4, como
acontece quando se emprega a DFT usual [4]. Adicionalmente,
os autovetores da matriz da DFrFT, que originam as sequências
sobre as quais os usuários realizam suas transmissões, possuem
apenas componentes reais e podem ser obtidos por meio de um
procedimento sisteḿatico. Esse aspecto torna o uso da DFrFT
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Fig. 2: Taxa de sequências do usúario 1 recuperadas com erro,
num esquema com8-usúarios baseado na DFrFT (N = 9).

na implementaç̃ao dos esquemas de comunicação em questão
mais vantajoso, também, que o uso das DCT dos tipos II e
III [6]. Apesar de as matrizes dessas transformadas possuı́rem
todos os autovalores distintos, seus autovetores são complexos
e sua obtenç̃ao é mais laboriosa que no caso da DFrFT; os
autovalores dessas DCT também ñao guardam entre si relações
de simetria que simplifiquem a solução do sistema de equações
lineares por meio do qual as sequências dos usúarios s̃ao recu-
peradas. Com a DFrFT, conforme demonstrado, tais relações
são verificadas e permitem a concepção de implementaç̃oes
mais eficientes para recuperação das seqûencias.

Encontram-se em andamento trabalhos que privilegiam a
investigaç̃ao de aspectos práticos dos esquemas propostos.
Tem-se buscado, em particular, estender a análise do desem-
penho da t́ecnica proposta em canais ruidosos, cujos resultados
preliminares foram apresentados neste trabalho. Mais detalhes
sobre a forma como um usuário pode associar os bits a trans-
mitir às seqûencias que estão à sua disposiç̃ao tamb́em t̂em
sido investigados. Com isso, o desempenho do sistema poderá
ser avaliado numa base binária, o que permitiŕa comparaç̃oes
com sistemas clássicos para comunicação digital.
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