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Resumo—Este artigo apresenta uma avaliação do desempenho 
de algoritmos de localização de emissores eletromagnéticos em um 
cenário tático naval. Com o intuito de estimar a posição do alvo, 
são utilizadas apenas as medidas de ângulo de chegada, ou 
marcação, do sinal transmitido do alvo para o observador. É 
assumido que as medidas de marcação são corrompidas com ruído 
e que a posição exata do observador é conhecida. As simulações 
são realizadas com a utilização dos algoritmos Least Squares (LS), 
Total Least Squares (TLS), do algoritmo baseado na Transformada 
de Hough Generalizada (Generalized Hough Transform - GHT) e 
do Minimax, com a finalidade de estimar a posição de um alvo fixo 
no mar. As medidas de ângulos de chegada são assumidamente 
feitas por aeronaves tripuladas ou não tripuladas.   

Palavras-Chave—Localização passiva de emissores, Ângulos de 
chegada, Least squares, Generalized Hough Transform. 

Abstract— This paper presents an evaluation of the 
performance of electromagnetic emitters location algorithms in a 
naval tactical scenario. In order to estimate the target position, 
only angle of arrival measurements, or bearings, of the 
transmitted signal from the target to the observer, are used. It is 
assumed that bearing measurements are corrupted with noise and 
that the exact position of the observer is known. The simulations 
are performed using algorithms least squares algorithm (LS), total 
least squares (TLS), one based on the Generalized Hough 
Transform (GHT) and Minimax, for the purpose of estimating the 
position of a fixed target at sea. The angle of arrival measurements 
are made by manned or unmanned aircrafts.  

Keywords—Passive target location, Angle of arrival, Least 
squares, Generalized Hough Transform. 

I.  INTRODUÇÃO 
O problema da estimação da localização de emissores tem uma vasta quantidade de aplicações tanto no meio civil quanto no meio militar, como por exemplo, em guerra eletrônica, vigilância, localização e supressão de interferências. Devido ao interesse cada vez maior dos pesquisadores por esta área, há diversos trabalhos na literatura sobre este tema [1]. 
A estimação da localização de alvos é obtida pelo ponto de intersecção das linhas de marcação medidas pelo observador em diferentes posições, método este conhecido como triangulação. Na ausência de erros nas medidas de marcação, a intersecção das linhas ocorre em um único ponto; na presença de erros em tais medidas, uma solução ótima para a triangulação é obtida através de métodos estatísticos [2]. 
Um dos primeiros trabalhos realizados para a localização de alvos está em [3], onde o autor apresentou o estimador weighted least squares (WLS). Em [4] foi proposto o algoritmo total least squares (TLS). Os estimadores maximum likelihood (ML), least 

squares e weighted least squares foram comparados em [5]. Uma publicação onde o filtro de Kalman é utilizado com o propósito de localizar alvos está em [6]. Outro algoritmo de localização de emissores foi apresentado em [7-10], o qual é baseado na transformada de Hough e permite que tipos diferentes de dados, tais como, ângulo de chegada, diferença do tempo de chegada e diferença da frequência de chegada, possam ser fundidos, melhorando a precisão da localização do alvo. Uma análise da acurácia na localização de um radiotransmissor em um ambiente urbano foi proposto em [11].   
  Neste trabalho, os desempenhos dos algoritmos Least Squares (LS), Total Least Squares (TLS), do algoritmo baseado na Transformada de Hough Generalizada (Generalized Hough Transform - GHT) e do Minimax são analisados. O cenário consiste de um alvo fixo no mar, que pode ser um navio ou uma plataforma petrolífera, as medidas de ângulos de chegada são feitas por aeronaves tripuladas ou não tripuladas. É assumido que as medidas de marcação do alvo são corrompidas com ruído e que as posições exatas das aeronaves são conhecidas. Adicionalmente, este trabalho apresenta uma interpretação geométrica de alguns destes algoritmos.  

II. MODELO DE LOCALIZAÇÃO 
A geometria de localização do alvo em duas dimensões é apresentada na Figura 1. Assume-se neste trabalho que apenas medidas de marcação são utilizadas na localização de um alvo. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 1.  Geometria da localização de alvos em duas dimensões. 
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marcação, a posição do alvo e as posições do observador na ausência de ruído é dada pela equação não linear a seguir:   
௜ߠ = ଵି݊ܽݐ ቆܽ௬ − ௬೔ܽ௫݌   − ௫೔݌  

ቇ.                                                             (1) 
É assumido neste trabalho que as posições exatas dos observadores são conhecidas e que as medidas de marcação possuem erros modelados por ruído aditivo: 

෨௜ߠ = ௜ߠ  + ݊௜ ,        ݊௜ ~ ࣨ(0,  ௜ଶ)                                                (2)ߪ
onde ݊௜ é uma variável aleatória Gaussiana com média zero e 
variância ߪ௜ଶ. 

III. ALGORITMOS DE LOCALIZAÇÃO 
Nesta seção, são apresentados algoritmos que utilizam somente medidas de marcação para localizar emissores. 

A. Algoritmo LS 
Este algoritmo, conhecido como estimador de Stansfield [3], minimiza uma função objetivo que é a soma dos quadrados das distâncias entre um ponto no plano e as retas representativas das marcações medidas pelo observador. Nas referências [2] e [5], a função custo deste algoritmo é apresentada como soma dos quadrados dos erros das medidas dos ângulos de marcação, que 

requer uma aproximação do tipo ߠ෨௜ − ௜ߠ ≈ ෨௜ߠ൫݊݁ݏ −  ௜൯. Aߠ
interpretação geométrica proposta é precisa por não necessitar de tal aproximação. A Figura 2 ilustra o cenário onde ܮ medidas de marcação são realizadas.  

 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
Fig. 2.  Localização do emissor utilizando medidas de marcação. 
O módulo da distância entre a localização a ser estimada e as retas que representam as marcações é dada pela expressão: 

|݀௜| = − ࢇ)| (࢏࢖   ×  ࢛௜  |
|࢛௜| ,                                                       (3) 

onde ࢛௜ = ,݅ߠݏ݋ܿ]  ௜, ouݎ é um vetor unitário na reta ৢ[݅ߠ݊݁ݏ
seja, |࢛௜| = 1. O vetor ࢇ = [ܽ௫ , ܽ௬]ৢ possui as coordenadas a 
serem estimadas do alvo estacionário, ࢖௜= [݌௫೔ ,  ௬೔]ৢ é um vetor݌
com as coordenadas do observador em ݅ = 1, 2, … , " pontos distintos e ܮ × " indica produto vetorial. Sendo assim, tem-se: 
|݀௜| = ห൫ܽ௫ − ݅ߠ݊݁ݏ௫೔൯݌ − ൫ܽ௬ −   ห݅ߠݏ݋௬೔൯ܿ݌
݀௜ = ൫ܽ௫ − ݅ߠ݊݁ݏ௫೔൯݌ − ൫ܽ௬ −  ݅ߠݏ݋௬೔൯ܿ݌
݀௜ = ൣ൫ܽ௫ − ,௫೔൯݌ ൫ܽ௬ − ,݅ߠ݊݁ݏ]௬೔൯൧݌  ৢ[݅ߠݏ݋ܿ −
Considerando que ഥ࢛௜ = ,݅ߠ݊݁ݏ]  ৢ[݅ߠݏ݋ܿ −
݀௜ = ࢇ) − ৢ(௜࢖ ഥ࢛௜ 

݀௜ = ഥ࢛௜ৢ(ࢇ −  (௜࢖
Logo, o vetor distância ࢊ = [݀ଵ, ݀ଶ, … , ݀௅]ৢ é dado por: 

ࢊ = ࢇഥࢁ  −  ഥ                                                                                   (4)࢖
sendo que, 
ഥࢁ  = [ഥ࢛ଵ, ഥ࢛ଶ, … , ഥ࢛௅]ৢ e ࢖ഥ = ൣഥ࢛ଵৢ࢖ଵ, ഥ࢛ଶৢ࢖ଶ, … , ഥ࢛௅ৢ࢖௅൧ৢ. 

A função objetivo “ߞ”, ou custo, é representada pela soma dos quadrados das distâncias entre o ponto a ser estimado e as retas que representam as marcações medidas pelo observador, sendo dada pela equação:  

ߞ = ෍ ݀௜ଶ
௅

௜ୀଵ
=  ଶ                                                                       (5)‖ࢊ‖

Considerando a Equação (5), tem-se que: 
ߞ = ࢊৢࢊ = ࢇഥࢁ) − ࢇഥࢁ)ৢ(ഥ࢖ −   .(ഥ࢖

Em seguida, calculando o gradiente da função custo em relação ao vetor ࢇ e igualando o resultado ao vetor nulo, ߞࢇߘ =૙, encontra-se a solução LS: 
ෝ௅ௌࢇ =  ഥ                                                                      (6)࢖ഥৢࢁଵି(ഥࢁഥ்ࢁ)
B. Algoritmo TLS  

De acordo com [12], a solução TLS para o problema de localização do emissor é dada por: 
ෝ்௅ௌࢇ = ࡭ৢ࡭) −  (7)                                                        ࢈ৢ࡭ଵି(ࡵௌଶߪ
onde ߪௌଶ é o menor valor singular da matriz [࢈ ࡭], 

࡭ = ൥
ଵߠ݊݁ݏ ⋮ଵߠݏ݋ܿ− ௅ߠ݊݁ݏ⋮ ௅ߠݏ݋ܿ−

൩ e ࢈ = ቎
ଵߠ݊݁ݏ௫భ݌ − ௅ߠ݊݁ݏ௫ಽ݌⋮ଵߠݏ݋௬భܿ݌ − ௅ߠݏ݋௬ಽܿ݌

቏. 

C. Algoritmo GHT 
A localização do emissor pode ser estimada através de um algoritmo baseado na transformada de Hough [13]. A GHT é uma transformação matemática que mapeia pontos do espaço de características (Feature Space - FS), ou entrada, em curvas no espaço de parâmetros (Parameter Space - PS). O algoritmo calcula a posição estimada realizando os seguintes passos [7-10]:  
1 . Cria-se uma tabela fixa, ou grade, como os parâmetros (x,y) que precisam ser estimados; 
2. Em cada ponto da tabela, a função densidade de probabilidade (pdf) condicional é avaliada, ݔ)݌,   :O resultado é acumulado na matriz A .ߚ dada a medida ,(ߚ|ݕ

,ݔ)ܣ (ݕ = 1
ܮ ෍ ,ݔ)݌ (௟ߚ|ݕ

௅

௟ୀଵ
 

onde ߚ௟ é a l-ésima medida de um total de L; 
3. A estimativa é tomada como a posição da tabela correspondente ao pico da probabilidade acumulada.  
A aplicação deste algoritmo com medidas de ângulos de chegada, e assumindo que os erros nas medidas dos mesmos são Gaussianos, a pdf acumulada é dada por:  

A(ݔ, (ݕ = 1
ܮ ෍ ݁

ି(ఏ೎೔ିఏ೔)మ
ఙഇ೗

మ

ఏ೔ߪߨ2√

௅

௜ୀଵ
                                                          (8) 
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onde ߠ௜  é ângulo medido pelo i-ésimo receptor; ߠ௖೔ =
ଵି݊ܽݐ ቀ௬ି௬೔

௫ି௫೔ቁ  é o ângulo calculado pelo i-ésimo receptor no 
ponto (ݔ௜ , ,ݔ) ௜) ao pontoݕ ఏ೔ߪ e (ݕ  é o desvio padrão dos erros 
das medidas dos ângulos para cada receptor.  
D. Algoritmo Minimax 

Neste novo algoritmo, a posição do alvo é estimada minimizando-se as distâncias máximas entre os possíveis pontos de localização do alvo e as retas que representam as marcações medidas pelo observador, desta forma, é encontrada a solução minimax. Uma abordagem mais aprofundada sobre a solução minimax, pode ser encontrada em [14-18]. Para o desenvolvimento deste algoritmo, utiliza-se a rotina “fminimax” do software MATLAB®. 
Uma interpretação geométrica para este algoritmo pode ser obtida para o caso em que três medidas de marcações estão disponíveis. A posição do alvo estimada, neste caso, é o incentro do triângulo formado pelas três medidas, conforme representado na Figura 3.  
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 3.   Interpretação geométrica para o algoritmo Minimax. 
IV. RESULTADOS DAS SIMULAÇÕES 

Com o intuito de avaliar o desempenho dos algoritmos, realizou-se simulações num cenário comum para todos os algoritmos, como representado na Figura 4. Neste cenário, duas plataformas aéreas estão se movendo a 400 m/s seguindo um caminho ondulatório: a plataforma 1 segue no sentido norte e a plataforma 2 segue no sentido leste, elas são capazes de medir as marcações de um alvo estacionário no mar na posição (40km, 70km). Considera-se que cada plataforma obteve 10 medidas de marcação e o desvio padrão dos erros das medidas é 0.02 radiano.  
A Tabela I apresenta a média aritmética dos erros RMS (root mean square error) das estimativas da posição do alvo para 1000 rodadas independentes, em quilômetros. O erro RMS para cada rodada é calculado da seguinte forma: 

ܧܵܯܴ = ට(௫ොି௫)మା(௬ොି௬)మ
ଶ                                                               (9)    

onde (ݔො, ,ݔ) ො) é a posição estimada eݕ  .é a posição verdadeira do alvo (ݕ
O algoritmo TLS apresentou um resultado mais preciso que os outros três. O algoritmo LS, por sua vez, apresentou um desempenho superior em relação aos algoritmos Minimax e GHT; o algoritmo GHT levou uma pequena vantagem quando comparado com o Minimax.   
A Figura 5 apresenta as estimativas da posição do alvo obtidas pelo algoritmo TLS para 50 simulações. De maneira semelhante, na Figura 6 estão as estimativas apresentadas pelo algoritmo LS. As estimativas do algoritmo GHT estão na Figura 7 e a Figura 8 apresenta as estimativas do algoritmo Minimax. 

Como pode ser observado, novamente o algoritmo TLS obteve as melhores estimativas, com resultados mais próximos ao alvo na posição (40km, 70km). O algoritmo LS apresentou estimativas melhores do que os algoritmos GHT e Minimax, que apresentaram resultados semelhantes, o GHT possuindo estimativas um pouco melhores que as do Minimax. 
 

Fig. 4.  Cenário para localização de um alvo com medidas de marcação. 
 
 

TABELA I.  ERRO RMS DAS ESTIMATIVAS PARA 1000 SIMULAÇÕES 
 Erro RMS (km) 
TLS  0.7968 
LS 0.8432 
GHT 2.1977 
Minimax 2.1985 

 
 

 

Fig. 5.  Estimativas obtidas pelo algoritmo TLS para 50 simulações. 
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Fig. 6.  Estimativas obtidas pelo algoritmo LS para 50 simulações. 
 
 

Fig. 7.  Estimativas obtidas pelo algoritmo GHT para 50 simulações. 
 

 

Fig. 8.  Estimativas obtidas pelo algoritmo Minimax para 50 simulações. 
 

V. CONCLUSÕES 
 O problema de localização de emissores eletromagnéticos foi abordado neste artigo. Os algoritmos de localização Total Least Squares, Least Squares, o algoritmo baseado na Transformada de Hough Generalizada e o algoritmo Minimax, que utilizam medidas de marcação, tiveram seus desempenhos comparados. As simulações foram desempenhadas em um cenário naval tático comum a todas as técnicas. O algoritmo TLS apresentou resultados mais precisos que os demais; ele foi seguido pelo LS, GHT e Minimax. Os dois últimos algoritmos apresentaram desempenhos semelhantes. Além disso, interpretações geométricas foram apresentadas para alguns algoritmos.   
Os algoritmos de localização de alvos apresentados neste artigo são algoritmos de lote (batch), onde todas as medições são efetuadas antes da aplicação do algoritmo estimador. Como trabalho futuro, pode-se explorar a recursividade dos algoritmos de modo que os dados de medição sejam recolhidos e imediatamente aplicados ao algoritmo de estimação da localização de emissores. Além disso, pode-se avaliar os algoritmos num cenário onde existam incertezas na posição do observador, que pode descrever trajetórias diversificadas e os erros nas medidas de marcação sejam modelados com outras distribuições, que não a distribuição normal.    
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