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Ruido Impulsivo Gaussiano Gatilhado por um
Processo de Markov e sua Aplicacdo em Sistemas
de Comunicacdao Digital

Evio da Rocha Aratijo, Wamberto J. L. de Queiroz e Marcelo Sampaio de Alencar

Resumo— Este artigo propoe uma nova abordagem do ruido
impulsivo composto pela soma de um processo gaussiano 7,(t),
usado para modelar o ruido permanente presente no sistema de
comunicacio, e de um componente impulsivo C'(¢)n;(¢), descrito
pelo produto de um sinal aleatério C({) por um processo
gaussiano 7);(¢). O sinal aleatério C(t) modela a ocorréncia
aleatéria de 7;(¢) no tempo, ou seja, C(t) apresenta pulsos que
iniciam em instantes aleatérios e tém duracio aleatéria. Esse
estado aleatorio de C'(¢) pode ser modelado por uma cadeia de
Markov de dois estados e facilita a obtencao de expressoes exatas
para a avaliacio da probabilidade de erro de bit de esquemas de
modulacdo como 0 M-QAM, sujeito a esse tipo de ruido.

Palavras-Chave— Ruido impulsivo gatilhado, Processo de Pois-
son, Processo de Markov, Processo Gaussiano.

Abstract— This article proposes a new mathematical approach
to characterize the impulsive noise, which is written as the
sum of a Gaussian process 7,(¢), used to model the permanent
noise present in the communication system, and an impulsive
component C'(t)n;(t), described by the product of a random
signal C(t) by a Gaussian process 7;(¢). The random signal C'(t)
models the random occurrence of 7;(t) in time, this is, C'(¢) has
pulses that start at random instants and have random duration.
This random behavior of C(¢) can be modeled by a Markov
chain of two states and permits to write exact expressions to
evaluate the probability of bit error for modulation schemes,
such as M-QAM, subject to this type of noise.

Keywords— Gated impulsive noise, Poisson process, Markov
Process, Gaussian process.

I. INTRODUCAO

O ruido de natureza impulsiva é comum em sistemas
de comunicagdes digitais [1] e tem motivado o estudo de
novos modelos que auxiliam o desenvolvimento de técnicas
de mitigacdo de seus efeitos [2], [3], [4]. Quando se fala em
ruido impulsivo, é razodvel considerar que tanto os intervalos
de tempo entre suas ocorréncias quanto os intervalos de
tempo de sua atuacdo, denominados pulsos ruidosos, sejam
aleatdrios. Parece razodvel também supor que a quantidade de
pulsos em um determinado instante ¢ seja caracterizada por
uma distribuicdo de Poisson de taxa A e, consequentemente,
os intervalos entre ocorréncias de pulsos sejam modelados
por uma distribuicdo exponencial, que é a distribui¢do que
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caracteriza intervalos entre ocorréncias de eventos do processo
de Poisson. Em [5], por exemplo, € apresentada uma discussao,
a partir de medi¢des obtidas em redes de telefonia alemas e
britanicas, que permitem consolidar essa tese.

Fernandez [6] verificou em um estudo voltado para sis-
temas de TV digital, a partir de sinais gerados por diferentes
fontes ruidosas, que nos intervalos em que os pulsos ruidosos
ocorrem sua variacdo de intensidade pode ser caracterizada
por um processo gaussiano. Considerando também que haja
no sistema de comunica¢do um componente ruidoso que atua
ininterruptamente e que possa ser modelado por um processo
gaussiano, chega-se a conclusdo que o ruido total que atua
no sistema é uma soma de um componente ininterrupto e de
um componente que atua em intervalos aleatérios, como se
estivesse chaveado.

E na modelagem desse componente ruidoso impulsivo que
estd o diferencial deste trabalho. Nessa abordagem € proposto
um processo aleatdrio discreto e definido em tempo continuo,
C'(t), para caracterizar tanto os intervalos entre pulsos ruidosos
quanto a variacdo da intensidade desses pulsos. Os pulsos
ruidosos podem ser escritos como o produto de C(t) por um
processo gaussiano. Por meio da caracterizacdo do processo
aleatério C(t) pode-se modelar os intervalos em que os pulsos
ruidosos atuam e os intervalos em que somente o ruido
permanente atua.

De acordo com o conhecimento dos autores, esse método
ndo havia sido proposto ainda e o estudo de ruido impulsivo
composto tem sido feito por meio de fun¢des densidade de
probabilidade (fdps) denominadas misturas gaussianas, obtidas
a partir de ajustes de dados de medi¢cdes empiricas. As
misturas gaussianas ndo representam, entretanto, os intervalos
de tempo nos quais o ruido atua de forma impulsiva.

A principal vantagem desse método € sua generalidade, pois
o sinal aleatério modulante C'(t) pode ser caracterizado por
diferentes processos discretos, de acordo com o comporta-
mento do componente impulsivo que se deseja modelar. A
principal ideia por trds dessa abordagem é reescrever a fungdo
massa de probabilidade (fmp) do processo discreto C(t) como
uma funcdo densidade de probabilidade (fdp) por meio do
impulsos de 4rea unitiria. E esse procedimento que permite
que se obtenha uma fdp simétrica para o ruido total e que se
possa avaliar, por meio de expressdes exatas, sua influéncia
no desempenho de um receptor 6timo com modulacdo digital
M-QAM.
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II. MoDELO DO RUIDO IMPULSIVO GATILHADO

A partir da andlise de dados provenientes de medigdes,
como os resultados apresentados em [7], [8], pode-se pro-
por que o ruido impulsivo gatilhado seja modelado por um
componente ruidoso permanente, representado por 7,(t), do
tipo AGWN (Additive White Gaussian Noise) de média nula e
variancia o2, adicionado a um componente ruidoso modelado
pelo processo aleatério C(t)n;(t) que atua em instantes de
ocorréncia, duracdo e amplitude aleatdrias. As variacdes de
intensidade desse componente impulsivo sdo caracterizadas
pelo processo AWGN 7);(t) de média nula e varidncia o?. A
ocorréncia aleatéria do componente impulsivo é caracterizada
pela modulagido em amplitude de 7;(¢) pelo processo aleatério
definido em tempo continuo C(t).

O comportamento do ruido de natureza impulsiva, obser-
vado em [6], [8], também sugere que tanto os instantes de sua
ocorréncia quanto a sua duragdo sejam aleatdrios e que possam
ser modelados como um sistema de fila simples, caracterizado
por uma cadeia de Markov de tempo continuo de dois estados
que representam, respectivamente, a presenca e a auséncia de
ruido impulsivo. A vantagem de fazer essa analogia com a fila
€ que como a ocorréncia do ruido impulsivo € modelada pelo
processo homogéneo de Poisson, pode-se usar resultados da
teoria de filas para descrever o comportamento do processo
C(t), que modula o componente gaussiano 7;(t) e caracteriza
sua sobreposi¢do, de forma aleatéria, ao componente perma-
nente 1,(¢).

A expressdo matemadtica do processo aleatdrio que descreve
o ruido proposto 7(t) pode ser escrita como

n(t) = ne(t) + C()ni(t) (1)

e sua fungdo densidade de probabilidade, f, (7)., pode ser
obtida primeiro reescrevendo a fmp do processo discreto C'(t)
como uma fdp por meio do impulso de drea unitiria e em
seguida calculando-se a fdp do produto das varidveis C(t) e
ni(t) [91.

Ap6s calcular a fdp da varidvel soma 7,(t) + C(t)n;(t),
pode-se escrever f, ;) (1) como

2

pe) (ck) exp (_ Uk )
27(02 + 02c2) 2(02 +oict))’
2
em que a distribui¢do de probabilidade das amplitudes de C'(t)
¢ dada por [9]

Iowy() =

) =Y pew(cr)d(c— ), 3)
!

com peyy(cr) = P{C(t) = c}. A Figura 1 apresenta uma
realizacdo do processo 7(t) em um intervalo de 0,5 segundos.
Nota-se na Figura 1 a natureza aleatéria do componente
n;(t), principalmente os instantes aleatrios nos quais esse
componente se sobrepde a0 componente permanente.

O principal beneficio de verificar que tanto 7;(t) quanto
ng(t) podem ser modelados por processos gaussianos de
média nula é a simetria obtida para a fdp de 7(t). Embora
Jny(n) ndo seja uma fdp gaussiana, ela é composta por
uma soma ponderada de fdps gaussianas e essa caracteristica
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Fig. 1. Fungdo amostra do ruido aditivo composto 7(¢) obtido usando
Simulink®

facilita a avalia¢do da probabilidade de erro de bir - BEP (Bit
Error Probability) de sistemas digitais com receptores 6timos
de méxima probabilidade a posteriori - MAP (Maximum a
Posteriori Probability).

IT1I. CARACTERIZACAO DO PROCESSO MODULANTE

Considere que o sinal modulante C(t) apresentado na
Secdo II seja formado por pulsos que ocorrem em instantes
aleatdrios t,, e t€ém duragao aleatdria 7,,. Nesse modelo, o pulso
ocorre no instante ¢,, € permanece com amplitude unitria por
um intervalo de tempo de ¢, a ¢, + 7,. Tanto as varidveis
t, quanto 7, sdo consideradas independentes e identicamente
distribuidas. Considere ainda que as variaveis ¢,, correspondem
aos instantes de ocorréncia de eventos de um processo de
Poisson de taxa A. Nesse caso, C'(¢) pode ser escrito como

o0

Z Pn (t - tn)7 (4)

n=—oo

o) =

em que p,,(t) representa o n-ésimo pulso retangular de ampli-
tude unitéria e duragdo aleatdria 7, e o pulso p,(t) pode ser
escrito na forma

(t) _ ]-v 0<t< Tn
Pnll) = 0, caso contrario.

Para obter a distribui¢do de probabilidade das amplitudes
de C(t), note que C(t) pode ser visto como um processo de
Markov com dois estados. Desse modo C(t) fica no estado ”0”
com probabilidade po(t) e no estado ”1” com probabilidade
p1(t). Se tq, ta, -+, t, sdo os instantes em que C(¢) muda
do estado ”0” para o estado ”1” e 7y, T9, --+, T, S30 OS
intervalos de tempo em que C(t) permanece no estado 717,
entdo o tempo que todo o sinal C(¢) permanece no estado ”0”
pode ser escrito como

TO = Z(tn - tn—l - 7_77,—1)- (6)

n

®)

Dado que os instantes de inicio ¢,, de cada pulso correspon-
dem aos instantes de ocorréncia de um processo de Poisson de
taxa A, entdo os intervalos entre ocorréncias t€m distribuicdo
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exponencial com média 1/\. Adicionaremos, dado que as
varidveis X,, = t, — th,—1 — Th—1 S30 independentes e
identicamente distribuidas com média myx, entdo o tempo
médio de duragdo do estado ”0” pode ser escrito como mx =
Elt, —tp_1] — E[1ph—1] = % — i, em que i € o valor médio
das variaveis i.i.d 7,,.

As probabilidades de estado p;(t) (: € {0,1} para um
processo de dois estados) podem ser calculadas a partir da
equagdo de Chapman-Kolmogorov [9]

dp;(t
7295#( ) _ Z%’jpi(t)- (7

(2

Nesta equagdo, ;; representa a taxa na qual um processo
aleatério X (t) entra no estado j a partir do estado i. As
taxas nas quais o processo permanece no mesmo estado sio
consideradas negativas. Além do mais, de acordo com a Teoria
de Cadeias de Markov, a proporcdo de tempo no estado ¢ é
o reciproco do tempo médio no estado ¢. Assim, para um
processo aleatério com apenas dois estados, como € o caso do
processo C'(t) proposto neste artigo, as taxas 7;; sdo dadas
port _ 1 =2 _ 1 _ 2
700—:,77)(— T-An ’701—,,71(— Ton ®)
Yo = 4

Y= Ty

Desse modo as equagdes de Chapman-Kolmogorov do pro-
cesso C(t) podem ser escritas como [9]

dpo(t - 1
Pl — )+ ()
©
dps (¢ A 1
= T~ )

Usando o fato que po(t) + pi1(t) = 1 e considerando as
probabilidades no instante inicial, pp(0) e p;(0), pode-se
escrever, apos a resolucdo das Equacgdes diferenciais lineares
de primeira ordem descritas na Eq. 9, que

po(t) = (1 — M) + (po(0) — (1 — Ap)) exp <M>

e
pr(t) = A+ (p1(0) — M) exp ( ! )
1(t) = 1(V) = |-
(1= Ap)

(10)
Note ainda que
an
Finalmente pode-se calcular a fdp do ruido n(¢) a partir da

Equagdo 2. Substituindo as probabilidades p¢ 1) (cx) por po(t)

e p1(t), obtém-se
2
exp ()

4 /27r0§

A. Cdlculo da Probabilidade de Erro de Bit para o Esquema
M-QAM

Para avaliar a influéncia desse modelo de ruido con-
sidere um receptor O6timo baseado no critério da mdxima

Am po(t) =1—Au e lim pi(t) = Ap.

2
exp (_ 2(Ué7+0'i2) )
2n(02 + 03) '
12)

Faey (1) = pol(t) + p1(t)

verossimilhanca. Esse receptor 6timo toma suas decisdes
baseado na minimizardo da distiancia euclidiana entre o vetor
de sinal transmitido e o vetor de sinal recebido [10].

Com base nesse critério, considere que o sinal recebido em
um instante ¢ qualquer € escrito como

T=58mtn (13)

em que 7 € uma amostra de ruido descrito pela Equagao 1 e
Sm € a representacdo, no espago de sinais, do m-ésimo sinal de
um esquema de modulagdo M-PAM (M -ary Phase Amplitude
Modulation). Esses sinais podem ser representados no espago

de sinais como vetores cujos elementos sdo s,, = ,/%EgAm,
m=1,2,---, M, em que E, representa a energia do pulso
bésico associado a cada sinal s,,. As amplitudes A,, podem
ser escritas como A, = 2m —1—M)d, m =1,2,--- | M
e d € a distancia euclidiana entre dois simbolos vizinhos da
constelacdo M-PAM. Nesse esquema de modulacdo, um erro
de deteccdo é cometido quando o receptor 6timo calcula a
distancia euclidiana entre o sinal recebido r e um dos M
sinais s,, do esquema M-PAM e essa distancia, em mddulo,
¢ maior que metade da distincia entre dois sinais, ou seja
quando |r — s,,| > dy/3E,. Como a constelagio M-PAM
¢ unidimensional, se seus M simbolos (que representam os
M sinais s,,) forem dispostos igualmente espacados por uma
distancia d ao longo de uma reta, entdo havera M —1 intervalos
de decisdo entre os simbolos. A probabilidade média de erro de
decisdo € entdo obtida somando os erros cometidos ao longo
dos M —1 intervalos entre os simbolos s,,, € tomando a média
pelo nimero de simbolos M. Desse modo, essa probabilidade
de erro de simbolo Ps pode ser escrita como [10]

/1
|T_877L| > d §Eg

Como o ruido 7(t) é caracterizado por uma distribui¢do de
probabilidade simétrica com média nula, entdo Ps pode ser
escrita, com base na Equagdo 2, como

M-1 2pc(r) (k)

M= \/27(02 + a7 c})

R )
X exp | —————5—5 | dz
d\/E, /2 202 +07c})

Fazendo a substituicdo z = 4 /0'3 + afciv, pode-se reescrever
P, como

1

Py = M(M -1)pP (14)

P, =
15)

2(M —-1) d?FE
Po=——> pom(c)Q || 57222 |- (10)
M zk: 2(02 +olc})

Usando o fato que a relacdo entre a energia do pulso g(t),
Eg, e a energia média do sinal s,,,, Fyy, pode ser escrita como

10
[10] 6

T MP-1

a probabilidade P; sob o ruido proposto 7(¢) pode ser reescrita

&E, Ea, (17)
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como

P, = w zk:pC(t)(Ck)Q <\/(

(vi + 'chi)
(18)
emque%:%evg:%
bit.
Para o esquema de modulacio M-QAM a probabilidade de
erro de simbolo P pode ser escrita, de acordo com [10], como

Po=1-(1- P 5)° (19)

em que Pl a7 bode ser calculada, a partir da Equagéo 18,
como

sdo as relagdes sinal ruido por

Pyl ar =2 (1 - \/1M) ;Pcu)(%)

X Q 31go (M )iy
(M =1)(vi +v9c3) )’

em que y; = % €Yy = J]\% sdo as relagdes sinal ruido por

simbolo. A principal desvantagem da Expressdo 19 é que ela
dificulta o calculo da BEP sob efeito do desvanecimento por
conta do termo ao quadrado. Como o cédlculo da BEP, neste
caso, teria que ser realizado avaliando a média da expressdo
de P pela fdp da SER para o desvanecimento verificado no
canal, o cédlculo da integral

&:APMMHMmmg

seria mais complexo porque envolveria o quadrado da fungdo
Q(x) ou erfe(x).

Essa dificuldade pode ser contornada expressando a BEP do
esquema M-QAM sob ruido branco, P(e|v,), por meio das
expressdes apresentadas no artigo de Cho-Yon em 2002 [11],
como

(20)

2y

1 log, VM
By(elyg) = ——= By (k), (22)
g logy VM P
em que P,(k) pode ser escrita como
1 (1-27F)vM-1
By(k) = —= {w(i, k, M)

VM -

=0 (23)

em que os coeficientes w(i, k, M) sdo dados por

w(i, b, M) = (-1) LV ] (2’“—1 - V A 1J> ,

VM 2
(24)

vg = Ep/Ny denota a SER por bit e || denota o maior
ndmero inteiro menor igual a x.

O termo erfc ((Zz +1) %) na Expressdo 23 cor-

responde a duas vezes a probabilidade de que o ruido exceda

6Ly
2(02 + ofcy)

M2 —1)
M — logy (M)
AM —1) i =) zk:pc(t)(czc)Q (\/(MS gi)( i/ ) :

. 3log, ME,
(2i+1) 72(%\/[71)’“

Q(z), tem-se

. Assim, escrevendo em termos da fungao

P{Z><2m> W}

2(M — 1)

3(2i + 1)%logyM g%
—9 ’
;pcu)(Cz)Q <\/ (M—-1) (y+ %;C?))
(25)

. E . O/
emque’}/z—me’}/‘q—Nig.

Substituindo o dltimo somatério da Equagdo 25 na
Equagdo 23, pode-se reescrever Py (k) como

9 (1-27%)vM-1
= T Z w(iak7M)ZpC(t)(cl)
M =0 { l
YgYi

3(2i + 1)2logy M
XQ(V (M 1) <w+w@>}

O cdlculo da probabilidade de erro de bit do receptor 6timo,
para o modelo de ruido modulado apresentado na Equagao 1,
pode ser realizado com a Equagdo 26, apenas substituindo
a distribui¢do de probabilidade pc(4)(c) pela distribui¢io de
probabilidades obtida na Equac¢do 10 ou na Equacdo 11.
Assim, para o esquema M-QAM a probabilidade P,(k) pode
ser escrita como

Py(k)
(26)

9 (1-27")VM-1
Py(k) = — > {w(i,k,M)x
VM i=0

3(2i + 1)%logo M 4
p1(t)Q <\/ (1) M+ 79)> 27

mQ (\/3(% + 1)210g2M%> ] }

(M —1)
IV. AVALIACAO NUMERICA DA BEP

A Figura 2 apresenta as curvas da BEP do esquema 256-
QAM para o receptor 6timo sob o efeito do ruido composto
n(t). As curvas sdo tragadas em fun¢io da relagdo sinal ruido
permanente, 4, para diferentes valores do produto Ay (taxa
de ocorréncia dos pulsos x duracdo dos pulsos) e relagdo sinal
ruido impulsivo ~; = 20 dB. Nota-se pela Figura 2 que a BEP
aumenta & medida que a probabilidade p; (t) de C(t) estar no
estado 1 (P{C(t) = 1}) aumenta. Quanto mais tempo C'(¢)
permanecer em estado 1 maior serd o tempo de atuacdo do
componente ruidoso 7);(t) adicionado ao ruido permanente.
Na Figura 3 as curvas da BEP foram tracadas em fungdo da
relagdo sinal ruido permanente 7, para diferentes valores da
ordem M da constelagdo M-QAM, para ; fixo em 20 dB
e probabilidade p;(t) igual a 0,5. Neste segundo grupo de
curvas, a probabilidade de C(t) estar no estado 1 é igual 4
probabilidade de C(t) estar no estado 0. Como as constelagdes
maiores, como as 256-QAM e 1024-QAM, sdo mais densas e
tém simbolos mais préximos, o ruido composto impde mais
erro a essas constelagdes. Note também que quando vy, > ;
entdo a poténcia do ruido impulsivo € maior que a poténcia
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Fig. 2. Probabilidade de erro de bir do esquema 256-QAM sob efeito
do ruido impulsivo composto 7(t) para ~y; fixo e diferentes valores
da probabilidade pi(t) de C(t) estar no estado 1.
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Fig. 3. Probabilidade de erro de bir do esquema M-QAM sob feito
do ruido impulsivo composto 7(t) para v; = 20 dB, p1(t) = 0.5 ¢
diferentes valores da ordem da constelagdo M.

do ruido permanente. Entretanto, como o tempo de atuacdo
do ruido impulsivo é menor, os erros de deteccdo do receptor
6timo sdo causados com mais frequéncia pelo componente
ruidoso permanente e nesse caso o receptor volta aos seus
niveis convencionais de erros de deteccao.

O terceiro grupo de curvas da Figura 4 apresenta a BEP do
esquema 64-QAM em funcdo da probabilidade p; () de C(¥)
estar no estado 1 para diferentes valores da relacdo ; e para
74 fixo em 20 dB. Na Figura 4, quanto mais proximo de 1 for
p1(t), mais atuante serd o componente do ruido impulsivo e
consequentemente maior serd a probabilidade de erro de bit.
Do mesmo modo, quanto menor for a relagdo ~;, maior sera a
poténcia do ruido impulsivo 7;(t) e maior serd a probabilidade
de erro.

V. CONCLUSOES

Neste artigo foi apresentado um novo modelo para o ruido
impulsivo composto por um componente permanente 7 (t)
e um componente impulsivo C(t)n;(t). O termo C(t)n;(t)
caracteriza um componente ruidoso que se sobrepde ao ruido
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Fig. 4. Probabilidade de erro de bir do esquema 64-QAM sob efeito
do ruido impulsivo composto 7(t) para 7, = 20 dB e diferentes
valores de ;.

n4(t) em instantes aleatérios caracterizados por um processo
de Poisson de taxa A e tem durago aleatéria com valor médio
w. A expressdo da BEP obtida para o esquema M-QAM,
para o receptor 6timo sob critério de méaxima probabilidade
a posteriori, foi escrita em termos da probabilidade de C'(t)
estar no estado 1. Quanto maior for p; (¢) maior é o tempo de
atuacdo do ruido impulsivo e pior é o desempenho do receptor.
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