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Codigos Espaco-Temporais de Trelica
Baseados na Teoria de Reticulados

Dijiani Ludovino Guanais, Edson Donizete de Carvalho e Jozué Vieira Filho

Resumo—Neste trabalho é proposto um procedimento para
desenvolvimento de cddigos espago-temporal de trelica, com
diversidade de modulagdo maxima, a partir de uma
generalizacdo da técnica de geracdo de quadrados latinos. Essa
extensdo é baseada em resultados da teoria de reticulados e de
constelagdes de sinais casadas a grupos aditivos.
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Abstract—This work proposes a systematic procedure for
developing space-time trellis codes with full diversity
modulation which is based on the technique used for generating
latin square. The proposed procedure is an extension of several
results obtained from lattices theory and signals constellations
matched to additive groups .

Keywords—space-time codes, rotation signals constellations,
modulation diversity.

I.  INTRODUCAO

O estudo de novos cddigos é algo fundamental para o
desenvolvimento de sistemas de comunicacdes sem fio cada
vez mais eficientes, seja na capacidade de uso de canais,
otimizagdo no uso de espectro ou simplesmente robustez nas
transmissGes com baixa poténcia.

Considere um sistema de comunicagdo modvel com
modelo de canal do tipo Rayleigh e desvanecimento plano
quase-estatico configurado com n, antenas transmissoras e
n,antenas receptoras. Tarokh et. al. [1] demonstraram que a
codificacdo espacial-temporal, obtida a partir dos estados de
uma trelica, permite obter-se um sistema de comunicacéo
eficiente, tanto em termos de poténcia como também em
termos de largura de banda, considerando um canal ruidoso.
Na literatura estes codigos sdo denominados de codigos
espaco-temporal de trelica (CETT), pois consideram
simultaneamente diversidade espacial e temporal. Esta
técnica tem despertado cada vez mais o interesse da
comunidade da teoria de informagédo porque permite explorar
de forma completa diversidade na transmissdo e na recepcao.

A codificagdo na dimenséo do tempo garante que o ganho
de diversidade seja atingido sem comprometer a taxa de
transmissdo. A cada instante de tempo t, n; palavras-codigos
complexas sdo transmitidas simultaneamente através de
blocos de comprimento I, dados por n.(cZ, ... ,cff), para
t=1,..,n,. O sinal recebido pela antena j,j = 1,2, ..., n;,
corrompido pelo desvanecimento do canal é obtido pela
seguinte equagéo:

) =3k, o ¢fEs + 1, (1)
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onde E; representa a energia média do sinal transmitido; n; é
0 ruido aditivo Gaussiano branco complexo (do inglés:
Additive White Gaussian Noise - AWGN) com média zero e
variancia No/2 por dimensdo; a;; denota 0 desvanecimento
presente ao longo do caminho da i-ésima antena transmissora
a j-ésima antena receptora.

Considerando que os CETT séo definidos por estruturas
de trelicas, pode-se implementar uma decodifica¢do usando o
algoritmo de Viterbi, o qual faz uso da métrica Euclidiana. O
ganho de codificacdo entre a i-ésima antena transmissora € a
j-ésima antena receptora permanece constante durante um
quadro de transmissdo, mas muda de forma independente de
um quadro para o outro.

Dado um par de palavras c e e, considere P(c = e) como
sendo a probabilidade de um decodificador de maxima
verossimilhanga decidir erroneamente pela palavra codigo
e =ele? . elele?...e}. el el ..el*, dado que a palavra
transmitida tenha sido ¢ = cic? ..clcic? ...ch...clct ...cl.
Assumindo que os pardmetros associados ao desvanecimento
a;; sejam conhecidos, entdo pode-se mostrar que o limite

superior da probabilidade
P(c-e|a,i=12,..,nj=12,..,m) é exponencial e
igual a

1 d?(c,e)E;

Da equacéo (2) tem-se:
2
2 — ym
d*(c,e) = X%y Niey i(ci=el) @)

Desenvolvendo a Equacdo (2) obtém-se d?(c,e) na
forma:

d*(c,e) = 12 L1 Dk= 1@, al](cl’ et)(ct —ep), (4)
onde a barra superior, como em @, representa complexo
conjugado do elemento a.

A equacdo (4) pode ser reescrita matricialmente como:

d*(c,e) = XL, Q AQ, (5)

onde Q@ = (ayj, @z, ...y ;)¢ Q= (“_1,1 oy a—n])

As entradas A,, da matriz A sdo obtidas pelos produtos
internos A, = t_1(c? —e?) (cT—ef)). Ao substituir
d?(c,e) na Equagdo (5), verifica-se que a probabilidade de
erro com relacéo ao par

P(c - e|a”,l =12,..,nj=12, ...,m) é limitada
superiormente de acordo com a equacao (2).
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O ganho de diversidade é definido como o expoente da

relagdo sinal/ruido (SNR) GTSO) e representa a inclinacdo da
curva de probabilidade de erro versus a SNR.

Em [2], os autores obtiveram diversidade de modulacéo
maxima para canais de comunicacdo do tipo Rayleigh com
desvanecimento plano quase-estatico via codificagdo espago-
temporal. Tal codificacdo foi realizada através de uma
sequéncia de rétulos qi dos estados de uma trelica dados por
qiq? ..q;T, que sdo elementos de um grupo aditivo H de
cardinalidade prima. Tais grupos foram denominados pelos
autores de cddigo de grupo. Ja a decodificacdo foi feita
através da métrica Euclidiana definida na Equagéo (3).

Neste trabalho mostra-se que o procedimento proposto em
[2] é obtido como uma consequéncia natural dos rétulos dos
estados da trelica serem provenientes de um codigo de grupo
aditivo de cardinalidade prima, cujos elementos s&o
identificados por sinais de uma constelagcdo rotacionada
provenientes dos reticulados Z? e A,. Como consequéncia a
diversidade de modulagdo maxima € atingida.

Através de resultados da teoria de reticulados e de
constelacdes de sinais casadas a grupos aditivos provenientes
dos reticulados Z? e A, [3] é proposta uma sistematizacdo do
procedimento de geracdo de codigos de grupos.

Por fim, mostra-se que o procedimento é verificado
quando p = 2 ou p = 1 mod 4 para as constela¢des de sinais
que sejam provenientes do reticulado Z2, ou quando p = 3 ou
p =1mod 6, para as constelacbes de sinais que sejam
provenientes do reticulado A,.

Il.  RETICULADOS E CONSTELAGCAO DE SINAIS
A. Reticulados

Um reticulado A é um conjunto infinito de pontos em R"
que herda uma estrutura de grupo aditivo, 0 que representa
uma ferramenta algébrica-geométrico importante no estudo
da teoria de informacdo, principalmente em problemas
relacionados a teoria de codigos.

Diz-se que A é um reticulado de dimensdo n completo
em R", se existe um conjunto de vetores dado por B =
{vy, ... ,vy} linearmente independente em R™, tal que, A seja
gerado por B, isto é A={&x=X",MviMEZ"} O
conjunto B é chamado de base do reticulado. Neste trabalho,
sdo considerados apenas os reticulados completos.

Associada a uma base B existe uma matriz geradora M de
ordem n X n, onde as n colunas sdo formadas pelos n vetores
de base B e as n linhas sdo obtidas a partir das n coordenadas
dos vetores da base B. Cada vetor x = (X4, ... ,X,) € A pode
ser escrito na forma x =& vy + -+ & v, = EM, onde o0s

elementos &, sdo inteiros e § = (€, ... ,& ).
Define-se a norma N de um vetor x € A da seguinte
forma:

n n
NGO = Gva+ o4& = ) D g g
i= j=
=&G.E" = f(9), (6)
onde G=M.MY e MY™ representa a matriz transposta
conjugada de M.

A fungdo f(&) de mvariaveis &, .., € chamada de
forma quadratica associada ao reticulado A.

Exemplo 11.1: O reticulado A = Z? é gerado pela base
B = {vq,vy}, 0onde v; = (1,0) e v, = (0,1) tem como matriz

geradora Lo
M=(0 1).

A forma quadrética associada a cada elemento & € 72 é
dada por f(&) = & + &. O reticulado Z? ¢ identificado de
forma natural pelos inteiros de Gauss Z[i] = {x +iy|x,y €
Z}, onde i = —1. Cada elemento (x,y) € Z? corresponde de
forma biunivoca a um Unico elemento x + iy € Z[i].

Exemplo 11.2: O reticulado A = A,( também, conhecido
por reticulado hexagonal) é gerado pela base p = {vq,v,},

ondev, = (1,0) ev, = G‘/Z—E) e tem como matriz geradora

1 0
M=<1 ﬁ).
2 2

A forma quadratica associada a cada elemento & € A, é
dada por f(&) = &% + & &,+&2. O reticulado A, é identificado
de forma natural pelos inteiros de Eisenstein-Jacobi Z[w] =

{x + oylx,y € Z}, onde o = 15 Cada elemento x,y) €

A, corresponde de forma biunivoca a um Unico elemento
X+ oy € Z[o].

B. Constelacdo de Sinais

Uma constelacdo de sinais U é um subconjunto discreto
de pontos em R™.

A diversidade de um sistema de comunicacBes pode ser
aumentada, usando-se constelagdes especificas de sinais, por
meio de diversidade de modulacdo [3]. Tal diversidade pode
ser definida como sendo o nimero minimo de componentes
distintas entre dois vetores de uma constelacdo de sinais S n-
dimensional, ou seja, a distdncia minima de Hamming em S.
Geometricamente, a diversidade de modulagdo é
caracterizada pela acdo de uma rotacdo na constelacdo S, de
modo que o nimero de componentes distintas seja maximo.
A Fig. 1 ilustra bem este procedimento para uma constelagdo

de sinais bidimensional com 4 sinais [3].

Fig. 1. Exemplo de constelagdo de sinais

As constelacBes de sinais obtidas via rotacdo sdo
conhecidas por constelagcbes de sinais rotacionadas. Em
espagos euclidianos n-dimensionais, as constelagbes podem
ser caracterizadas como um reticulado na forma cubica do
tipo Z™. Assim, um ponto x da constelacdo rotacionada é
obtido pela acdo de uma matriz M em u,0u seja, € 0 conjunto
dos pontos {x = uM,u € Z"}. No caso, bidimensional a
matriz de rotacdo tem a forma
M = ( ab 2) coma,b €Z , satisfazendo a condigdo
a® +b% =1.

Outra versdo das constelagdes de sinais rotacionadas
existentes em espagos euclidianos, mas apenas para 0s casos
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que sejam da forma 2n-dimensionais, sdo as constelacdes
caracterizadas como um reticulado da forma A,". Assim, um
ponto x da constelagdo rotacionada é obtido pela acdo de uma
matriz M em u, ou seja, € o conjunto dos pontos {x =
uM,u € A,™}. No caso, bidimensional a matriz de rotacéo
tem a forma:

a b

M= <2a+b _ij),coma,b EZ , satisfazendo a
2 2

condigdo a® +ab + b* =1.

Huber em [4], [5] e Nobrega et.al. em [6] propuseram
procedimentos algébricos para se obter constelagdes de sinais
casadas a grupos aditivos provenientes da estrutura aditiva
dos corpos de Galois GF(p). Esses procedimentos foram
baseados em resultados cléssicos da teoria dos nimeros, na
qual tem-se: se um inteiro primo p é escrito como soma de
quadrados de inteiros, isto é, se p = a? + b?, com a,b € Z,
ou se p é escrito da forma p = a? + ab + b?, com a,b € Z,
entdo,

e dado um inteiro primo p, existe uma constelacdo de
sinais U de cardinalidade p proveniente do
reticulado Z[i] casada ao grupo aditivo G do corpo
de Galois GF(p) sep = 2oup = 1 mod 4 [4] e [6];

e dado um inteiro primo p, existe uma constelagdo de
sinais U de cardinalidade p proveniente do
reticulado Z[w] casada ao grupo aditivo de GF(p)
sep =30up =1mod 6 [5] e [6].

Carvalho et. al. [7] estendeu os resultados apresentados

em [4],[5] e [6], mostrando que:

e dado um inteiro primo p, existe uma constelacdo de
sinais U de cardinalidade p™ (n = 1) casada a um
grupo aditivo G de cardinalidade p™, se p=2 ¢
p=1mod4 ousep=3ep=1mod6 a partir
dos reticulados Z[i] e Z[w], respectivamente.

O procedimento proposto em [7] para se estabelecer um
método de construcdo de uma constelacdo de sinais U de
cardinalidade p™, casada a um grupo aditivo G de
cardinalidade p™, equivale do ponto de vista algébrico,
determinar ideais I em Z[0] (para 8 =i ou w) de norma
relativa p™, que satisfacam a condicéo de que G = Z[0]/I.

Assim, os elementos de G podem ser vistos como classes
de equivaléncias de Z[6], cujos representantes sdo dados por
0,.. ,p™" 1 — 1. Desde que 8 € Z[6], segue-se entdo que @
pertence a alguma classe lateral 5 € Z[8]/I, com 0 <s <
p™ — 1, onde a norma relativa de 6 é s. Ao tomar-se um dado
elemento x + y@ pertence a alguma classe lateral [ € Z[8]/I,
com norma relativa [, onde 0 <s<p"—1, obtem-se,
x+yd=x+ys=x+tys=1L

Entdo, tem-se que:

x +y0 = l(modl) © x + ys = l(modI) (7)

Assim, um elemento [ € G € um ré6tulo de um ponto
x+y0 €Z[A], se a equagdo x + yr = l(modp™) for
satisfeita. Para tal, basta encontrar uma Unica solucdo r € Z
para a equagdo x + ys = 0(modp™), onde 0 <s <p" —
1[4].

Exemplo I1.1: Considere p = 5. Nota-se que existe um par de
inteiros (2,1) tal que 22 + 12 = 5. Logo, existe um ideal I =
(2 + i) € Z[i] e uma constelacdo de S de cardinalidade 5
proveniente do reticulado Z[i], casada ao grupo aditivo do
corpo de Galois GF (5) isormofo ao grupo quociente Z[i]/I.

Nota-se que r = 3 é uma solucdo inteira de 2 + s = 5. Entdo,
o rotulo do elemento x + yi em Z[i] é obtido a partir da
equacdo x + 3y = lmod5.

De forma anéloga, considerando p = 7, encontra-se um
par de inteiros (2,1) tal que 22 + 2.1+ 1% = 7. Para este
caso, obtém-se uma constelacdo de sinais S de cardinalidade
7 a partir do reticulado Z[w], porém, casada ao grupo
aditivo proveniente do corpo de Galois GF(7) isomorfo ao
grupo quociente Z[w]/I, onde I = (2 + w).

Motivados por aplicacbes em CETT, sdo consideradas
constelagdes especiais de sinais de cardinalidade m?
(comm sendo uma poténcia de um inteiro primo) a partir de
reticulado Z[6](para & = i ou w). Porém, os pontos precisam
ser rotulados por elementos de grupos quocientes aditivos G
de cardinalidade p™, como proposto em [7]. Em outros
termos, assume-se S ={j+ k0 € Z[0],j € {0, ...,p™ —
1}; k € {0,...,p" — 1}}.

A representacdo geométrica de S pode ser vista como um
paralelogramo com p™linhas e p™ colunas, onde o0s
elementos da t-ésima linha séo escritos na forma j + t6 com
j€{0,..,p™ —1}. J& os elementos da t-ésima coluna sdo
escritos na forma t + k6 com k € {0, ...,p™ — 1}.

Proposicao 11.1: Considere uma constelagdo de sinais S
na qual os sinais sejam rotulados por elementos do grupo
aditivo de G de cardinalidade p™(com n = 1), onde p é um
inteiro primo da forma p=2,3 ou p=1(mod4) ou
p =1 (mod 6) provenientes dos reticulados Z[i] e Z[w],
respectivamente. Ent&o:

1) Omdc(p™ r) =1, onde r é o inteiro obtido como
solucdo da Equacdo (7), através do qual rotula-se um
elemento x+y6 €S no grupo G através da equacdo
x + yr = 1(modp") .

2) Todos os p™ elementos distintos de uma linha

qualquer de S recebem rotulos distintos no grupo G.

3) Todos os p™ elementos distintos de uma coluna
qualquer de S recebem rétulos distintos no grupo G.

Demonstracéo:

1) Considere, inicialmente,p =2 ou p =1 (mod 4).
De acordo com [4], existe um conjunto de sinais de
cardinalidade p™ casado ao grupo aditivo G isomorfo
de grupo quociente Z[i]/I. O ideal I é gerado por
[=(u+iv) =((a+Dbi)"), onde o par de inteiros
(a,b) € solugio da forma quadratica x> +y2 =peo
par de inteiros (u,v) é solucdo da forma quadréatica
x? +y% =p™ Um elemento 1 € G (de ordem p") é
um rétulo de um elemento x + yi € Z[i] se x + yr =
1 mod p™, onde r € Z, é a Unica solugdo ( em s) da
equacdo x +ys = 0mod p",onde 0 <s < p" — 1.
Supondo a relacgéo r/p", deve existir algum t € Z tal que
r = p*. Nota-se que se r satisfaz a desigualdade 0 < r < p®
e, também, é solucdo da equacdo: u + p'v = 0 modp", entdo,
conclui-se que u + p‘v = Omodp®, ou seja, u = 0 modp".
Mas, ptv = Omodpt. Dessa forma, obtém-se u + pfv =
Omodp®. Por outro lado, p™ = Omodp®.

Por meio da Equagdo (7), conclui-se que r =p" é de
forma simultanea solucéo inteira das equacdes u + vr = p* e
u + vr = p". Porém, isto ocorre se, e somente se, pt = p", ou
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melhor, se t = n. Voltando na equagéo u + p"v = p", obtém-
se como par de solugBes inteiras de forma quadratica
f(x,y) = x*> +y? = p™. Isso leva a uma contradigdo do tipo
0' + 12 = p™. Conclui-se, assim, que r néo divide p™. Como
0 <r <p™-1,segue-se entdo que mdc(p™,r) = 1.

No caso de p=1(mod6), por meio de uma
argumentacdo analoga ao caso de p = 1 (mod4), determina-
se uma constelagdo de sinais S e mostra-se que mdc(p™,r) =
1. Porém, neste caso o reticulado é Z[w].

2) Pela equagdo (7), o rotulo de um elemento x + y6@ €
Z[6] por um elemento [ € Gé realizado através da
equacdo x + yr = Omodp™, onde 0 <r <p™ —1.
Nota-se que os p™elementos de uma linha qualquer
de S sdo escritos na forma j + t6, para um certo
indice j fixo, que pode assumir valores entre j €
{0,...,p™—1}. Suponha que dois elementos
quaisquer de uma linha de S,e+tf e d+t6,
recebem o mesmo rdtulo I em G, onde e,d €
{0,...,p™ —1}. Entdo e +tr =d + tr = lmodp™.
Isso implica p™/(e — d). Desde que 0 < e,d < p™ —
1, segue-se entdo que d = e. Logo, conclui-se que
dois elementos quaisquer distintos de uma linha de S
recebem rotulos distintos em G, 0 que prova o item
(2).

3) Esta prova é bem similar & feita no item (2).
Suponha que dois elementos quaisquer de uma
coluna de S,t +ef e t+dB recebam o mesmo
rotulo [ em G, onde e, d € {0, ... ,p™ — 1}. Entdo,
tem-se t + er =t + dr = lmodp™. Segue-se, entdo
que p"/r(e —d). Portanto, p™/r ou p"/ (e — d).
Mas, sabe-se que 0 mdc(p™, r) =1, ja que p € um
inteiro primo e que r€{0,..,p" —1}. Assim,
conclui-se que p™/ (e —d). Por outro lado, 0 <
e, d <p™—1,entdo e = d. Logo, a conclusdo é que
dois elementos quaisquer distintos de uma linha de
S recebem rétulos distintos em G.

Exemplo Il. 2: A Fig. 2 ilustra o rotulamento dos
sinais de uma constelagdo S c Z[i] de cardinalidade
25 (como definida na Proposi¢éo 11.1) por elementos
do grupo aditivo G de cardinalidade 5 proveniente do
corpo de Galois GF(5).

Woe ek SN e

= fm AN T 8w
s G 0D S B =

Fig. 2. Exemplo de constelagdo
Observacéo 1.1

Deve-se observar que S pode ser visto como um conjunto
formado por p™ vetores v, tal que, cada vetor v, seja
formado pelas t-ésimas linhas da constelagdo de sinais e as
coordenadas complexas j dada pelos pontos complexos j +

ti, paraj €{0,..,p" — 1}. Se a distancia de Hamming for
calculada a cada dois vetores de S, mostra-se facilmente que
seraigual a p™.

IlIl.  CODIGOS ESPACO-TEMPORAIS PROVENIENTES DE
RETICULADOS

Um quadrado latino pode ser caracterizado via um grupo
aditivo H, onde em cada linha e coluna distinta em S ha
apenas um Unico elemento de H. Em [2], os autores
mostraram que a existéncia dos quadrados latinos é uma
consequéncia natural dos grupos aditivos modulo primo
p serem ciclicos. Estes grupos foram denominados de
cédigos de grupo e, por meio desta técnica, a diversidade
obtida é sempre maxima e igual a 2 no grupo H proveniente
de uma constelacgdo de sinais em Z[9].

Exemplo I11.1: Para p =5, e de acordo com o exemplo
I1.1, existe um par de inteiros (2,1) tal que 22+ 12 = 5.
Tomando a operacdo aditiva modulo 5, mostra-se facilmente
gue o grupo aditivo H = {(0,0),(2,1),(4,2),(1,3),(3,4)} é
ciclico e gerado pelo elemento (2,1), formando um quadrado
latino, como ilustrado na Fig. 3.

0 1 b 3 4

5 21

A 2

Fig. 3. Quadrado latino

Em cada transicdo foi realizada um rotulamento de
sequéncias de ng sinais da constelacdo S, denotada por
qiq? ...q,T por meio dos elementos do cddigo de grupo H.

Na decodificagdo foi utilizado o algoritmo de Viterbi para
se calcular o caminho que gera a menor métrica acumulada.
Neste sentido, tem-se:

SR [yt — 5, oy g (®)
j=11Yt i=1 1 1t

Quando o sinal y; é recebido na j-ésima antena de instante
de tempo t, tem-se a sequéncia de rotulos qiq?..q;T,
assumindo que a informagdo a respeito do canal é conhecida,
ou seja, que os ganhos de percursos sdo conhecidos pelo
decodificador.

Em geral, como os rétulos das transigdes desses cddigos
de trelicas apresentam duas componentes, o sistema de
comunicagdo possui duas antenas de transmisséo, sendo que
cada uma delas é usada para transmitir uma componente.

Apresenta-se a seguir o algoritmo proposto em [2] para
estabelecer 0 maior dg...(distancia livre na trelica obtida pela
sequéncia de rotulos) e, consequentemente, obter a maior
diversidade de modulacdo para os CETT a partir das
constelagdes de sinais do tipo na trelica S.

Algoritmo de Construgéo [2]
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Passol) Deve-se aplicar a técnica de recobrimento
espacial baseado em reticulados e, assim, obter cédigo de
grupo com a maior diversidade possivel, isto é, sera obtido
um quadrado latino. Caso contrario ir para o passo 3.

Passo 2) A segunda componente da palavra-cddigo sera
usada como referéncia no rotulamento dos ramos da treliga
com os elementos do codigo de grupo H do cddigo espaco-
temporal associado. Nesta situa¢do, quando submetido a
canais com desvanecimento do tipo Rayleigh a dg.ee > 2, 0
cédigo apresentara um melhor desempenho comparado com o
caso trivial em que um quadrado latino ndo é obtido.

Passo 3) As transicBes da trelica que partem do i-ésimo
estado tero a primeira componente igual a i e a segunda
componente sera rotulada sucessivamente com os elementos
de H. Neste caso, quando submetidos a canais com
desvanecimento do tipo Rayleigh a dg..e = 2, ndo se obtém
guadrado latino e a solucéo sera sempre trivial.

Pelo procedimento de codificacdo proposto em [2], a
partir dos grupos ciclicos de cardinalidade m, obtem-
se m palavras. Se duas palavras forem comparadas, 0s
rotulos das transices desses cddigos de trelicas numa mesma
posi¢do diferem em apenas uma posi¢do e nunca em duas.
Nesta situacdo, os autores obtinham diversidade maxima para
0s CETT.

Exemplo 111.1: Para o caso p=5, ap6s a aplicacdo da técnica
dos quadrados latinos, obtém-se o diagrama apresentado na
Fig. 4.

00 01 02 03 04

b L e . B 1

20 21 22 23 24

30 31 32 33 34

40 41 42 43 44

Fig. 4 lustracéo do exemplo I11.1

Denotemos por K o quadrado latino. Note K pode ser
visto como um subconjunto de uma constelacdo S como
definida na Proposicéo 11.1, onde cada elemento do quadrado
latino da forma (a, b) é identificado pelo elemento da forma
a + b6 do reticulado Z[6].

Como consequéncia desta identificacdo, estabelece-se o
seguinte resultado.

Proposicdo 111.1: Seja Suma constelacdo de sinais
S como definida na Proposicdo Il.1 casada a um grupo
aditivo G de cardinalidade m , onde m é a poténcia de inteiro
primo. Entdo, o conjunto dos sinais K de S que recebem
como rotulos o elemento 0 do grupo aditivo G formam um
grupo aditivo ciclico sob a operagdo modulo m .

Demonstracdo: Seja a + b6 € Z[0] obtida das solugBes
inteiras da forma quadratica f(xqx,)=x?+x3=m, se
=i, ou da forma quadritica f(xyx,)=x%+
X1X,+X2 =m, se 6 = o.

Mostra-se que tomando a soma modulo m obtém-se um
grupo aditivo ciclico H =< a + b 6 > de cardinalidade m.

Identificando o elemento a + b 8 por (a,b) e realizando
a adicdo (a,b) mod m, ao se considerar a soma de forma
separada para cada coordenada mod m, obtém-se m
elementos distintos. como consequéncia do fato do
mdc(a,m) = 1 e de que 0 mdc(b,m) = 1. Assim, obtém-se
m elementos distintos em cada coordenada que formardo um
grupo ciclico H. Observe que cada elementoc+d 6 € H é
obtido da forma c+d6@ =q(a+b6) para algum q€
{1,..,m—1}. Logo, se for considerada a funcdo de
rotulamento definida pela Equagdo (5), obtém-se ¢ + dr =
q(a + br)(modm) = q0(modm), = 0(modm)

Corolario 111.1: A constelagdo de sinais K de cardinalidade
m = p™ como definida na Proposicao I11.1 para os casos em
quep = 2, ou p =1 (mod 4) a partir do reticulado Z[i], ou
se p=3ou p=1(mod6) a partir do reticulado
Z|w], obtém-se uma constelacdo de sinais rotacionada e,
consequentemente, os codigos CEET gerados apresentam
diversidade de modulagdo maxima.

Demonstragdo: E uma consequéncia imediata das
Proposi¢des I1.1 e I11.1 e da Observacéo I1.1.

IV CONCLUSOES

Como consequéncia dos resultados obtidos em [7] via a
técnica de casamento de constelacBes de sinais por grupos
aditivos provenientes dos reticulados Z2 e A,, propds-se um
procedimento de constru¢do de CETT com diversidade de
modulagdo maxima, como proposto em [2], cujos resultados
podem ser usados como ferramenta Gtil nos estudos de novos
cadigos.
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