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Transformada Réapida de Hartley Otimizada

G. Jer6nimo da Silva Jr. e R. M. Campello de Souza

Resumo— Este artigo introduz um método para obter bases
numeéricas para o nicleo da transformada discreta de Hartley.
Essa base ¢ utilizada para construir algoritmos otimizados, em
termos de complexidade multiplicativa, para essa transformada
sem restricio de comprimento. Exemplos sio apresentados e
a complexidade aritmética desta proposta é comparada com a
complexidade de outros algoritmos rapidos.

Palavras-Chave— Transformada discreta de Hartley, comple-
xidade multiplicativa, bases numéricas, bases ciclotomicas.

Abstract— This paper introduces a method to obtain a numeri-
cal basis for the kernel of the discrete Hartley transform (DHT).
This basis is used to construct an optimum fast Hartley transform
(FHT), in terms of multiplicative complexity, for computing the
DHT. Examples are presented and the arithmetic complexity of
the proposed FHT is compared with the complexity of other fast
algorithms.

Keywords— Discrete Hartley transform, multiplicative com-
plexity, numerical basis, cyclotomic basis.

I. INTRODUCAO

A transformada de Hartley, proposta por R. V. L. Hartley em
1942 [1], € uma ferramenta para processamento de sinais que
surgiu como uma alternativa, dentro do corpo dos nimeros
reais, a bem conhecida transformada de Fourier [2], a qual
possui niicleo entre os ndmeros complexos. A versdo discreta
da transformada, a transformada discreta de Hartley (DHT),
foi proposta por R. N. Bracewell em 1983 [3]. Em 1984, um
algoritmo rdpido para a DHT [4], baseado na transformada
rdpida de Fourier (FFT) de Cooley-Tukey [5], foi proposto
pelo proprio Bracewell. Tal algoritmo ficou conhecido como
transformada répida de Hartley (FHT).

Inicialmente, a FHT era vista como uma alternativa promis-
sora a FFT, por se tratar de uma transformada sobre o
corpo dos reais e ser uma involucdo. Entretanto, em 1987,
Sorensen et al. publicaram um artigo em que as complexidades
aritméticas da FHT e FFT sdo comparadas e os resultados
mostraram que a complexidade aritmética das transformadas
sao praticamente idénticas [6]. Um outro trabalho foi publi-
cado por P. Duhamel e M. Vetterli, em 1987 [7], que compara o
desempenho de uma convolugdo ciclica implementada usando
uma FFT e uma FHT. Os resultados ndo mostram nenhuma
vantagem na utilizagdo da FHT e ainda sugerem a utilizacdo da
FFT pelo fato dessa apresentar uma estrutura mais organizada
para a implementagao.

Em 2012, G. Jer6nimo da Silva Jr. introduziu, em sua tese de
doutorado, uma maneira de se obter um algoritmo otimizado,
com respeito a complexidade multiplicativa, para qualquer
transformada discreta linear [8]. Para isso, € necessario obter
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uma base numérica para o nucleo da transformada. Neste
artigo, mostra-se como se obter uma base numérica para o
nicleo da matriz de transformac¢do da DHT e assim, desen-
volver algoritmos otimizados' para pequenos comprimentos?
da DHT. Esses resultados sdo comparados com a transformada
rdpida de Fourier otimizada [9] e a FHT split-radix apresen-
tadas em [6].

A préxima se¢do apresenta um resumo da teoria da com-
plexidade aritmética [8], e mostra como é possivel obter um
algoritmo otimizado a partir de uma base numérica do nicleo
da transformada. A secdo III introduz uma maneira de se
obter a base numérica da DHT. A secdo IV apresenta algumas
transformadas rapidas de Hartley otimizada e as compara com
outras transformadas rdpidas. Na se¢do V estdo as conclusdes
do artigo.

II. COMPLEXIDADE ARITMETICA PARA TRANSFORMADAS
LINEARES

A Teoria da Complexidade Aritmética para Transformadas
Lineares foi introduzida em [8], a qual é uma generalizacio
da transformada rdpida de Fourier otimizada [9], aplicada para
qualquer transformada discreta e linear. Essa teoria introduz
um procedimento para se obter um algoritmo otimizado a
partir da decomposi¢do do niicleo da transformada em bases
numéricas [8] e realizar uma decomposicdo de um conjunto
de matrizes em matrizes de posto um (matrizes postunitérias).

Uma base numérica é um conjunto de ndmeros reais em
que a combinacdo linear com coeficientes racionais produz
um subespaco dos nimeros reais. Se o subespago gerado pela
base contém o nidcleo de uma transformada, entdo essa base
numérica pode ser utilizada para construgdo de algoritmos
otimizados para essa transformada. Um exemplo de base
numérica sdo as bases ciclotdmicas, que geram o niicleo da
transformada discreta de Fourier (DFT) [10].

A transformada discreta de Hartley de uma sequéncia real

z[n], n=0,1,...,N — 1, é a sequéncia real
R
Xplk] = N ; x[n]cas(nk2r/N), (1)

para k = 0,1,...,N — 1, em que cas(f) = cos(f) + sen(6).
Como qualquer transformada discreta linear, a DHT pode ser
representada através de uma equacdo matricial, definindo os

10 termo “algoritmo otimizado™ significa que o nimero de multiplicacdes
desse algoritmo é o menor possivel.

20 comprimento da transformada € a dimensdo do vetor de entrada,
comumente denotado por N. O termo “pequenos comprimentos” significa,
geralmente, N < 16.
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vetores
Xu[0]
N XH[I]
Xy = : 2
Xy[N —1]
e
(0]
(1]
G , : 3)
[N —1]
e a matriz da DHT (N x N)
1 1 .. 1
1 cas(%’r) cas[i(N_l)27T
o2 I cas(%) cas[i(N;\})M] . @)
N .
1 cas[%] cas(2F)
e entao ~
Xy = HZ. 5)

Supondo que existe uma decomposi¢do do nicleo da DHT

na base numérica formada pelos nimeros reais i, y2, - - ., Ve,
entdo a matriz H pode ser escrita como
T
H= Z Vi Hy, (6)
k=1

em que as matrizes Hjy tém coeficientes racionais. Neste
caso, para se obter um algoritmo otimizado para a DHT,
basta decompor as matrizes racionais Hj; no menor conjunto
de matrizes postunitdrias. Supondo que tal decomposi¢ao foi
obtida, as matrizes H} sdo dadas por

m
Hy=> cull, (7)
=1
emque U;,l =1,...,m, sdo matrizes racionais postunitarias e
os coeficientes cg;, k=1,...,r, L =1,...,m sdo constantes
racionais. Utilizando (6) e (7), mostra-se que
m
H=>Y AU, ®)
=1
em que [, I = 1,...,m, sdo as m componentes do vetor E
obtido através de .
g=c7, )

em que ¢ é matriz (r X m) com coeficientes da k-ésima linha
e [-ésima coluna dados por cg; € 7 € o vetor da base numérica
composto pelos nimeros reais Vg, k = 1,...,r. A matriz
U; pode ser escrita por um produto matricial de uma matriz
coluna por uma matriz linha’, isto &, U; = C_"ZA'ZT A matriz
da DHT ¢ dada por

B ... 0 AT
H=[C ... Cn ]| + - S AT
0 oo Bm AT

3Toda matriz de posto um pode ser decomposta em um produto de uma
matriz coluna por uma matriz linha [11].

Essa implementacdo possui um nimero de multiplicacdes
igual a quantidade de elementos [3; ndo racionais e garante
a menor complexidade multiplicativa se ¥ possui uma base
numérica e se a decomposi¢do das matrizes H;, referente
aos ~; ndo racionais, utilizar o menor nimero possivel de
matrizes postunitdrias [8, 9]. A decomposicdo em matrizes
postunitdras ¢ feita utilizando as técnicas apresentas em [9].
A decomposicdo do nicleo da DHT em bases numéricas é
introduzida na préxima secao.

ITII. AS BASES NUMERICAS DE HARTLEY

As bases numéricas para a transformada discreta de Fourier
foram propostas em [12], com o objetivo de obter uma
transformada rdpida de Fourier otimizada [9]. Essas bases
numéricas foram denominadas bases ciclotomicas, pelo fato
de sua construgdo utilizar polindmios ciclotdmicos [10]. De
uma maneira geral, o nicleo de uma DFT de comprimento
N pode ser representado por N poténcias de o = e~/ ,
em que j = v/—1. Esses N niimeros complexos podem ser
representados pela matriz coluna ou vetor

1
«

& . (11)
oN-1

Utilizando a decomposicdo em bases ciclotomicas [8, 9, 10,
12], pode-se escrever

a = Ry, 12)

em que R é a matriz de nimeros racionais denominada de
matriz de decomposi¢do, N x ¢(N), e 4 é a matriz coluna ou
vetor contendo as ¢(IN) bases ciclotomicas®, e ¢(.) denota a
funcao totient de Euler [13].

Pela Equacdo (1), verifica-se que o nicleo da DHT ¢é
composto da parte real subtraida da parte imagindria do nicleo
da DFT. O nicleo da DHT pode ser representado pelo vetor

cas = Real{d} — Imag{a}. (13)

A computacdo das partes real e imagindria depende da
computacdo do conjugado do vetor &, entretanto, observa-se
que

1 10 0 0
alV-1 0 0 0 1

(@*)*: alN—2 10 0 ... 10 a. (14)
o o1 ... 00

Utilizando (14) na decomposi¢ao em bases cicltomicas (12) e
definindo

1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 10

1>

D (15)

01 ... 00

4Existem duas bases ciclotdmicas principais, a cos-CB (usada quando N é
multiplo de 4) e a sen/cos-CB [10].
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R2 DR, (16)
chega-se a decomposi¢do do nicleo da DHT em bases
numéricas

ods = %m (@) + jl@ — (@]}, (17

cas = %[(1 +7)R+ (1—-j)R]5. (18)

O vetor 4 contém componentes puramente reais ou pu-
ramente imagindrias que dependem da escolha da base ci-
clotdmica utilizada. De uma maneira geral, os coeficientes se
alternam entre puramente real e puramente imagindrio, assim,
o vetor 4 pode ser escrito por

1 0 0 0
0 —j 0 0
Y=\ + . | w=Lvw, 19
o O ... 1 0
0 0 ... 0 —j

em que o vetor 7, tem componentes reais. No caso em que
sen/cos-CB ¢ utilizada, o vetor «, € dado por

1
sen(2m/N)
cos(2m/N)
sen(47/N)
Tr = . . (20)

!
>

cos [(—d’(év) -1 QW”

()%

Assim, o nidcleo da DHT pode ser decomposto em ¢(N)
componentes reais. A decomposicao final é

o1 . N BT o
cas = 5[(1 + )R+ (1—j)R|Lvr, 21
isto é, a matriz de decomposicdo da DHT, expressa em uma
base numérica, é 3[(1 — j)R + (1 + j)R]I;, que é uma
matriz de ndmeros reais, pois ;- € um vetor de niimero reais.
Entretanto, as componentes de ;. ainda podem ser linearmente
dependentes, como no caso em que 7 é a base ciclotdmica
cos-CB. Nesse caso particulars, a matriz 7 pode ser escrita,

definindo-se as matrizes

1 0 0
—j 0 0
0 1 0
L2 0 —j 0 (22)
0 0o ... 1
L0 0 ... —j |

5Quando N é miiltiplo de quatro é possivel obter a base ciclotdmica cos-CB
[10].

e
1

cos(27/N)

N cos(4mw /N
Yoos 2 (4 /2N) : (23)

SESE
por

'7 = IC’YC_(;r (24)

A decomposicio do niicleo da DHT na base numérica, nesse
caso, é

1
2

A matriz de decomposi¢do real ¢ 3[(1 —j)R+ (14 j)R]I. e
o vetor da base numérica, Yo, tem ¢(N)/2 componentes.

A proxima secdo apresenta a transformada rdpida de Har-
tley otimizada para alguns comprimentos, obtida a partir da
decomposi¢do do niicleo da DHT em bases numéricas.

cas = —[(1 = §)R+ (1 + j) R L-Yeos- (25)

IV. A TRANSFORMADA RAPIDA DE HARTLEY OTIMIZADA

Denotando por cas;, ¢t =0,1,..., N — 1, a ¢-ésima compo-
nente do vetor cas, e denotando por A, m = 0,1,..., N —1
en=20,1,...,N — 1, a componente da linha m e coluna n
da matriz H, pode-se escrever

(26)

hmn = Ncash
em que ¢ = mn(mod N). Através de (21) ou (25), cada
componente h,,, pode ser escrita como uma combinacio
linear com coeficientes racionais das bases numéricas e a
matriz H pode ser escrita como em (6).

O algoritmo otimizado é obtido decompondo as matrizes
Hj; nas matrizes postunitarias U;, como em (7). A partir dos
coeficientes cy; obtidos, é possivel computar os valores [,
através de (9), e finalmente obter o algoritmo na forma (10).
A seguir, sdo apresentados exemplos dos algoritmos obtidos.

Exemplo 1: Para obter a transformada rdpida de Hartley
otimizada para N = 8, calcula-se a decomposi¢cdo em bases
numéricas, através de (25), pois N ¢ multiplo de quatro,
resultando em®

cas(0)
cas(2m/8)
cas(47/8)
cas(67/8)

cas(m)
cas(107/8)
cas(127/8)
| cas(147/8)

)

eNeN ool =l

|
O = OO = O =

Neste caso, a matriz H pode ser escrita como

1
H = 2 (Hi+ HyV/?2),

60 resultado, obtido utilizando-se a Equagdo (25), tem a segunda coluna
da matriz de composicdo multiplicada por dois e o segundo elemento da base
numérica dividido por dois.
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em que
11 1 1 1 1 1 1]
1 0 1 0 -1 0 -1 0
1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
1 0 -1 0 -1 0 1 0
Hy = 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
1 0 1 0 -1 0 -1 0
1 -1 -1 1 1 -1 -1 1
1 0 -1 0 -1 0 1 0|
(&}
o0 00 00 00 0]
0 1.0 00 -1 0 0
0 00 00 00 0
g0 00 1.0 00 -1
210 00 00 00 0}
0 -1 0 00 10 0
0O 00 00 00 0
|0 00 -1 0 00 1]

sendo necessdrio apenas decompor a matriz Hs em matrizes
postunitarias. A decomposic¢io, neste caso, € simples e dada
por

Hy = Uy + Uy,
em que
S
1
0
ti=| %[0 1000 -1 0 0]
0
—1
0
L O_
e
0
0
0
V=] |0 001000 1]
0
0
__1_

Entdo, a matriz H pode ser escrita através de

H:é(CBA),
em que
(101 1 1 1 1 1 1]
1 0 1 0 -1 0 -1 0
1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
A_]1 0 -1 0 -1 0 1 0
1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 |
1 -1 -1 1 1 -1 -1 1
0 1 0 0 0 -1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 -1

100000 0 O
010000 0 0
001000 0 0
000100 0 0
B=lo00010 0 o0
000001 0 0
000000 +V2 0
(000000 0 V2]
(& _ -
100000 O O
010000 1 0
001000 0 0
c_|000 100 0 1
000010 0 0
010000 —1 0
000O0O0T1 0 0
(000100 0 —1|

O algoritmo é implementado através de
S 1 .
Xy = S(CBAT)),

que utiliza apenas duas multiplicacdes. Utilizando a
decomposicdo em matrizes bielementares para as matrizes A
e C [14], é possivel contabilizar 22 adi¢des.

Exemplo 2: Para obter a transformada ripida de Hartley
otimizada para N = 5, calcula-se a decomposicdo em bases
numéricas, através de (21), pois N ndo é miiltiplo de quatro,
resultando em

0 0

1 0 1
cds = —8 (1) —1 (1) sen(27/5)
I cos(27/5)
2 sen(47/5)

0 -1 1 0
Neste caso, a matriz H pode ser escrita como
1 2 2 4
H = R Hy, + sen(%)Hg + cos(g)Hg + sen(g)Hzl .

Repetindo os procedimentos do exemplo anterior e decom-
pondo as matrizes Ho, H3 e H, em matrizes postunitarias,
chega-se a expressdo para a matriz [, dada por

H:%(CBA),

em que ) )
10 0 0 0
00 1 1 0
01 0 0 1
A=|01 1 -1 -1/,
01 -1 -1 1
01 0 0 -1
00 1 -1 0
100 0 0 0 0]
010 0 0 0 O
001 0 0 0 0
B=|l000p/ 0 0 0],
000 0B 0 O
000 0 0 B3 O
(000 0 0 0 B |
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com
g; 8 (1) (1) sen(2m/5)
=11 0 -1 cos(2w/5) |,
4, L0 1 sen(47/5)
€
1 1 1 0 0 0 0
1 -+ 0o 1 1 1 0
c=|1 0 - 1 -1 0 -1
1 0 é -1 -1 0 1
1 -+ 0 -1 1 -1 0

O algoritmo é implementado através de
- 1 .
X = {C[B(A)),

que utiliza 4 multiplicacdes e 20 adicdes.

A Tabela I mostra a complexidade aritmética da transfor-
mada rdpida de Hartley otimizada (OFHT), da FHT split-
radix’ [6] e da transformada rdpida de Fourier otimizada
(OFFT) [9].

TABELA 1
COMPLEXIDADE ARITMETICA DA TRANSFORMADA DE HARTLEY
OTIMIZADA (OFHT), FHT SPLIT-RADIX (FHT) E TRANSFORMADA
RAPIDA DE FOURIER OTIMIZADA (OFFT).

N Algoritmo  Multiplicagdes  Adi¢des  Operagdes
3 OFHT 1 6 7
FHT - - -
OFFT 1 4 5
5 OFHT 4 20 24
FHT - - -
OFFT 4 14 18
8 OFHT 2 22 24
FHT 2 22 24
OFFT 2 20 22
16 OFHT 10 64 74
FHT 10 64 74
OFFT 10 60 70

Observa-se que a complexidade aritmética da transformada
rdpida de Hartley otimizada proposta € igual a da FHT split-
radix, nos comprimentos em que essa se aplica, e € bem
préxima da complexidade da OFFT.

V. CONCLUSOES

Este artigo introduz um método de se obter bases numéricas
para a transformada discreta de Hartley. As bases numéricas
sao utilizadas para construcdo de algoritmos otimizados, em
termos da complexidade multiplicativa, para a computagdo da
transformada discreta de Hartley, sem restricio de compri-
mento. Exemplos da aplicagdo desse método de construcio
de algoritmos FHT sdo apresentados e uma tabela com as
complexidades aritméticas indica que esse € o melhor método
para a implementacgdo da transformada discreta de Hartley para
pequenos comprimentos.

7A FHT proposta por Bracewell assume que N é uma poténcia de dois [4].
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