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Análise e Implementação da Transformada Rápida

de Fourier Otimizada
J. P. Cerquinho Cajueiro e G. Jerônimo da Silva Jr.

Resumo— Este artigo apresenta uma análise das diferentes
implementações da transformada rápidas de Fourier otimizada
e da pequena transformada rápida de Fourier de Winograd, os
quais são os melhores algoritmos que implementam a transfor-
mada discreta de Fourier, em termos de complexidade multiplica-
tiva. As implementações são analisadas quanto ao consumo de
blocos lógicos, velocidade máxima de processamento e número
de estágios utilizados para a realização da transformada.

Palavras-Chave— FFT, implementação, complexidade multi-
plicativa, hardware.

Abstract— This paper presents an analysis of implementations
of the optimized fast Fourier transformed and of the Winograd
small fast Fourier transform, which are the best algorithms
that implement the discrete Fourier transform, in terms of
multiplicative complexity. The implementations are analyzed
regarding the consumption of logic blocks, processing speed and
number of steps used to perform the transform.

Keywords— FFT, implementation, multiplicative complexity,
hardware.

I. INTRODUÇÃO

O Processamento digital de sinais passou a ser largamente

utilizado com o desenvolvimento dos circuitos integrados digi-

tais, das técnicas de integração VLSI e da tecnologia CMOS

para a fabricação de chips [1]. Em paralelo a isso, ocorreu

uma evolução nas técnicas utilizadas para a implementação de

algoritmos aritméticos com um número reduzido de operações

aritméticas. Tais algoritmos são comumente conhecidos como

algoritmos rápidos. Em 1952, Cooley e Tukey apresentaram

um dos mais famosos algoritmos rápidos, a transformada

rápida de Fourier (FFT) de Cooley-Tukey [2], que implementa

a transformada discreta de Fourier (DFT) [3]. A DFT tem

diversas aplicações em telecomunicações e em outras áreas da

engenharia [4].

A implementação e o desenvolvimento de algoritmos

rápidos passou a ser um ramo amplamente estudado na en-

genharia [5-7], levando à criação da FFT de Winograd [8], da

transformada rápida de Hartley [9], do algoritmo de Goertzel

para uma componente da DFT [10], entre outros. De uma

maneira geral, transformadas rápidas atuam sobre um vetor de

entrada, cujo número de componentes desse vetor é chamado

de “comprimento da transformada” e representado por N . As

FFT de grandes comprimentos são implementadas utilizando

FFT de comprimentos menores, o que pode ser visto como
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uma “fatoração” de algoritmos [7], assim, as pequenas FFTs1

determinam a complexidade de vários algoritmos. O avanço

das técnicas de fabricação de circuitos integrados a partir

do uso da linguagem de descrição de hardware (HDL) e o

surgimento dos dispositivos FPGA possibilita o projeto e teste

do desempenho de um DSP com diferentes FFTs.

O principal parâmetro que quantifica a complexidade

computacional de um algoritmo rápido é o número de

multiplicações necessário, chamado de complexidade mul-

tiplicativa. O número mı́nimo de multiplicações para a

realização da DFT foi calculado na tese de Heideman, em

1980 [11]. A transformada rápida de Fourier otimizada (OFFT)

[12], atinge o número mı́nimo de multiplicações calculado

por Heideman para a realização de uma DFT, superando a

melhor FFT sistemática conhecida até então, que era a FFT

de Winograd [8], em termos da complexidade multiplicativa.

Este artigo apresenta uma metodologia de análise das

implementação de transformadas, a partir das matrizes da

transformada rápida. Uma arquitetura de hardware é proposta

para implementar a FFT de Winograd e a OFFT para compará-

las, nos comprimentos em que esses algoritmos são diferentes

em termos de complexidade2, sobre os aspectos do consumo

de área do dispositivo, tempo de processamento e número

de estágios. A próxima seção apresenta uma breve descrição

das duas FFTs analisadas. A seção III mostra a arquitetura

de implementação, a representação numérica utilizada e a

implementação das transformadas de ambos os algoritmos.

A seção IV define a metodologia utilizada para análise das

transformadas e a seção V apresenta os resultados obtidos.

As conclusões são apresentadas na Seção VI. O Apêndice I

apresenta alguns algoritmos implementados e o Apêndice II

mostra uma implementação em HDL da OFFT.

II. OFFT E A FFT DE WINOGRAD

Uma FFT é uma algoritmo rápido que implementa a DFT.

A DFT de uma sequência real de N pontos x[n], n =
0, 1, . . . , N − 1, é a sequência complexa de N pontos X [k],
k = 0, 1, . . . , N − 1, definida por

X [k]
∆
=

N−1
∑

n=0

x[n]Wnk
N , (1)

1Neste artigo, chama-se “pequena FFT” os algoritmos de FFT implemen-
tados para pequenos comprimentos, com analogia ao termo em inglês small

fast Fourier transform [7].
2Para alguns comprimentos, os algoritmo são idênticos em complexidade

aritmética [11, 13].
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em que WN
∆
= e−j 2π

N e j
∆
=

√
−1. Para uma DFT de N

pontos, pode-se definir a matriz de transformação

W
∆
=

















1 1 1 . . . 1

1 WN W 2
N . . . W

(N−1)
N

1 W 2
N W 4

N . . . W
2(N−1)
N

...
...

...
. . .

...

1 W
(N−1)
N W

(N−1)2
N . . . WN

















, (2)

e os vetores

~X
∆
=











X [0]
X [1]

...

X [N − 1]











(3)

e

~x
∆
=











x[0]
x[1]

...

x[N − 1]











(4)

para escrever a DFT de N pontos pela equação matricial

~X = W~x. (5)

As principais FFT para pequenos comprimentos são algorit-

mos que implementam a matriz W na forma fatorada

W = CBA, (6)

em que as matrizes A e C são matrizes de números racionais,

ou seja, tem apenas somas e subtrações mas nenhuma

multiplicação, e a matriz B é uma matriz diagonalque portanto

apenas tem multiplicações [5, 7, 11, 13], de modo que a

complexidade multiplicativa está relacionada à matriz B e a

complexidade aditiva está relacionada às matrizes A e C.

Tanto a OFFT quanto a FFT de Wnograd são escritas

da forma dada pela equção 6. A OFFT fatora a matriz W

utilizando os conceitos de base ciclotômica e a decomposição

de um conjunto de matrizes em matrizes de posto unitário

[11]. Mostra-se que a menor complexidade multiplicativa é

obtida quando se utiliza a OFFT [13]. A pequena FFT de

Winograd utiliza uma combinação da permutação de Rader

para transformar a DFT numa convolução circular [7], a

qual é implementada utilizando o algoritmo de convolução de

Winograd [7]. A diferença prática entre as duas FFTs são as

matrizes A, B e C.

De modo geral, uma FFT é aplicada a sinais no domı́nio

dos reais, entretanto, algoritmos que utilizam pequenas trans-

formadas, como a FFT de Cooley-Tukey [2] e a FFT de

Good-Thomas [14], necessitam calcular a DFT para entradas

complexas. Considerando a parte real e imaginária do vetor

de entrada, isto é, ~x = ~xr + j~xi, então a transformada de ~x é

dada por
~X = ~Xr + j ~Xi = W~xr + jW~xi, (7)

que pode ser implementada com duas transformadas reais,

como mostra a Figura 1.

As matrizes A e C podem ser fatoradas em matrizes biele-

mentares [15], o que ajuda na determinação da complexidade

FFT~xi

FFT~xr

imag

real

imag

real
+

-1

+

~Xr

~Xi

Fig. 1. Transformada discreta de Fourier para entrada complexa, implemen-
tada a partir de duas FFTs para entradas reais.

aditiva e diminui o número de adições da implementação, con-

siderando que o sintetizador do circuito a partir da linguagem

de descrição de hardware (HDL) não faz isso automatica-

mente.

A seguir, são apresentados aspectos importantes da

implementação dessas transformadas em linguagem de

descrição de hardware, bem como a metodologia utilizada para

a comparação das FFTs.

III. ARQUITETURAS PARA A IMPLEMENTAÇÃO DA FFT

Dois aspectos importantes na implementação de transfor-

madas são a representação numérica para os valores das

componentes dos vetores ~x e ~X e a arquitetura dos estágios

das FFT. Uma possı́vel arquitetura é através do uso de registra-

dores com uma técnica conhecida como pipeline [16], outra

possibilidade é através da execução de comandos sequenci-

ais via máquina de estados. Neste trabalho foi escolhido o

paradigma de pipeline, de modo que cada estágio corresponde

à aplicação de uma matriz.

Para representar todos os números foi escolhida a notação

Q1.31 complemento a 2, um tipo de notação ponto fixo de 32

bits [17]. Essa escolha permite que adições e subtrações sejam

implementadas de maneira mais simples e as multiplicações

de inteiros podem ser feitas utilizando blocos multiplicadores,

descartando os bits menos significativos.

Um outro parâmetro variado na implementação foi o for-

mato das matrizes A e C. Em um caso cada uma delas

foi implementada como um único estágio de pipeline, en-

quanto que no outro elas foram implementadas por vários

estágios, definidos pela fatoração bielementar [15], de modo

que cada estágio apresenta uma única complexidade aditiva

para cada 2 ramos ou uma multiplicação por ramo da pipeline.

Multiplicações por ±2k, com k inteiros são implementadas por

deslocamento e não produzem atraso. Essas multiplicações são

consideradas “multiplicações triviais” [5, 7, 12, 13]. As figuras

2 e 3 mostram exemplos desta implementação para o algoritmo

de Winograd e para a OFFT, respectivamente, quando N = 5.

O número de matrizes bielementares utilizadas para decom-

por as matrizes A e C determina o número de estágios no

pipeline. Para N = 5, por exemplo, nota-se que a matriz Ao da

OFFT é decomposta em 2 matrizes bielementares, enquanto no

algoritmo de Winograd são necessárias 3 matrizes, portanto,

esse algoritmo requer um estágio a mais na pipeline que a
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Fig. 2. Implementação da pequena FFT de Winograd, para N = 5, em
pipeline, com fatoração em matrizes bielementáres aplicada às matrizes A e
C.
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Fig. 3. Implementação da OFFT, para N = 5, em pipeline, com fatoração
em matrizes bielementáres aplicada às matrizes A e C.

OFFT, exigindo um tempo maior para a computação em ciclos

de máquina e um maior número de registradores.

A próxima seção apresenta a análise da OFFT e da pequena

FFT de Winograd utilizando a arquitetura e a representação

numérica definida.

IV. IMPLEMENTAÇÕES PROPOSTAS E PARÂMETROS DE

S ÍNTESE

Todas as implementações foram sintetizadas utilizando o

programa Quartus II 11.1 web edition, da Altera, usando como

dispositivo alvo o FPGA EP3C120F780 da famı́lia Cyclone

III3. Este dispositivo possui blocos multiplicadores de 9 bits

que podem ser inferidos a partir do HDL e que são bem

mais rápidos que multiplicadores feitos a partir de blocos

lógicos. Tendo em vista o uso destes elementos, foram feitas

duas sı́nteses para cada descrição: uma habilitando o uso dos

multiplicadores embarcados de 9 bits e a outra desabilitando

este uso. Utilizou-se Verilog como HDL. O Apêndice II mostra

a implementação em Verilog da OFFT para N = 3, utilizando

as matrizes A e C originais.

Para cada FFT sintetizada, analisou-se as seguintes carac-

terı́sticas: número de blocos lógicos utilizados, número de

blocos multiplicadores embarcados (se habilitados), veloci-

dade máxima do clock do sistema e o número de estágios

da implementação. O parâmetro de velocidade é calculado

automaticamente pelo software e leva em consideração a

tensão de alimentação e temperatura de operação do circuito.

3No website “www.altera.com” encontram-se informações sobre o disposi-
tivo FPGA e o sintetizador Quartus utilizado nas implementações.

Neste trabalho, considerou-se o pior caso: tensão de 1.2V e

temperatura de 85 ◦C.

V. ANÁLISE DAS IMPLEMENTAÇÕES PROPOSTAS

Os resultados obtidos são mostrados nas Tabelas I, II, e

III. Nestas tabelas o campo mult. é o número de blocos

multiplicadores de 9 bits usados (0 quando desabilitados) e

o campo matriz é quanto ao uso das matrizes A e C da forma

fatorada ou original.

TABELA I

RESULTADOS DA SÍNTESE DAS FFTS PARA N = 3.

Tipo blocos clock [MHz] mult. matriz estágios

Winograd 478 116,1 8 fatorada 4
870 99,85 0 fatorada 4

OFFT 474 116,13 8 fatorada 4
869 99,74 0 fatorada 4

Winograd 476 116,18 8 original 3
864 102,93 0 original 3

OFFT 474 114,86 8 original 3
866 97,24 0 original 3

TABELA II

RESULTADOS DA SÍNTESE DAS FFTS PARA N = 5.

Tipo blocos clock [MHz] mult. matriz estágios

Winograd 1289 114,85 32 fatorada 6
2686 92,5 0 fatorada 6

OFFT 1169 115,62 32 fatorada 5
2577 93,91 0 fatorada 5

Winograd 1255 114,76 32 original 3
2666 94,74 0 original 3

OFFT 1190 114,96 32 original 3
2604 93,92 0 original 3

TABELA III

RESULTADOS DA SÍNTESE DAS FFTS PARA N = 7.

Tipo blocos clock [MHz] mult. matriz estágios

Winograd 2413 113,48 64 fatorada 7
5446 94,99 0 fatorada 7

OFFT 2412 115,26 56 fatorada 7
5143 64,3 0 fatorada 7

Winograd 2445 111,23 64 original 3
5453 93,73 0 original 3

OFFT 2388 104,06 56 original 3
4857 93,14 0 original 3

Pelo resultado, é possı́vel verificar dois aspectos impor-

tantes. O primeiro é que a implementação utilizando a

fatoração das matrizes A e C em matrizes bielementares não

melhora, significativamente, a velocidade do dispositivo, como

esperado. Uma explicação para isso é o fato da multiplicação

ser bem mais complexa, em termos de hardware, que as

adições, para a representação numérica utilizada, de modo que

o bloco de multiplicadores (matriz B) limita a velocidade.

Nota-se também que a velocidade não mudou significativa-

mente entre os algoritmos.

O segundo aspecto é o fato que, em algumas situações,

a implementação utilizando matrizes bielementares consumiu
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mais blocos lógicos que a implementação utilizando as ma-

trizes originais. A explicação desse resultado só foi solu-

cionada através da visualização da implementação em RTL

[18], disponı́vel no programa Quartus. Nessa visualização,

observa-se que a sintetização do programa simplifica o re-

sultado a nı́vel de porta lógica e não de somadores, isso

confere ao sintetizador um nı́vel mais baixo e mais detalhista

de simplificação, não considerado na fatoração bielementar.

Uma curiosidade verificada na sintetização é que a com-

plexidade multiplicativa da pequena FFT de Winograd como

calculada em [7, 8, 11, 13] para os comprimentos 3 e 5, difere

da obtida neste trabalho. Isto se deve a uma das multiplicações

contabilizadas ser entre uma variável e um número racional

(ou seja, é trivial), o que é implementado pelo sintetizador

por um deslocamento e uma soma. Com esta consideração, a

complexidade multiplicativa da FFT de Winograd para N = 3
é uma multiplicação e para N = 5 são quatro multiplicações.

Isso explica a igualdade no número de multiplicadores para

esses algoritmos nesses comprimentos.

VI. CONCLUSÕES

Este trabalho analisou diferentes implementações da OFFT

e da pequena FFT de Winograd para os comprimentos 3, 5 e

7 (são os comprimentos que têm diferença nas complexidades

multiplicativas) em Verilog para o dispositivo EP3C120F780

da Altera. Descobriu-se que os algoritmos analisados, nos

comprimento 3 e 5, têm a mesma complexidade multiplicativa.

Um resultado interessante para a implementação com ponto

fixo de 32 bits é que o estágio de multiplicação limita a

velocidade de processamento, devido a alta complexidade de

hardware. A fatoração em matrizes bielementares não melhora

a velocidade de processamento. A implementação utilizando

as matrizes originais, utilizando a OFFT, é a maneira mais

indicada para esta situação, pois diminui o número de regis-

tradores, o número de estágios e o número de blocos lógicos.

Em alguns casos, a sintetização a nı́vel de blocos lógicos do

programa Quartus é mais eficiente que a fatoração em matrizes

bielementares, que sintetiza a nı́vel de somadores.
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APÊNDICE I

ALGORITMOS IMPLEMENTADOS

A. OFFT para N = 5

Ao =





















1 0 0 0 0
0 1 0 0 1
0 0 1 1 0
0 1 0 0 −1
0 0 −1 1 0
0 1 −1 −1 1
0 1 1 −1 −1





















,

Bo =





















1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 β1 0 0 0
0 0 0 0 β2 0 0
0 0 0 0 0 β3 0
0 0 0 0 0 0 β4





















,









β1

β2

β3

β4









=









−j[sen(2π5 )− sen(4π5 )]
−j[sen(2π5 ) + sen(4π5 )]

cos(2π5 )
−jsen(4π5 )









e

Co =












1 1 1 0 0 0 0
1 0 − 1

2 1 0 1 1
1 − 1

2 0 0 2 −1 1
1 − 1

2 0 0 −2 −1 −1
1 0 − 1

2 −1 0 1 −1













.
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B. OFFT para N = 7

Ao =










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
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2 − 1
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2

1
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0 1 1
4 − 5

4 − 5
4

1
4 1

1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 1 0
0 0 0 1 1 0 0





































,

Bo(i, i) =




































−j 1
3 [sen(2π7 )− 2sen(4π7 )− sen(6π7 )]

−j 1
3 [2sen(2π7 )− sen(4π7 ) + sen(6π7 )]

−j 1
3 [sen(2π7 ) + sen(4π7 ) + 2sen(6π7 )]

−j 1
3 [sen(2π7 ) + sen(4π7 )− sen(6π7 )]

cos(2π7 )− 1
2cos(4π7 )

cos(2π7 ) + 5
4cos(4π7 )

1
2cos(4π7 )

1
1
1
1





































,

e

Co =



















0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1

1 0 1 1 1 1 1 1 0 0 −

1

2

−1 1 0 1 0 −2 2 1 0 −

1

2
0

0 1 1 −1 −1 1 −3 1 −

1

2
0 0

0 −1 −1 1 −1 1 −3 1 −

1

2
0 0

1 −1 0 −1 0 −2 2 1 0 −

1

2
0

−1 0 −1 −1 1 1 1 1 0 0 −

1

2



















.

C. Outras Implementações

A implementação da OFFT para N = 3 pode ser encontrada

em [19]. As implementações da pequena FFT de Winograd

podem ser encontradas no Apêndice de [7], em diversos

comprimentos.

APÊNDICE II

IMPLEMENTAÇÃO EM HDL

Implementação em Verilog do módulo que computa a DFT

de comprimento 3 utilizando as matrizes A e C originais.

module o 2 f f t 3 ( r e s e t , c lk ,

v0 , v1 , v2 ,

Vr0 , Vr1 , Vr2 ,

Vi0 , Vi1 , Vi2 ) ;

input r e s e t , c l k ;

input s igned [ 3 1 : 0 ] v0 , v1 , v2 ;

output reg s igned [ 3 1 : 0 ] Vr0 , Vr1 , Vr2 ;

output reg s igned [ 3 1 : 0 ] Vi0 , Vi1 , Vi2 ;

wire s igned [ 3 1 : 0 ] a 1 o u t [ 2 : 0 ] ;

wire s igned [ 6 3 : 0 ] bou t [ 2 : 0 ] ;

wire s igned [ 3 1 : 0 ] Vr t [ 2 : 0 ] ;

wire s igned [ 3 1 : 0 ] V i t [ 2 : 0 ] ;

reg s igned [ 3 1 : 0 ] a 1 o u t r e g [ 2 : 0 ] ;

reg s igned [ 3 1 : 0 ] b o u t r e g [ 2 : 0 ] ;

always @( posedge c l k or posedge r e s e t )

i f ( r e s e t ) begin
a 1 o u t r e g [ 0 ] = 0 ;

a 1 o u t r e g [ 1 ] = 0 ;

a 1 o u t r e g [ 2 ] = 0 ;

b o u t r e g [ 0 ] = 0 ;

b o u t r e g [ 1 ] = 0 ;

b o u t r e g [ 2 ] = 0 ;

Vr0 = 0 ;

Vr1 = 0 ;

Vr2 = 0 ;

Vi0 = 0 ;

Vi1 = 0 ;

Vi2 = 0 ;

end e l s e begin / / i f ( r e s e t )

a 1 o u t r e g [ 0 ] = a 1 o u t [ 0 ] ;

a 1 o u t r e g [ 1 ] = a 1 o u t [ 1 ] ;

a 1 o u t r e g [ 2 ] = a 1 o u t [ 2 ] ;

b o u t r e g [ 0 ] = bou t [ 0 ] [ 6 2 : 3 1 ] ;

b o u t r e g [ 1 ] = bou t [ 1 ] [ 6 2 : 3 1 ] ;

b o u t r e g [ 2 ] = bou t [ 2 ] [ 6 2 : 3 1 ] ;

Vr0 = Vr t [ 0 ] ;

Vr1 = Vr t [ 1 ] ;

Vr2 = Vr t [ 2 ] ;

Vi0 = V i t [ 0 ] ;

Vi1 = V i t [ 1 ] ;

Vi2 = V i t [ 2 ] ;

end

/ / A

a s s i g n a 1 o u t [ 0 ] = v0 + v1 + v2 ;

a s s i g n a 1 o u t [ 1 ] = v0 − {v1 [ 3 1 ] , v1 [31:1]}−{v2 [ 3 1 ] , v2 [ 3 1 : 1 ]} ;

a s s i g n a 1 o u t [ 2 ] = v1 − v2 ;

/ / B

a s s i g n bou t [ 0 ] = { a 1 o u t r e g [ 0 ] [ 3 1 ] , a 1 o u t r e g [ 0 ] , 3 1 ’ b0 } ; / / 1

a s s i g n bou t [ 1 ] = { a 1 o u t r e g [ 1 ] [ 3 1 ] , a 1 o u t r e g [ 1 ] , 3 1 ’ b0 } ; / / 1

a s s i g n bou t [ 2 ] = a 1 o u t r e g [2]∗ ( −1859775393); / / −s i n t

/ / C

a s s i g n Vrt [ 0 ] = b o u t r e g [ 0 ] ;

a s s i g n Vrt [ 1 ] = b o u t r e g [ 1 ] ;

a s s i g n Vrt [ 2 ] = b o u t r e g [ 1 ] ;

a s s i g n V i t [ 0 ] = 0 ;

a s s i g n V i t [ 1 ] = b o u t r e g [ 2 ] ;

a s s i g n V i t [ 2 ] = −b o u t r e g [ 2 ] ;

endmodule


