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Analise e Implementagao da Transformada Rapida
de Fourier Otimizada

J. P. Cerquinho Cajueiro e G. Jer6nimo da Silva Jr.

Resumo— Este artigo apresenta uma analise das diferentes
implementaces da transformada rapidas de Fourier otimizada
e da pequena transformada rapida de Fourier de Winograd, os
quais sao os melhores algoritmos que implementam a transfor-
mada discreta de Fourier, em termos de complexidade multiplica-
tiva. As implementacoes sao analisadas quanto ao consumo de
blocos légicos, velocidade maxima de processamento e nimero
de estagios utilizados para a realizacio da transformada.

Palavras-Chave—FFT, implementacdo, complexidade multi-
plicativa, hardware.

Abstract— This paper presents an analysis of implementations
of the optimized fast Fourier transformed and of the Winograd
small fast Fourier transform, which are the best algorithms
that implement the discrete Fourier transform, in terms of
multiplicative complexity. The implementations are analyzed
regarding the consumption of logic blocks, processing speed and
number of steps used to perform the transform.

Keywords— FFT, implementation, multiplicative complexity,
hardware.

I. INTRODUCAO

O Processamento digital de sinais passou a ser largamente
utilizado com o desenvolvimento dos circuitos integrados digi-
tais, das técnicas de integracdo VLSI e da tecnologia CMOS
para a fabricac@o de chips [1]. Em paralelo a isso, ocorreu
uma evolucdo nas técnicas utilizadas para a implementacdo de
algoritmos aritméticos com um nimero reduzido de operacdes
aritméticas. Tais algoritmos sdo comumente conhecidos como
algoritmos rdpidos. Em 1952, Cooley e Tukey apresentaram
um dos mais famosos algoritmos rdpidos, a transformada
rapida de Fourier (FFT) de Cooley-Tukey [2], que implementa
a transformada discreta de Fourier (DFT) [3]. A DFT tem
diversas aplicacdes em telecomunicacdes e em outras dreas da
engenharia [4].

A implementacio e o desenvolvimento de algoritmos
rdpidos passou a ser um ramo amplamente estudado na en-
genharia [5-7], levando a criacdo da FFT de Winograd [8], da
transformada rdpida de Hartley [9], do algoritmo de Goertzel
para uma componente da DFT [10], entre outros. De uma
maneira geral, transformadas rdpidas atuam sobre um vetor de
entrada, cujo nimero de componentes desse vetor é chamado
de “comprimento da transformada” e representado por N. As
FFT de grandes comprimentos sdo implementadas utilizando
FFT de comprimentos menores, o que pode ser visto como
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uma “fatoracdo” de algoritmos [7], assim, as pequenas FFTs!
determinam a complexidade de vérios algoritmos. O avanco
das técnicas de fabricacdo de circuitos integrados a partir
do uso da linguagem de descri¢do de hardware (HDL) e o
surgimento dos dispositivos FPGA possibilita o projeto e teste
do desempenho de um DSP com diferentes FFTs.

O principal parimetro que quantifica a complexidade
computacional de um algoritmo rdpido € o numero de
multiplicagdes necessdrio, chamado de complexidade mul-
tiplicativa. O nimero minimo de multiplicacdes para a
realizacdo da DFT foi calculado na tese de Heideman, em
1980 [11]. A transformada rapida de Fourier otimizada (OFFT)
[12], atinge o nimero minimo de multiplicacdes calculado
por Heideman para a realizagdo de uma DFT, superando a
melhor FFT sistemdtica conhecida até entdo, que era a FFT
de Winograd [8], em termos da complexidade multiplicativa.

Este artigo apresenta uma metodologia de andlise das
implementacdo de transformadas, a partir das matrizes da
transformada rdpida. Uma arquitetura de hardware é proposta
para implementar a FFT de Winograd e a OFFT para comparé-
las, nos comprimentos em que esses algoritmos sao diferentes
em termos de complexidade?, sobre os aspectos do consumo
de area do dispositivo, tempo de processamento e nimero
de estdgios. A proxima se¢do apresenta uma breve descricio
das duas FFTs analisadas. A secdo III mostra a arquitetura
de implementagdo, a representacio numérica utilizada e a
implementacdo das transformadas de ambos os algoritmos.
A secdo IV define a metodologia utilizada para andlise das
transformadas e a secdo V apresenta os resultados obtidos.
As conclusdes sdo apresentadas na Secdo VI. O Apéndice I
apresenta alguns algoritmos implementados e o Apéndice II
mostra uma implementagdo em HDL da OFFT.

II. OFFT E A FFT DE WINOGRAD

Uma FFT € uma algoritmo rdpido que implementa a DFT.
A DFT de uma sequéncia real de N pontos z[n], n =
0,1,...,N — 1, é a sequéncia complexa de N pontos X [k],
k=0,1,..., N — 1, definida por

1>

N—-1
X[k =) zn]Wik, (1)
n=0

'Neste artigo, chama-se “pequena FFT” os algoritmos de FFT implemen-
tados para pequenos comprimentos, com analogia ao termo em inglés small
fast Fourier transform [7].

2Para alguns comprimentos, os algoritmo sdo idénticos em complexidade
aritmética [11, 13].
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em que Wy 2 ¢#% e j 2 /—1. Para uma DFT de N
pontos, pode-se definir a matriz de transformacao

11 1 1
1 Wy w2 w1
211 wR Wi Wy
W = N N N ;@)
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€ 0s vetores

X[0]
X2 X.m 3)
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PN x[l] @
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para escrever a DFT de N pontos pela equagdo matricial
X =Wz 5)

As principais FFT para pequenos comprimentos sdo algorit-
mos que implementam a matriz W na forma fatorada

W = CBA, ©)

em que as matrizes A e C' sdo matrizes de niimeros racionais,
ou seja, tem apenas somas e subtragdes mas nenhuma
multiplicagdo, e a matriz B é uma matriz diagonalque portanto
apenas tem multiplicagdes [5, 7, 11, 13], de modo que a
complexidade multiplicativa estd relacionada a matriz B e a
complexidade aditiva estd relacionada as matrizes A e C.

Tanto a OFFT quanto a FFT de Wnograd sdo escritas
da forma dada pela equ¢do 6. A OFFT fatora a matriz W
utilizando os conceitos de base ciclotdmica e a decomposi¢ao
de um conjunto de matrizes em matrizes de posto unitdrio
[11]. Mostra-se que a menor complexidade multiplicativa é
obtida quando se utiliza a OFFT [13]. A pequena FFT de
Winograd utiliza uma combinac¢do da permutagdo de Rader
para transformar a DFT numa convolucdo circular [7], a
qual é implementada utilizando o algoritmo de convolugdo de
Winograd [7]. A diferenca prética entre as duas FFTs sdo as
matrizes A, B e C.

De modo geral, uma FFT ¢ aplicada a sinais no dominio
dos reais, entretanto, algoritmos que utilizam pequenas trans-
formadas, como a FFT de Cooley-Tukey [2] e a FFT de
Good-Thomas [14], necessitam calcular a DFT para entradas
complexas. Considerando a parte real e imagindria do vetor
de entrada, isto é, ¥ = T, + jZ;, entdo a transformada de = é
dada por

X=X, +jX; =Wz, + jWi,, (7)

que pode ser implementada com duas transformadas reais,
como mostra a Figura 1.

As matrizes A e C' podem ser fatoradas em matrizes biele-
mentares [15], o que ajuda na determinagdo da complexidade

real /_'_\ Xr
Zr —  FFT 1
imag
real A -
A
T FFT
imag

Fig. 1. Transformada discreta de Fourier para entrada complexa, implemen-
tada a partir de duas FFTs para entradas reais.

aditiva e diminui o nimero de adi¢des da implementagao, con-
siderando que o sintetizador do circuito a partir da linguagem
de descricdo de hardware (HDL) ndo faz isso automatica-
mente.

A seguir, sdo apresentados aspectos importantes da
implementacdo dessas transformadas em linguagem de
descri¢ao de hardware, bem como a metodologia utilizada para
a comparacio das FFTs.

ITI. ARQUITETURAS PARA A IMPLEMENTACAO DA FFT

Dois aspectos importantes na implementacdo de transfor-
madas sd3o a representagdo numérica para os valores das
componentes dos vetores I e Xea arquitetura dos estdgios
das FFT. Uma possivel arquitetura € através do uso de registra-
dores com uma técnica conhecida como pipeline [16], outra
possibilidade € através da execu¢do de comandos sequenci-
ais via mdquina de estados. Neste trabalho foi escolhido o
paradigma de pipeline, de modo que cada estdgio corresponde
a aplicacdo de uma matriz.

Para representar todos os nimeros foi escolhida a notagdo
Q1.31 complemento a 2, um tipo de nota¢io ponto fixo de 32
bits [17]. Essa escolha permite que adi¢cdes e subtracdes sejam
implementadas de maneira mais simples e as multiplicacdes
de inteiros podem ser feitas utilizando blocos multiplicadores,
descartando os bits menos significativos.

Um outro parametro variado na implementagio foi o for-
mato das matrizes A e C. Em um caso cada uma delas
foi implementada como um unico estdgio de pipeline, en-
quanto que no outro elas foram implementadas por vdrios
estagios, definidos pela fatoracdo bielementar [15], de modo
que cada estdgio apresenta uma unica complexidade aditiva
para cada 2 ramos ou uma multiplica¢do por ramo da pipeline.
Multiplicacdes por 2%, com k inteiros sio implementadas por
deslocamento e ndo produzem atraso. Essas multiplicagdes sao
consideradas “multiplicacGes triviais” [5, 7, 12, 13]. As figuras
2 e 3 mostram exemplos desta implementacdo para o algoritmo
de Winograd e para a OFFT, respectivamente, quando N = 5.

O numero de matrizes bielementares utilizadas para decom-
por as matrizes A e C' determina o nimero de estdgios no
pipeline. Para N = 5, por exemplo, nota-se que a matriz A, da
OFFT € decomposta em 2 matrizes bielementares, enquanto no
algoritmo de Winograd sdo necessdrias 3 matrizes, portanto,
esse algoritmo requer um estdgio a mais na pipeline que a
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Fig. 2. Implementagdo da pequena FFT de Winograd, para N = 5, em
pipeline, com fatoragdo em matrizes bielementdres aplicada as matrizes A e

C.
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Fig. 3. Implementacdo da OFFT, para N = 5, em pipeline, com fatoracdo

em matrizes bielementdres aplicada as matrizes A e C.

OFFT, exigindo um tempo maior para a computacdo em ciclos
de mdquina e um maior nimero de registradores.

A préxima se¢@o apresenta a andlise da OFFT e da pequena
FFT de Winograd utilizando a arquitetura e a representagio
numérica definida.

IV. IMPLEMENTACOES PROPOSTAS E PARAMETROS DE
SINTESE

Todas as implementacdes foram sintetizadas utilizando o
programa Quartus II 11.1 web edition, da Altera, usando como
dispositivo alvo o FPGA EP3C120F780 da familia Cyclone
III3. Este dispositivo possui blocos multiplicadores de 9 bits
que podem ser inferidos a partir do HDL e que s@o bem
mais rdpidos que multiplicadores feitos a partir de blocos
16gicos. Tendo em vista o uso destes elementos, foram feitas
duas sinteses para cada descri¢do: uma habilitando o uso dos
multiplicadores embarcados de 9 bits e a outra desabilitando
este uso. Utilizou-se Verilog como HDL. O Apéndice II mostra
a implementagdo em Verilog da OFFT para N = 3, utilizando
as matrizes A e C originais.

Para cada FFT sintetizada, analisou-se as seguintes carac-
teristicas: nimero de blocos ldgicos utilizados, nimero de
blocos multiplicadores embarcados (se habilitados), veloci-
dade méxima do clock do sistema e o nimero de estigios
da implementagdo. O pardmetro de velocidade é calculado
automaticamente pelo software e leva em consideragdo a
tensdo de alimentacdo e temperatura de operacdo do circuito.

3No website “www.altera.com” encontram-se informacdes sobre o disposi-
tivo FPGA e o sintetizador Quartus utilizado nas implementagdes.

Neste trabalho, considerou-se o pior caso: tensdo de 1.2V e
temperatura de 85 °C.

V. ANALISE DAS IMPLEMENTAQOES PROPOSTAS

Os resultados obtidos sdo mostrados nas Tabelas I, II, e
III. Nestas tabelas o campo mult. é o nimero de blocos
multiplicadores de 9 bits usados (0 quando desabilitados) e
o campo matriz € quanto ao uso das matrizes A ¢ C da forma
fatorada ou original.

TABELA 1
RESULTADOS DA SINTESE DAS FFTS PARA N = 3.

Tipo blocos  clock [MHz]  mult. matriz estagios

Winograd 478 116,1 8 fatorada 4
870 99,85 0 fatorada 4

OFFT 474 116,13 8 fatorada 4
869 99,74 0 fatorada 4

Winograd 476 116,18 8 original 3
864 102,93 0 original 3

OFFT 474 114,86 8 original 3
866 97,24 0 original 3

TABELA 1I

RESULTADOS DA SINTESE DAS FFTS PARA N = 5.

Tipo blocos  clock [MHz]  mult. matriz estagios
Winograd 1289 114,85 32 fatorada 6
2686 92,5 0 fatorada 6
OFFT 1169 115,62 32 fatorada 5
2577 93,91 0 fatorada 5
Winograd 1255 114,76 32 original 3
2666 94,74 0 original 3
OFFT 1190 114,96 32 original 3
2604 93,92 0 original 3
TABELA 1II
RESULTADOS DA SINTESE DAS FFTS PARA N = 7.
Tipo blocos  clock [MHz]  mult. matriz estagios
Winograd 2413 113,48 64 fatorada 7
5446 94,99 0 fatorada 7
OFFT 2412 115,26 56 fatorada 7
5143 64,3 0 fatorada 7
Winograd 2445 111,23 64 original 3
5453 93,73 0 original 3
OFFT 2388 104,06 56 original 3
4857 93,14 0 original 3

Pelo resultado, é possivel verificar dois aspectos impor-
tantes. O primeiro € que a implementacdo utilizando a
fatoragdo das matrizes A e C' em matrizes bielementares nao
melhora, significativamente, a velocidade do dispositivo, como
esperado. Uma explicacio para isso € o fato da multiplicacio
ser bem mais complexa, em termos de hardware, que as
adi¢oes, para a representacdo numérica utilizada, de modo que
o bloco de multiplicadores (matriz B) limita a velocidade.
Nota-se também que a velocidade ndo mudou significativa-
mente entre os algoritmos.

O segundo aspecto é o fato que, em algumas situagdes,
a implementacdo utilizando matrizes bielementares consumiu
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mais blocos 16gicos que a implementagdo utilizando as ma-
trizes originais. A explicagdo desse resultado s6 foi solu-
cionada através da visualizacdo da implementacdo em RTL
[18], disponivel no programa Quartus. Nessa visualizacdo,
observa-se que a sintetizacdo do programa simplifica o re-
sultado a nivel de porta ldgica e ndo de somadores, isso
confere ao sintetizador um nivel mais baixo e mais detalhista
de simplifica¢do, nao considerado na fatoracdo bielementar.

Uma curiosidade verificada na sintetizacdo é que a com-
plexidade multiplicativa da pequena FFT de Winograd como
calculada em [7, 8, 11, 13] para os comprimentos 3 e 5, difere
da obtida neste trabalho. Isto se deve a uma das multiplicacdes
contabilizadas ser entre uma varidvel e um ntimero racional
(ou seja, € trivial), o que é implementado pelo sintetizador
por um deslocamento e uma soma. Com esta consideragio, a
complexidade multiplicativa da FFT de Winograd para N = 3
¢ uma multiplicacdo e para N = 5 sdo quatro multiplicagdes.
Isso explica a igualdade no nimero de multiplicadores para
esses algoritmos nesses comprimentos.

VI. CONCLUSOES

Este trabalho analisou diferentes implementagdes da OFFT
e da pequena FFT de Winograd para os comprimentos 3, 5 e
7 (s@ao os comprimentos que tém diferenca nas complexidades
multiplicativas) em Verilog para o dispositivo EP3C120F780
da Altera. Descobriu-se que os algoritmos analisados, nos
comprimento 3 e 5, tétm a mesma complexidade multiplicativa.

Um resultado interessante para a implementacdo com ponto
fixo de 32 bits € que o estdgio de multiplicacdo limita a
velocidade de processamento, devido a alta complexidade de
hardware. A fatoracdo em matrizes bielementares ndo melhora
a velocidade de processamento. A implementacdo utilizando
as matrizes originais, utilizando a OFFT, é a maneira mais
indicada para esta situacdo, pois diminui o nimero de regis-
tradores, o nimero de estigios e o nimero de blocos 16gicos.
Em alguns casos, a sintetizagdo a nivel de blocos l6gicos do
programa Quartus é mais eficiente que a fatoracdo em matrizes
bielementares, que sintetiza a nivel de somadores.
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APENDICE |
ALGORITMOS IMPLEMENTADOS

A. OFFT para N =5

1.0 0 0 0]
01 0 0 1
00 1 1 0
Ao=10 1 0 0 -1/,
00 -1 1 0
01 -1 -1 1
01 1 -1 -1 |
1. 00 0 0 0 0]
010 0 0 0 O
001 0 0 0 O
Bo=|0 00 8 0 0 0],
000 0 B 0 0
000 0 0 B O
L0000 0 0 0 pBy]
B —jlsen(3) — sen(% )]
Be | _ | —jlsen(E) + sen(3F)]
B3 cos(3L)
Ba —jsen(x)
C, =
1 1 1 0 0 0
1 0 -3 1 0 1
1 -+ 0 o0 2 1
1 —% 0 0 -2 -1 -1
1 0 -3 -1 0 -1
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B. OFFT para N =7

0 1 -1 0 0 1 -1 alvyays @(posedge.clk or posedge reset)
0 0 -1 -1 1 1 0 if (reset) begin
01 0 1 -1 0 -1 Aloutrecti] - o
alout_reg = 0;
0 1 1 —1 1 -1 =1 alout_reg[2] = 0;
1 1 1 1
01 _¥ _? _? _? 1 bout_reg[0] = 0;
AO — 0 0 = 1 _1 4 0 , bout_reg[1] = 0;
0 1 i _g _g i 1 bout_reg[2] = 0;
4 4 4 4
1 0 0 0 0 0 0 xf(l) = 8;
rl = 0;
0 1 0 0 0 0 1 Vi2 = 0;
0 0 1 0 0 1 0 Vio - o
i0 = 0;
00 0 1 1 0 0] Vil = o,
Vi2 = 0;
B (Z Z) — end else begin// if (reset)
o\m _ _ alout_reg[0] = alout[0]
_jl[sen(QTﬂ-) _ 256“(4771-) _ Sen(STﬂ-)] alout_reg[1l] = alout[1]
? o AT 67 alout_reg[2] = alout[2]
—j§[2sen ) — sen(3F) + sen(=)]
—jg[sen(Q—“) + sen(%“) + QSen(S_ﬂ')] bout_reg[0] = bout[0][62:31];
21 P A 67 bout_reg[1l] = bout[1][62:31];
—J3 Sen(Tg + 53111(7)4_ SCH(T)] bout_reg[2] = bout[2][62:31];
cos(5F) — scos(=F
(QZF) 2 (47,r) VI0 = Vrt[0];
cos(5F) + Feos(F) : vrl = Vre[1]}
%003(4777) Vr2 = Vrt[2];
1 Vi = Vit[0];
1 Vil = Vit[1];
1 Vi2 = Vit[2];
end
1
- - //A
e assign alout[0] = vO + vl + v2;
assign alout[1] = vO — {v1[31],vI[31:1]} —{v2[31],v2[31:1]};
C, = assign alout[2] = vl — v2;
0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 //B
1 0 1 1 1 1 1 1 0 0 —% assign bout[0] = {alout_reg[0][31],alout_reg[0],31°b0}; //1
_ _ 1 assign bout[1] = {alout_reg[1][31],alout_reg[1],31°b0}; //1
é } ? 1 (1) % § 1 ? 6 8 assign bout[2] = alout_reg[2]*(—1859775393); // —sin t
_ _ _ _? .
0o -1 -1 1 -1 1 -3 1 —3 0 0| /¢
o o o 1 assign Vrt[0] = bout_reg[0];
1 1 0 1 0 2 2 1 0 2 9 assign Vrt[1] = bout_reg[1];
-1 0 -1 -1 1 1 11 0 0 -3 assign Vrt[2] = bout_reg[1];
assign Vit[0] = O;
assign Vit[l] = bout_reg[2];
C. Outras Implementacoes assign Vit[2] = —bout_reg[2];
endmodule

A implementacdo da OFFT para N = 3 pode ser encontrada
em [19]. As implementa¢Ges da pequena FFT de Winograd
podem ser encontradas no Apéndice de [7], em diversos

comprimentos.

APENDICE 11

IMPLEMENTACAO EM HDL

Implementacdo em Verilog do médulo que computa a DFT
de comprimento 3 utilizando as matrizes A e C' originais.

module o2fft3 (reset ,clk,
vO,vl,v2,
Vr0,Vrl,Vr2,
Vi0, Vil ,Vi2);
input reset, clk;
input signed [31:0] vO,vl,v2;

output reg signed [31:0] Vr0,Vrl,Vr2;
output reg signed [31:0] Vi0,Vil,Vi2;

wire signed [31:0] alout[2:0];
wire signed [63:0] bout[2:0];
wire signed [31:0] Vrt[2:0];
wire signed [31:0] Vit[2:0];

reg signed [31:0]
reg signed [31:0]

alout_reg[2:0];
bout_reg [2:0];



