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Modelagem Estocastica de um Algoritmo NLMS
de Passo Variavel Nao Paramétrico

Eduardo Vinicius Kuhn, José Gil Fausto Zipf e Rui Seara

Resumo—Este artigo trata da modelagem estocastica de
algoritmos adaptativos NLMS (normalized least-mean-square) de
passo varidvel, considerando sinais de entrada gaussianos reais
(correlacionados e ndo correlacionados). Especificamente, um
modelo estocastico analitico é desenvolvido aqui para um
algoritmo nio paramétrico da literatura. Tal modelo pode ser
estendido para ser usado em outros algoritmos de passo variavel,
levando em conta as particularidades da regra de ajuste do passo
de adaptacio considerada. Resultados de simulacdo para
diferentes condicées de operagio sio apresentados, confirmando
a precisio do modelo proposto (especialmente, em regime
permanente).

Palavras-chave—Algoritmo NLMS de passo variavel, filtragem
adaptativa, modelagem estocastica.

Abstract—This paper focuses on the stochastic modeling of
variable step-size normalized least-mean-square (NLMS)
algorithms, considering real-valued (correlated and
uncorrelated) Gaussian input data. Specifically, an analytical
stochastic model is developed here for a non-parametric
algorithm from the literature. Such a model can be extended to
be used in other variable step-size algorithms, taking into account
the particulars of the step-size adjustment rule considered.
Simulation results for different operating conditions are
presented, confirming the accuracy of the proposed model
(especially, in steady state).
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1. INTRODUCAO

Embora o algoritmo NLMS (normalized least-mean-
square) seja utilizado nas mais diversas aplica¢des praticas em
fungdo de sua elevada robustez numérica e baixa
complexidade computacional [1], [2], 0 uso de um passo de
adaptagdo fixo n@o permite que ele proporcione
simultaneamente uma rapida convergéncia aliada a um
reduzido erro quadratico médio em excesso (EQME) em
regime permanente (como desejavel). Assim, visando tratar
essa relacdo de compromisso, os algoritmos adaptativos de
passo variavel t€m emergido como uma importante solugdo do
ponto de vista pratico. Nesse tipo de algoritmo, o passo de
adaptagdo ¢ ajustado dinamicamente durante toda a sua
operagdo. Basicamente, considera-se um valor de passo
elevado (proéximo ao limite superior de estabilidade) no inicio
do processo de adaptagdo, propiciando uma rapida
convergéncia inicial. Entdo, a medida que o algoritmo se
aproxima do regime permanente, o valor do passo ¢
gradualmente decrescido (de acordo com alguma regra pré-
estabelecida), levando a um reduzido EQME em regime
permanente [2].
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Na literatura, diferentes estratégias vém sendo utilizadas na
obteng¢do de regras de ajuste para o passo de adaptacdo, dando
assim origem a um grande numero de algoritmos de passo
varidvel. Dentre as principais estratégias consideradas,
destacam-se a teoria do passo 6timo [3]-[8], a autocorrelagdo
do erro [9], o gradiente do erro quadratico instantaneo
[10]-[13], o erro quadratico instantaneo [14]-[16], a restricdo
da variancia do ruido [17], o valor absoluto do erro
instantdneo [18], e outras menos especificas [19]-[23].
Contudo, devido a grande quantidade de trabalhos cientificos
publicados, como também as limitagdes que cada algoritmo
pode apresentar, a escolha do algoritmo a ser utilizado bem
como o ajuste adequado de seus parametros tornam-se tarefas
um tanto complexas. Por isso, objetivando facilitar a
implementagdo com vistas a aplicacdo de interesse, ¢
importante conhecer claramente quais as principais vantagens
¢ limitagdes de cada algoritmo como também o impacto dos
parametros do algoritmo sobre seu desempenho. Nesse
sentido, um caminho conveniente para se entender melhor o
funcionamento de um dado algoritmo se d4 por meio de seu
modelo estocastico.

Na modelagem estocastica de algoritmos adaptativos,
busca-se determinar expressdes analiticas que possibilitem
predizer (com certa precisdo) o comportamento de um dado
algoritmo frente a diferentes condicdes de operagdo,
fornecendo assim uma base teorica para o estudo do algoritmo
considerado. Tais modelos visam ainda auxiliar o projetista no
ajuste de parametros do algoritmo bem como em analises de
desempenho, evitando assim a necessidade de extensivas
simula¢des de Monte Carlo (MC). Além disso, através de um
modelo analitico, relacdes de causa e efeito entre os
parametros do algoritmo e as métricas de desempenho podem
ser estabelecidas, resultando dessa forma em diretrizes de
projeto consistentes [24]-[26]. Adicionalmente, modelos
podem revelar ainda comportamentos indesejados do
algoritmo, permitindo modifica-lo seja para corrigir tal
comportamento ou customiza-lo para condigdes de operagdo
especificas [27]. Todavia, a modelagem estocastica de
algoritmos adaptativos ndo pode ser vista como uma tarefa
trivial, apresentando ainda diversos desafios teéricos a serem
superados.

Com respeito a modelagem de algoritmos de passo
variavel, é importante destacar que a maioria dos trabalhos até
entdo publicados na literatura ndo apresenta modelos
estocasticos para os algoritmos correspondentes. Entretanto,
especialmente no caso de algoritmos de passo variavel, os
modelos sdo de grande importancia do ponto de vista teodrico,
j4 que podem servir como base para o estudo das diferentes
estratégias de ajuste do passo de adaptagdo desenvolvidas,
fornecendo assim subsidios ao projetista quanto a escolha de
um dado algoritmo. Nesse contexto, focando sobre os
algoritmos adaptativos NLMS de passo variavel, tem-se aqui
por objetivo:

a) introduzir uma metodologia geral de modelagem
considerando sinais de entrada gaussianos reais
(correlacionados e ndo correlacionados); e

b) aplicar a metodologia desenvolvida no algoritmo ndo
paramétrico descrito em [6].
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II. FORMULACAO DO PROBLEMA
No desenvolvimento do modelo proposto, considera-se um
problema de identificacdo de sistema (como ilustrado na
Fig. 1). Dessa forma, o sinal de erro e(n) pode ser expresso
como

e(n) =[w, —w(m)]" x(n) +z(n) M
onde w, representa um vetor de dimensdo M contendo os
coeficientes da planta (sistema a ser identificado),
w(n)=[w(n) Wir (n)]T, o vetor de coeficientes do filtro
adaptativo, x(n)=[x(n) x(n—M +1)]T, um vetor com
as amostras mais recentes do sinal de entrada e z(n), um ruido
aditivo de medi¢do. Aqui, assume-se que os coeficientes do
filtro adaptativo sdo atualizados por um algoritmo NLMS de
passo variavel, cuja equagdo de adaptagdo é dada por

x(n)e(n)

w(n+1)=w(n)+w(n) T () 4 e

()
na qual w(n) denota o passo de adaptacdo variavel e €>0,
um pardmetro de regularizagdo [1], [2]. Particularmente em
[6], o passo de adaptacio variavel p(n) é ajustado através de'

2
nin) =2 G)
q-(n)
com
p(n)=Bp(n-1)+(1-PBe(n)e(n-1) )
c
q(n)=PBg(n—1)+(1-PB)e*(n) Q)

sendo 0 < <1 um pardmetro que praticamente nio carece de
ajuste; por isso, o algoritmo ¢ dito ndo paramétrico.

II1. MODELO PROPOSTO

O modelo estocastico proposto ¢ composto por expressdes
descrevendo o comportamento médio do vetor de coeficientes,
a curva de aprendizagem, uma recursdo para computar os
elementos da diagonal da matriz de correlagdo do vetor de erro
nos coeficientes, como também expressdes caracterizando a
evolucdo do passo de adaptacdo variavel. Para derivar tais
expressoes, as seguintes hipdteses simplificativas (utilizadas
na modelagem) sdo primeiramente estabelecidas:

H1) O sinal de entrada ¢ obtido a partir de um processo

gaussiano estacionario de média zero, varidncia 6> e
matriz de autocorrelagio R =E[x(n)x (n)] [1], [2].

H2) O parametro €>0 ¢ uma constante de valor muito
pequeno quando comparada com E[XT(}'Z)X(}'Z)], nao
afetando o comportamento médio do algoritmo [24].

H3) O ruido de medi¢ao z(n) ¢ nao correlacionado e
independente de qualquer outro sinal envolvido no
processo, tendo média nula e variancia Gﬁ [17, [2].

H4) Assume-se que o vetor de coeficientes do filtro
adaptativo w(n) e vetor de entrada x(n) sejam
estatisticamente independentes [1], [2].

H5) Considera-se também que o passo de adaptagdo L(n)
seja independente de qualquer outra variavel do
processo [9], [14], [15].

H6) E ainda assumido que e(k) e e(/) sejam fracamente
correlacionadas para k=1 [7], [9].

Note que as Hipoteses H4)-H6) passam a ser mais precisas a
medida que o algoritmo tende para a condi¢do de regime
permanente.

! Cabe comentar que uma regra de ajuste do passo de adaptacio bastante
similar foi independentemente apresentada em [7].
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Fig. 1. Diagrama de blocos de um problema de identificagdo de sistema.

A. Comportamento Médio do Vetor de Coeficientes

Para o problema de identificagdo de sistema mencionado,
uma expressao que descreve o comportamento médio do vetor
de coeficientes pode ser determinada substituindo (1) em (2),
tomando o valor esperado de ambos os lados da expressdo
resultante e levando em conta as Hipoteses H2)-HS). Assim,

E{w(n+1D)]={1-E[u(n)IRJE[wW(m)]+E[u(n)]Rw, (6)

sendo I a matriz identidade, E[u(n)], o valor esperado do
passo de adaptagdo variavel e

uma matriz do tipo autocorrelagdo normalizada.

E importante destacar que a determinagio de R, bem
como de R, e R; [veja adiante (15) e (16)] ndo ¢ uma tarefa
trivial, requerendo o conhecimento da fungdo densidade de
probabilidade do sinal de entrada. Como consequéncia,
solugdes distintas sdo obtidas dependendo das caracteristicas
estatisticas do sinal de entrada. Particularmente, focando sobre
sinais de entrada gaussianos reais [como estabelecido pela
Hipotese H1)], solugdes analiticas sdo apresentadas em [28]
para dados ndo correlacionados e [29], para dados
correlacionados (para detalhes, veja [30, Tabelal]). Tais
solugdes sdo utilizadas aqui para computar as matrizes do tipo
autocorrelagdo normalizada oriundas da derivagdo do modelo
proposto.

Portanto, para uma dada condicdo inicial [por exemplo,
w(0)=0], o comportamento médio do vetor de coeficientes
do filtro adaptativo pode ser predito [a partir da expressdo de
modelo (6)] se a matriz de autocorrelagdo normalizada R,, o
vetor de coeficientes 6timo w, e E[u(n)] forem conhecidos.

x(n)x" (n)
x' (n)x(n)

(7

B. Curva de Aprendizagem

A fim de derivar uma expressdo que descreva a curva de
aprendizagem do algoritmo [erro quadratico médio (EQM)],
define-se inicialmente o vetor de erro nos coeficientes como

®)
Logo, usando (8), o sinal de erro (1) pode ser reescrito como
e(n) =—v' (n)x(n)+z(n). )

Entdo, determinando ez(n) [a partir de (9)], tomando o valor
esperado de ambos os lados da expressdo resultante e
considerando a Hipdtese H4), obtém-se [1], [2]

J(n)=E[e*(n)]

v(n)=w(n)—w,.

10
:Jmin + Jex (n) ( )
sendo o EQM minimo dado por
Jinin = E[2?

e 0 EQME, por



XXXIV SIMPOSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICAGOES — SBrT’16, 30 DE AGOSTO A 02 DE SETEMBRO DE 2016, SANTAREM, PA

Jex (M =E{v" (mx(n)P}
=2TK'(n)
onde A e k'(n) denotam vetores contendo, respectivamente,
os autovalores de R e os elementos da diagonal de

K'(n=Q"K(m)Q. (13)
Note em (13) que K(n):E[v(n)vT (n)] caracteriza a matriz de
correlagdo do vetor de erros nos coeficientes € Q, a matriz de
autovetores proveniente da autodecomposicio R=QAQ",
em que A ¢ uma matriz diagonal contendo os autovalores A;
correspondentes [1], [2].

Portanto, através das expressdes de modelo (10)-(12), a
curva de aprendizagem do algoritmo pode ser predita se a
poténcia do ruido de medic¢do, os autovalores da matriz de
autocorrelacdo do sinal de entrada e os elementos da diagonal
da matriz de correlagdo do vetor de erro nos coeficientes
forem conhecidos.

(12)

C. Matriz de Correlagdo do Vetor de Erro nos Coeficientes

Uma expressio recursiva para k'(n) pode ser obtida
reescrevendo (2) em fungdo do vetor de erro nos coeficientes
v(n) [definido em (8)], substituindo (9) na expressdo
resultante, determinando o produto v(n+1)v' (n+1), tomando
o valor esperado de ambos os lados e considerando (7), (11),
bem como as Hipdteses H2)-HS). Dessa forma,

K(n+1)=K(n) - E[u(n)[K(n)R, —E[u(n)]R,K(n)

14
+E[L* (m]R, + B[ (m)]R3/ 0
com
R, E{x(n)x (K (n)x(n)x (n)} 15)
[x" (m)x(m)]?
€
{ x(n)x (n) } (16)
[x" (m)x(m)]’

denotando matrizes do tipo autocorrelagdo normalizada.

Agora, tendo em vista as solugdes apresentadas na
literatura para R;, R, e R; [veja a Hipotese H1)], pré- e
po6s- multiplicando (14) por Q" ¢ Q, respectivamente, ¢
tomando os elementos da diagonal principal da expressao
resultante, obtém-se a seguinte recursdo para K'(n):

K'(n+1)=
{1—2E[u(n)JH + E[* (m)](2T + P)IK'(n) + E[U* (1)} 1 8
7
sendo as matrizes H, T e P bem como o vetor s
provenientes do calculo de R;, R, e R; [28], [29]. Como
condigdo inicial de (17), assumindo que o vetor de coeficientes

do filtro adaptativo seja inicializado com zero [isto ¢&,
w(0)=0], considera-se

K'(0) = diag(Q"w,w, Q). (18)

Portanto, levando em conta as solugdes fornecidas em [28]
e [29] para computar as matrizes do tipo autocorrelacdo
normalizada oriundas da derivagdo do modelo ¢ a condigdo
inicial de K'(n) [dada em (18)], é possivel predizer o
comportamento dos clementos da diagonal da matriz de
correlagdo do vetor de erro nos coeficientes [através de (17)]
se os valores esperados E[uw(n)] e E[uz(n)] forem
conhecidos; consequentemente, a curva de aprendizagem do
algoritmo [dada por (10)] pode ser também descrita.
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D. Evolugao do Passo de Adaptagao

Antes de prosseguir com a derivacdo, destaca-se que a
metodologia desenvolvida até entdo ¢ geral, podendo ser
aplicada a outros algoritmos de passo variavel apresentados na
literatura. Para tal, faz-se necessario apenas determinar
E[u(n)] e E[u2 (n)] levando em conta as especificidades do
algoritmo de interesse. Particularmente, focando sobre a regra
de ajuste do passo de adaptagdo introduzida em [6], dada em
(3)-(5), expressdes recursivas descrevendo a evolugdo do
passo de adaptacdo do algoritmo em questdo [requeridas em
(6) e (17)] sdo agora derivadas.

1) Determina¢do de E[l(n)]: Tomando o valor esperado de
ambos os lados de (3) e assumindo uma condi¢do de variagdo
lenta das variaveis envolvidas [31], tem-se

Elp>(n)
Elq’ ()]
Entdo, calculando pz(n) a partir de (4), tomando o valor
esperado de ambos os lados da expressdo resultante,

considerando as Hipoteses H3) e H6), juntamente com as
deﬁniqf)es estabelecidas em (10)-(12), obtém-se

E[u(m)]= (19)

P (m)]=PB’E[p*(n-1)]
+2B(1-B)E[p(n —D]E[e(m)e(n—1)]  (20)
+(1-B)*E{[e(me(n—DT*}
com
[p(m)]=BE[p(n—1]+(1-P)E[e(n)e(n-1)]  (21)
E[e(n)e(n—1)]=J  (n-1) (22)
€
E{[e(n)e(n—1D)]*} = J(n)J (n—1). (23)
Analogamente, a partir de (5), tem-se”
E[q*(n)]=B’El¢” (n-1)]
+2B(1-B)Elg(n—1)]J (n) (24
+(1-B)*Ele* (n)]
onde
E[g(n)]=BE[g(n—D]+(1-B)J(n) (25)
€
E[e*(n)]=3J%(n). (26)

2) Determinagdo de E[uz(n)]: Como em (19), aproxima-se

E[p*(n)]
E[u(n)] = — . 27)
O B )
Entdo, a partir de (4), (22) e (23), obtém-se
E[p*(m)]=B*Elp* (n-1)]
+4B° (1=-B)E[p* (n =D (n—1)
+6B°(1-B) E[p* (n—=1)]J(n)J(n—=1)  (28)

+4B(1-B)’El p(n —1)JE {[e(n)e(n— DT’}
+(1-B)*E{[e(n)e(n—1)]*}

com

? Levando em conta o Teorema do Limite Central, (26), (31), (34) e (35)
podem ser obtidos como E[ek(n)] =1x3x---X(k— l)Jk/z(n) para k par, visto
que E[e(n)]=0 [32, p. 148]. Alternativamente, resultados equivalentes
podem ser determinados a partir de (9) e das Hipoteses H1), H3), H4) e H6).
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E[p’(n)]=PB’E[p’ (n-1)]
+3B2(1=-B)E[p* (n—1)]J o (n=1)

; (29)
+3B(1—B)*E[ p(n—1)]J (n)J (n—1)
+(1-BY E{[e(n)e(n—DT’}
E{[e(n)e(n-D]'}=9J2 J. (n=1)+9J ., J2 (n—1) (30)
+9J o J2 (n)+3J2 (n)J o (n—1)
c
E{[e(n)e(n—1)]*} =9J%(n)J* (n—1). 31
Por sua vez, a partir de (5), (10) e (26), tem-se
Elg*(n)]=B"Elg* (n—1)]+4B> 1-P)E[g’ (n— D}J (n)
+188°(1-B)*El¢” (n—1)]J*(n) (32)
+4B(1-B)’ Elg(n —1)]E[e® (n)] + (1-B)* E[* (n)]
onde
El¢’(n)] = BElg’ (n—1)]+ 38> (1-B)E[¢° (n—1)]J (n)
+9B(1—B)* E[g(n—1)1J° (n) + (1-BY E[° (n)]
E[e’(n)]=15J°(n) (34)
c
E[e®(n)] =105 (n). (35)

Como condigdo inicial para as expressdes obtidas, considera-
se E[u*(0)]=E[p* (0)]=E[¢" (0)]=0 para k=1,2,3 ¢ 4.

Finalmente, visto que E[w(n)] e E[p2 (n)] podem agora
ser computados recursivamente através das expressdes de
modelo derivadas aqui [veja (19)-(35)], conclui-se que o
comportamento  do  algoritmo  estd  completamente
caracterizado. Consequentemente, torna-se possivel predizer o
comportamento médio do vetor de coeficientes [veja (6)], a
evolucdo dos elementos da diagonal da matriz de correlagdo
do vetor de erro nos coeficientes [veja (17)], como também a
curva de aprendizagem do algoritmo [veja (10)].

IV. RESULTADOS DE SIMULACAO

Agora, visando verificar a precisdo do modelo proposto,
dois exemplos sdo apresentados considerando um problema de
identificagdo de sistema. Em tais exemplos, o comportamento
médio predito através do modelo proposto ¢ comparado com
os resultados obtidos via simula¢des de MC (200 realizacdes
independentes). A planta utilizada ¢ obtida de uma fungdo
sinc, sendo normalizada de tal forma que ||w, ||§=1 [29]. O
sinal de entrada [veja a Hipotese H1)] € obtido através de um
processo autorregressivo de segunda ordem AR(2), dado por

x(n) =—a;x(n—1)—a,x(n—2)+v(n) (36)

onde a; € a, sdo os coeficientes do processo € v(n), um
ruido branco cuja variancia ¢ ajustada de tal modo que Gi =1.
A razdo sinal-ruido ¢ definida como
o2
SNR=10log;o| = (37)
GZ
com 6> e 6> denotando a varidncia do sinal de entrada e do
ruido de medigdo, respectivamente. Nas simulagdes
apresentadas, o pardmetro B [requerido em (4) e (5)] ¢ feito

igual a 0,95.

A. Exemplo 1

Aqui, busca-se avaliar a precisio do modelo proposto
frente a um sinal de entrada fracamente correlacionado e uma
SNR pequena. Para tal, uma planta com M =32 coeficientes

451

¢ utilizada. Os coeficientes do processo AR(2) sdo a; =-0,6 e
a, =0,7, resultando em uma dispersdo de autovalores da
matriz de autocorrela¢do do sinal de entrada de y=57,58. O
ruido de medicdo inerente ao ambiente de operacdo do sistema
tem variancia 6> =102, implicando uma SNR =20 dB.

B. Exemplo 2

Aqui, avalia-se a precisdo do modelo proposto frente a um
sinal de entrada fortemente correlacionado e uma SNR maior
do que aquela do Exemplo 1. Para tal, uma planta com
M =128 coeficientes ¢ considerada. Os coeficientes do
processo AR(2) sdo a; =-0,6 e a, =0,93, produzindo entdo
uma dispersdo de autovalores da matriz de autocorrelagdo do
sinal de entrada de ¥ =1173,38. O ruido de medi¢do tem
agora uma varidncia de o2 =10"*, resultando em uma
SNR =40 dB.

As Figs. 2 e 3 apresentam os resultados obtidos para os
cenarios descritos nos Exemplos 1 e 2, respectivamente.
Observa-se, através de tais figuras, que o modelo proposto
prediz satisfatoriamente o comportamento do algoritmo
considerado (sobretudo, em regime permanente). Tal precisdo
(a favor do modelo) pode ser verificada para diferentes
dispersdes de autovalores, valores de SNR e ordens do filtro
adaptativo.
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Fig. 2. Exemplo 1. (a) Comportamento médio de quatro (i=1,9,17¢25)
coeficientes do filtro adaptativo. (b) Curva de aprendizagem (EQME).
(c) Evolugdo do passo de adaptagdo. (Linhas cinza) simulagdes de MC.
(Linhas escuras tracejadas) modelo proposto.



XXXIV SIMPOSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICAGOES — SBrT’16, 30 DE AGOSTO A 02 DE SETEMBRO DE 2016, SANTAREM, PA

S
N L= e
m [
. e e e e e e e e
3 =33
g o0 !
5
= 1 i=65
8
3 005§
72 —— e o e —  — — — — ——— ———— ——————————
3 J i=97
o
18 0
'—‘g 0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0
> 5
= Iteracdes x10
(a)
0
@ 20 I
= |
g ]
Z
@ 40r .
60 . . . .
0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0
5
Iteragdes x10
(b)
= 1,0
3
= I
0 0,8 1
£ osf
g
=9 |
s o04f
e I
° I
< 02f
2 \
ﬂ? 0 ~-—x—___1___'1-___'1____'1-____
0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0
5
Iteragdes x10
()

Fig. 3. Exemplo 2. (a) Comportamento médio de quatro (i=1,33,64¢97)
coeficientes do filtro adaptativo. (b) Curva de aprendizagem (EQME).
(c) Evolugdo do passo de adaptagdo. (Linhas cinza) simula¢des de MC.
(Linhas escuras tracejadas) modelo proposto.

V. CONSIDERACOES FINAIS

Neste artigo, considerando sinais de entrada gaussianos
reais (correlacionados e ndo correlacionados), foi derivado um
modelo analitico para um algoritmo NLMS de passo variavel
ndo paramétrico da literatura [6]. Particularmente, foram
obtidas expressdes de modelo que permitem predizer o
comportamento médio do vetor de coeficientes, a curva de
aprendizagem, a matriz de correlagdo do vetor de erros nos
coeficientes, como também a evolugdo do passo de adaptag@o.
Os resultados de simulagdo apresentados ratificam a precisdo
das expressdes de modelo obtidas frente a diferentes condi¢des
de operacdo (sobretudo, em regime permanente). Por fim,
destaca-se que a metodologia desenvolvida aqui pode ser
ainda aplicada a outros algoritmos NLMS de passo variavel,
levando-se em conta as especificidades da regra de ajuste do
passo de adaptagdo utilizada no algoritmo considerado.
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