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Técnica de decodificacao bidimensional usando
algoritmo Belief Propagation

R. F. da Silva, M. S. M. Lins, M. L. M. G. Alcoforado, V. C. da Rocha Jr.

Resumo— Este artigo introduz uma técnica de decodificacdo
bidimensional, que juntamente com os codigos de bloco lineares
e o uso da decodificacdo através do algoritmo Belief Propagation
detectam e corrigem erros inseridos na mensagem por meio de
um canal binario simétrico.
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Abstract— This paper introduces a two-dimensional decoding
technique which, along with linear block codes and the use of the
belief propagation decoding algorithm, detect and correct errors
inserted in the message by a binary symmetric channel.

Keywords— Product Codes, Two-dimensional Arrays, Belief
Propagation

I. INTRODUCAO

Virios autores t€m investigado a decodifica¢@o iterativa
em duas dimensdes, podendo-se citar Tee e Taylor [1], que
utilizaram canais com ruido aditivo gaussiano branco (Addi-
tive White Gaussian Noise, AWGN ) e Freitas, que em sua
dissertacdo de mestrado [2], utilizou canais com apagamento.
Este artigo investiga um sistema de transmissdo digital que
utiliza um canal binario simétrico (Binary Symmetric Channel,
BSC) [3, pag. 23]. O modelo considerado ¢ de um sistema de
comunicacdo ponto a ponto € o comportamento do remetente
€ similar ao de uma fonte de informacdo bindria sem memoria,
na qual os simbolos emitidos sdo equiprovaveis.

Sao apresentadas curvas de desempenho relacionando va-
lores da probabilidade de erro por bit com os da probabilidade
de transicdo do canal, para sistemas de transmissdo utilizando
c6digos bidimensionais compostos por cddigos de bloco li-
neares de Hamming [4, pag. 669], ciclicos [5] e de Reed-
Muller [6], [7]. Sao utilizados dois decodificadores iterativos
que empregam o algoritmo belief propagation (BP) [8], em
que cada decodificador atua em uma dimensdo do arranjo
bidimensional [2]. Num primeiro momento a decodificac@o
¢ realizada iterativamente em cada uma das linhas recebidas
do arranjo bidimensional. Em seguida a decodificagdo passa
a ser executada nas colunas, potencialmente beneficiando-se
das modificacdes anteriormente ocorridas nas linhas, também
de forma iterativa. Verificada a saturacdo na decodificagio
iterativa de cada linha e coluna, hd o fechamento de uma
etapa denominada ciclo. Esta sistematica de ciclos é repetida
observando-se a iteracdo entre linhas e colunas, introduzindo
a chamada decodificacdo duplamente iterativa.
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As demais se¢des do artigo estdo organizadas da seguinte
forma. A Seg¢@o II traz uma breve explanag@o sobre o algoritmo
BP. A Secdo III faz uma sintese sobre a codificacdo produto se-
rial. A Secdo IV introduz a decodificacdo duplamente iterativa
e a Secdo V apresenta os casos simulados com seus respectivos
resultados. Finalmente, o artigo se encerra na Secio VI, a qual
apresenta as conclusdes € comentarios finais.

II. BELIEF PROPAGATION

O principio de funcionamento deste algoritmo é uma troca
de mensagens entre os nds, através dos grafos de Tanner
e de grafos de fatores [3, pag. 38],[8, pdg. 476],[9, pag.
281], a fim de propagar probabilidades (crencas) a partir de
informacdes que relacionam os nés do grafo. Os cddigos
de bloco lineares considerados possuem parimetros (n, k),
em que n denota o comprimento do bloco e k£ denota o
ntimero de digitos de informacdo em cada palavra-cédigo.
Consideraremos que cada palavra-c6digo bindria tem a es-
trutura v = {vg,v1,v2,...,Un—1}, em que n denota um
nimero inteiro positivo. O processo de troca de informacdes é
realizado através de perguntas (questionamentos) e respostas,
em que cada nd de varidvel v; questiona ao(s) nd(s) de funcao
ao(s) qual(is) ele estd conectado, informacgdes que os outros
no6s de varidvel, interligados ao mesmo né de fungdo, possuem
referentes ao n6 v;, em que ¢ representa o indice do n6 de
varidvel. Cada questionamento ¢;;(v;) tem por sua vez uma
mensagem de retorno, caracterizada como resposta r;; (v;), em
que j representa o indice do né de funcdo. E neste momento
que os outros nés de varidvel transmitem a informacdo a
respeito desse questionamento realizado pelo né inicial [9,
pags. 282-284], [10, pags. 196-198]. Para o caso bindrio, caso
em questdo para o proposito deste artigo, € possivel escrever
as equacoes (1), (2) e (3) a seguir, relacionando as varidveis
empregadas pelo decodificador.

¢ij = Kijpi H Tjtis (1
J'#J
1
=54 1= [0 —2am] ¢, 2)
i
1
K;; = , (3

Di Hj’;éj rjii + (1= pi) Hj’;éj(l = 7ji)

em que K;; denota um fator de normalizac@o e p; denota valor
de probabilidade a priori.

E necessério determinar um limiar de decisdo, para que a
estimativa em cada simbolo seja enfim concretizada. No caso
de varidveis bindrias, o simbolo v; pode ser o bit O ou o bit 1.
Para tal, € necessdrio calcular a razdo de Log Verossimilhanga



XXXIV SIMPOSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICACOES - SBrT2016, 30 DE AGOSTO A 02 DE SETEMBRO, SANTAREM, PA

(Log Likelihood Ratio - LLR) a Posteriori, que é dada por (4)
[8, pag. 484],[11], i.e.,

P(v; = 1|Y))
Lvly) =In [ =——~% |, 4
i = (B =
em que
pilljzmiv
P(v; = 1]y) = . .
Di Hj’;éj rjri + (1= pi) Hj’;éj(l —Tji)

&)

O valor encontrado com o cdlculo da expressio do
LLR ¢é usado na aplicacio do critério de decisdao fi-
nal, para a determinagdo da palavra-cédigo estimada v =
{¥9, V1, ...,vs—1}, que obedece (6) [8, pag. 484], [11], i.e.,

6= b
(2 O,

III. CODIFICADOR

O sistema de transmissdo digital usado neste artigo estd
ilustrado na Figura 1. A codifica¢do produto [12] na estrutura
serial é realizada através de C'~ e C‘, codificadores de
bloco lineares e sistematicos associados aos cédigos com
parametros (n1, k1) € (na, ka), respectivamente. No que segue
consideraremos c6digos associados a C~ e C! com parmetros
idénticos (m, k). Cada bloco de k mensagens geradas na
fonte de informacdo € organizado em uma matriz denominada
U, assim cada linha de U, lida da esquerda para a direita,
corresponde a um dado bloco de mensagem. Estes k£ blocos
entram inicialmente no codificador horizontal C~, e cada
uma das k palavras-codigo geradas vai corresponder a uma
linha de uma matriz denominada Aj. Inicialmente portanto,
a matriz A; tem k linhas e n colunas. Em seguida é feito
o entrelacamento [12] e cada um dos n blocos de entrada
do codificador vertical C!, corresponde a uma coluna de Ay,
lida de cima para baixo, a fim de adicionar bits de paridade
nas linhas inferiores, originando n palavras-c6digo no sentido
vertical. Ao final da codificacio realizada pelo codificador C',
¢ originada uma matriz denominada A,, que por sua vez
possui n linhas e n colunas. Em seguida, todos os bits da
matriz A, sdo transmitidos pelo canal BSC, e reorganizados
em uma outra matriz denominada A,, que representa uma
versdo ruidosa de A,,.

se L(v;ly) > 0,

se L(v;ly) < 0. ©)

IV. DECODIFICACAO DUPLAMENTE ITERATIVA
O processo de decodificacdo, também ilustrado na Figura

1, ttm D~ e D! representando o decodificador horizontal
e o decodificador vertical, respectivamente. Em ambas as
dimensdes € utilizado o algoritmo de decodificacao BP.
Inicialmente o processo de decodificagdo, através de D, é
aplicado em cada linha da matriz A,, sendo realizadas um
ntimero tal de iteracdes por linha, que a partir deste nio
haja melhorias. A matriz A, € atualizada dando-se inicio ao
processo de decodificagio vertical, através de D!, aplicado em
cada coluna da matriz A,. O namero de iteragdes realizadas
nas colunas segue o mesmo numero aplicado nas linhas e
a matriz A, é novamente atualizada. Em seguida, inicia-se
um novo ciclo, permitindo a iteracdo entre linhas e colunas,
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Fig. 1
ESTRUTURA DO SISTEMA DE TRANSMISSAO DIGITAL.

com o decodificador D~ novamente tratando as linhas, e em
seguida o decodificador D! atuando nas colunas. Este processo
de repeticdo dos ciclos encerra quando ndo trouxer mais
melhorias de desempenho, ou seja, quando houver saturag@o.
Este processo de decodificacdo é chamado de duplamente
iterativo, uma vez que a decodificacdo, além de ser feita com
iteracdes entre linhas e colunas, também ¢ feita iterativamente
em cada bloco de palavras-c6digo, seja ele horizontal ou
vertical.

Exemplo 1: Admita um bloco de £ = 4 mensagens sendo
elas: 1100, 1000, 0001, 1010, compondo a matriz U, em que

110 0
100 0
U=1o0 0 01
1010

Sédo utilizados c6digos de Hamming C(7,4) com a matriz
de verificagio de paridade H, mostrada a seguir, tanto no
codificador horizontal C~ como no vertical C!, i.e.,

101 1100
H=|1 1100 10
01 110 01

Inicia-se o processo de construcdo da matriz A, utilizando
C~ para codificar horizontalmente, obtendo portanto a matriz
A, a seguir

Ay =

_ O = =
OO O
_ o O O
O R OO
O = =
O O = O
_ = O =

Apds a criagdo das paridades horizontais, o entrelagamento
segue e o codificador C! insere os bits de paridade em cada
uma das 7 colunas de Ay, obtendo desta forma A, i.e.,
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1100101
1000110
0001101

A,=|1 0100 01
01 11001
0101110
0011010

Com a montagem da matriz A, o processo de codificacdo
¢ concluido. A proxima etapa é enviar A, pelo canal BSC de
transmissdo, nesse exemplo com probabilidade de transicdo
p = 0,1. A matriz A, portanto, pode ter alguns de seus bits
modificados pela insercdo do ruido, sendo reorganizados na
matriz A, i.e.,

110 01 01
100 01 10
0 001 1 11
A,=11 01 0 1 1 1
1111001
01 00111
0 01 1 01O

O decodificador D~ ird atuar em cada linha. Observando a
linha 1 da matriz A, é possivel verificar que esta corresponde
a uma palavra do cédigo, portanto, a linha 1 ndo € alterada e
o processo de decodificag¢@o ird avancar para a proxima linha.
De maneira aniloga, a linha 2 também corresponde a uma
palavra do cédigo. Sendo assim, o decodificador segue para a
linha 3.

O processo de troca de mensagens do BP [8] ¢ iniciado
com os nds-folha, indexados por p;, enviando para cada né
v;, respectivamente, seus valores de probabilidade a priori,
conforme (7), i.e.,

1—p, seyi=uwv,
P, Sey; # ;.

Apds a montagem do grafo de fatores, é possivel obter os
valores de g;; que, para a primeira iteracdo, sdo decorrentes
dos valores de p;, como exemplo:

qoo = qo1 =0, 1,
g30 = gq32 = 0,9.
Por consequéncia, é necessdrio que os nds de paridade
respondam com a informagdo solicitada no questionamento.
Utilizando (2), verifica-se que:

pi = p(%|vz) = { @)

Too = To2 = ri5 = 21 = T2z = 0,244,
To3 = Toa = T'10 = ru1 = T2 = r23 = rz¢ = 0, 756.
De acordo com (4) sdo calculados os valores de L(v;|y).
Exemplificando o célculo de L(vyly), tem-se que:

_ _ 0,1x0,244x0,756 _
p(vo =1Jy) =1In (0,1x0,756xo,244+0,9x0,244x0,756) =0,1,

L(vgly) = In (E2=00) = 1n (155 ) =1n (34) = —2,19.

De maneira andloga é realizado o céalculo dos seguintes
valores de L(v;|y), conforme a Tabela I.

Aplicando (6), é possivel determinar os bits estimados
de v, que por se tratar de decodificagio horizontal serdo

TABELA I
VALORES DO LLR DA DECODIFICACAO HORIZONTAL

L(voly) IL(m |9y) I L(vz]y) | L(vs]y) I L(valy) | L(vs]y) IL(%IY)

-2,19 -3,32 | 4,45 3,32 | 1,06 3,32
TABELA 11
VALORES {1;
50 | 851 | 955 | 955 | %54 | %55 | 956
o] 0 o0 [ 1T [ 1T 1 T

denominados 9, ,, em que o indice [ representa a linha que estd
sendo decodificada, que neste caso € 3, conforme a Tabela II.

Para finalizar a primeira iteragdo, é necessdrio calcular
os valores de ¢;; utilizando (1), sobrescrevendo os valores
anteriores, para que possam ser utilizados na proxima iteracao.

Os valores de v, = {{)EO, (URTRRS ,ﬁf,n_l} obtidos em cada
iteracdo, serdo inseridos na linha [ da matriz A, substituindo
os valores antigos, para que possa auxiliar a decodifica¢do na
proxima iteragdo. Admitindo que a quantidade de iteracdes
escolhidas pelo usudrio seja 10, o valor que ficard no final
de todo o processo na linha [, sera o valor obtido na décima
iteragdo, para que seja utilizado pelo processo de decodificagio
vertical.

Apds 10 iteragdes em cada linha, é analisada a préxima
linha até a linha n, que neste caso, € a linha 7. Quando
completada a andlise das n linhas, serd iniciado o processo
de decodificagdo vertical, utilizando a nova matriz A, com os
novos valores obtidos da decodificagcdo horizontal.

Ao final das 10 iteracdes em todas as linhas, tem-se a nova
matriz A, indicada a seguir

1 10

SO O OO
O == O OO
_ O Rk OO
OOk OO
O~ O
= O RO
O ===

Note que o processo de decodifica¢@o horizontal j4 foi capaz
de corrigir alguns erros inseridos na matriz A, pelo canal
BSC.

O processo de decodificagdio vertical € realizado da
mesma maneira que o processo de decodificagdo hori-
zontal, a diferenca é que cada vetor a ser analisado
serd extraido das colunas. Sendo assim, o conjunto de
vetores recebidos pelo decodificador vertical ¢ Y =
(1100000, 1000110, 0001101,0010101,1111010,0111011, 10
11110), que simplesmente sdo as colunas da matriz A,
reorganizadas como vetores linha.

A reorganizacdo de colunas faz com que o decodificador
vertical tenha exatamente o mesmo processo de funcionamento
do decodificador horizontal, com apenas uma ressalva, os
valores de v denominados de v = {6‘070,13‘071, . ,f)Ln_l}
obtidos em cada iteracdo, serdo inseridos na coluna ¢ da matriz
A, substituindo os valores antigos, para que possa auxiliar a
decodificacdo na proxima iteracao.
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Ap6s 10 iteracdes em cada coluna, serd analisada a proxima
coluna até a coluna n, que neste caso € a coluna 7. Quando
completada a anélise das n colunas é concluido um ciclo e serad
retomado o processo de decodificacdo horizontal, utilizando a
nova matriz A,. com os novos valores obtidos da decodificagido
vertical.

Este processo de decodificag@o horizontal e vertical ocorrerda
por 10 ciclos. No final deste processo, tem-se a matriz A,
final.

110 01 01
100 0 1 10
0001111
A.=|1 0 1 0 0 1 1
01 11001
01 00111
001 1010

Uma vez concluidas as operagdes de decodificagdo para
obter a matriz A, final, basta remover as colunas que rep-
resentam os bits de paridade (colunas 5, 6 e 7) e as linhas
que também representam os bits de paridade (linhas 5, 6 e 7).
Dessa forma tem-se as 4 mensagens estimadas organizadas em
uma matriz U indicada a seguir

1100
B 1 0 00
U_0001
1 010

Cada linha de U representa uma mensagem estimada.
Como as mensagens enviadas no inicio do processo foram
1100, 1000, 0001, 1010, verifica-se que o decodificador cor-
rigiu todos os erros inseridos pelo canal BSC.

V. SISTEMAS DE TRANSMISSAO SIMULADOS

Para efeitos de comparagdo, as Figuras 2, 3, 4, S e 6
apresentam cuvas geradas a partir de simulacdo computa-
cional de sistema utilizando a codificacio unidimensional
e decodificacdio iterativa (algoritmo BP), bem como curvas
geradas a partir do sistema ilustrado na Figura 1 utilizando
codificacdo bidimensional e a decodificacio duplamente ite-
rativa (algoritmo BP em cada dimensdo). A quantidade de
iteracdes utilizada representa um ntimero tal que a partir dele
nao ha melhorias significativas de desempenho. Os parametros
utilizados para cada caso simulado sdo indicados a seguir.

1) A curva apresentada na Figura 2 para o caso unidi-
mensional é gerada a partir do uso do codificador de
Hamming C(7,4) e decodificagdo BP com 3 iteracdes.
As curvas apresentadas para o caso bidimensional foram
geradas a partir do uso do cédigo produto C,(49, 16),
tendo como componentes dois codificadores de Ham-
ming, C~ = Cl = C(7,4). Em cada ciclo, sdo
executadas 3 iteragdes por linha e por coluna.

2) A curva apresentada na Figura 3 para o caso unidimen-
sional é gerada a partir do uso do codificador ciclico
C(15,5) com polindmio gerador g(x) = 1+x+z?+a*+
2%+ 284219 e decodificacio BP com apenas 1 iteragio.
As curvas apresentadas para o caso bidimensional foram
geradas a partir do uso do cédigo produto C),(225,25),
tendo como componentes dois codificadores ciclicos na

3)

4)

5)

T
—a— Bidimensional - 1 ciclo e 3 iter.
10" 4 |—e— Bidimensional - 2 ciclos e 3 iter. E
—4— Bidimensional - 3 ciclos e 3 iter.
—w— Unidimensional - 3 iteragdes

Probabilidade de Erro por Bit

T
10° 10"
Probabilidade de Transigdo do BSC

Fig. 2
RESULTADOS OBTIDOS PARA O CASO 1

forma sistematica, C~ = C! = C(15,5). Em cada ciclo
sdo executadas 1 iteracdo por linha e por coluna.

T T T

10" 4 |—®— Bidimensional - 1 ciclo e 1 iter. .
—e— Bidimensional - 2 ciclos e 1 iter. E

—4&— Unidimensional - 1 iteragdo

Probabilidade de Erro por Bit

T T
10° 10” 10"
Probabilidade de Transigdo do BSC

Fig. 3
RESULTADOS OBTIDOS PARA O CASO 2

A curva apresentada na Figura 4 para o caso unidimen-
sional é gerada a partir do uso do codificador ciclico
C(21,7) com polinémio gerador g(x) = 1+ 2% + z* +
2 + 27 4+ 2% + 2% + 2 + 2% e decodificacio BP
com apenas 1 iteracdo. As curvas apresentadas para o
caso bidimensional foram geradas a partir do uso do
cédigo produto C),(441,49), tendo como componentes
dois codificadores ciclicos na forma sistematica, C~ =
C! = C(21,7). Em cada ciclo, sdo executadas 1 iteragio
por linha e por coluna.

A curva apresentada na Figura 5 para o caso unidimen-
sional é gerada a partir do uso de codificador sistematico,
equivalente ao de Reed-Muller C(8,4), e decodificagdo
BP com 3 iteragdes. As curvas apresentadas para o caso
bidimensional foram geradas a partir do uso do cédigo
produto C) (64, 16), tendo como componentes dois codi-
ficadores iguais aos usados para o caso unidimensional,
C~ = C! = C(8,4). Em cada ciclo, sio executadas 3
iteragdes por linha e por coluna.

A curva apresentada na Figura 6 para o caso unidimen-
sional é gerada a partir do uso de codificador sistematico,
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T T
—a— Bidimensional - 1 ciclo e 1 iter.
—e— Bidimensional - 2 ciclos e 1 iter.
—A— Unidimensional - 1 iteragdo

Probabilidade de Erro por Bit

T T
10° 10"
Probabilidade de Transigdo do BSC
Fig. 4
RESULTADOS OBTIDOS PARA O CASO 3

T
—&— Bidimensional - 1 ciclo e 3 iter.
—— Bidimensional - 2 ciclos e 3 iter.
—A— Bidimensional - 3 ciclos e 3 iter.
—w— Bidimensional - 4 ciclos e 3 iter.
—<4— Unidimensional - 3 iteragbes

Probabilidade de Erro por Bit

T
10°
Probabilidade de Transigdo do BSC

Fig. 5
RESULTADOS OBTIDOS PARA O CASO 4

equivalente ao de Reed-Muller C (16, 5), e decodificagio
BP com 2 iteracdes. As curvas apresentadas para o
caso bidimensional foram geradas a partir do uso do
cédigo produto C},(256,25), tendo como componentes
dois codificadores iguais aos usados para o caso unidi-
mensional, C~ = C!| = C(16,5). Em cada ciclo, sdo
executadas 2 iteragdes por linha e por coluna.

. VI. CONCLUSOES
E um fato bastante conhecido, na area de c6digos corretores

de erros, que a codificacdo bidimensional traz melhorias de
desempenho do sistema de transmissdo ao custo do uso
de uma maior largura de banda. A inten¢do neste artigo €
fazer uma anélise quantitativa desta melhoria, considerando a
decodificacdo denominada de duplamente iterativa em que sio
realizadas vdrias iteragdes em apenas uma dimensdo até que
se obtenha a estagnacdo de melhoria do desempenho, s6 entdo
a decodificacdo € realizada em outra dimensdo, concluindo o
ciclo. A partir de andlise nas curvas mostradas nas Figuras 2,
3, 4, 5, 6 verifica-se qual a melhor regido a se trabalhar, a
custa de qual esfor¢o computacional desenvolvido.
Analisando a Figura 2, verifica-se que a decodificac@o
iterativa unidimensional satura com trés iteracdes, por este
motivo, foram utilizadas 3 iteragdes por dimensdo em cada

10

T

—&— Bidimensional - 1 ciclo e 2 iter.
—e— Bidimensional - 2 ciclos e 2 iter.
—A— Bidimensional - 3 ciclos e 2 iter.
—v— Bidimensional - 4 ciclos e 2 iter.
—<— Bidimensional - 5 ciclos e 2 iter.
—»— Bidimensional - 6 ciclos e 2 iter.
—4&— Bidimensional - 7 ciclos e 2 iter.
—e— Bidimensional - 8 ciclos e 2 iter.
—e— Unidimensional - 2 iteragdes

Probabilidade de Erro por Bit

T
10°
Probabilidade de Transigdo do BSC

Fig. 6
RESULTADOS OBTIDOS PARA 0 CASO 5

ciclo do caso bidimensional com dupla iteratividade. A partir
do segundo ciclo ja ndo hd melhorias significativas. Para os
casos 2 e 3 cujas curvas estdo ilustradas respectivamente nas
Figuras 3, 4, a decodificacdo iterativa unidimensional satura
com apenas 1 iteragdo, sendo utilizada apenas 1 iteracdo por
dimensdo em cada ciclo do caso bidimensional com dupla
iteratividade. Para ambos os casos niao hd melhorias a partir do
segundo ciclo. Considerando o caso 4, cuja curva estd ilustrado
na Figura 5, a decodificacdo unidimensional satura com 3
iteragdes, sendo portanto utilizadas 3 iteracdes por dimensdo
em cada ciclo do caso bidimensional com dupla iteratividade.
Verifica-se que ndo hd melhorias de desempenho a partir do
terceiro ciclo. Finalmente, considerando o caso 5, cuja curva
estd ilustrada na Figura 6, a decodificacdo unidimensional
satura com 2 iteragdes, sendo portanto utilizadas 2 iteragdes
por dimensdo em cada ciclo do caso bidimensional com dupla
iteratividade. Verifica-se que ndo hd melhoria significativas de
desempenho a partir do quarto ciclo.
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