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Limitantes para a distancia da soma em reticulados
obtidos via Construcao D e suas variagoes

Eleonesio Strey e Sueli I. R. Costa

Resumo— Reticulados vem sendo utilizados na abordagem de
varios problemas em Teoria de Coédigos e Criptografia. Neste
trabalho, abordamos as Construcdes D, D’ and D, fornecemos
cotas inferiores e superiores para a distincia minima em relagio
a métrica da soma do reticulado Ap, em funcio das distancias
dos codigos lineares utilizados em sua construcdo. Também
apresentamos, quando a cadeia de cédigos usada é fechada
sob a adicdo zero-um, expressoes para as distincias minimas
em relacio a métrica da soma dos reticulados A5 e Ap em
funcio das distancias dos codigos utilizados em suas respectivas
construcoes.

Palavras-Chave— Reticulados, Codigos g-arios, Construcio D,
Meétrica de Lee.

I. INTRODUCAO

Um cddigo linear g-drio C' de comprimento n é um
subgrupo aditivo de Z, no qual ¢ € N e Z; é o grupo dos
inteiros médulo g. Se ¢ € primo, entdo C' pode ser visto como
um subespago vetorial de Zj e, consequentemente, possui
uma base com m < n vetores. Caso contrdrio, podemos
apenas garantir a existéncia de um conjunto minimal de
geradores. Por exemplo, o cédigo linear C' = ((2,4)) =
{(0,0),(2,4), (4,2)} C Z2 ndo possui base, uma vez que todo
subconjunto ndo vazio de C' € linearmente dependente. Para
cada par de vetores * = (21,...,2,) € Y = (Yy1,-..,Yn) €M
Zy, o produto interno de x e y ¢ definido como (x,y) =
Ty + -+ Ty O = {y € Z7; (x,y) =0,Vz € C} é
um cédigo linear g-ario, denominado o cddigo dual de C'. Se
Cy e (5 sdo codigos lineares g-arios tais que C7 O Co, entdo
Ci C Cs.

Um reticulado A é um subgrupo aditivo discreto de R™.
Equivalentemente, A C R™ é um reticulado se e somente se
existem vetores linearmente independentes vy, ...,v,, € R"
tais que A é o conjunto de todas as combinagdes lineares
inteiras de v;, i = 1,...,m, isto &,

A={ayvi + -+ @nVm; a1, ..., € Z}.

Reticulados vem sendo utilizados na 4drea de comunicagdes
em cddigos corretores de erros para a transmissdo de dados
(ver por exemplo [20], [21] e suas referéncias) e também na
proposicao de esquemas criptograficos [10], [11]. Na descrigdo
acima, o conjunto {vi,...,v,,} é dito uma base de A e o
ndmero m é denominado o posto de A. Se m = n dizemos
que A possui posto completo. A matriz M cujas linhas sdo
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os vetores vy, ..., v, € dita uma matriz geradora de A. M,
e My sdao matrizes geradoras de um mesmo reticulado se, e
somente se, existe uma matriz unimodular U (com entradas
inteiras e det(U) = £1) tal que My = UM;. O determinante
de A é definido como det A = det(MM?) e este é um
invariante por mudanca de base. O volume de A é definido
como vol(A) = v/det A, este valor corresponde ao volume
euclidiano do paralelotopo P = {37 | a;v;| 0 < oy < 1},
uma regido fundamental de A.

Um empacotamento reticulado no R™ € uma colecdo de
esferas no R", todas de mesmo raio de modo que o conjunto
dos centros formam um reticulado e as esferas satisfazem a se-
guinte condi¢do: quaisquer duas esferas ou ndo se interceptam
ou se interceptam no bordo. O raio de empacotamento p de um
reticulado A, em relagdo a uma métrica d, € o maior nimero
real r tal que A + By[0,r] é um empacotamento reticulado,
em que By[0,r] é a bola fechada de centro na origem e raio
r na métrica d. Pode-se mostrar que p = A/2, em que A é o
valor da distincia minima de A na métrica d, isto é,

A= min d(x,0).
OF#xEA

A densidade de empacotamento de um reticulado A de posto
n em relacdo a uma métrica d € dada por

vol(B4[0, p]) _ vol(Ba[0, 1])p"
vol(A) vdet A ’

em que vol(B,4[0, p]) representa o volume euclidiano da bola
B4[0, p]. A densidade de centro de um reticulado A de posto
n em relagdo a métrica d é o ndmero d4(A) = p™/vol(A). Em
cada dimensao, fixada uma métrica d, busca-se pelo reticulado
com a maior densidade possivel e sdo poucas as dimensdes em
que tais reticulados sdo conhecidos. Por exemplo, na métrica
euclidiana sd3o conhecidos os reticulados mais densos nas
dimensodes de 1 até 8 [4] e na dimensao 24 [3], e na métrica da
soma sdao conhecidos apenas os reticulados mais densos nas
dimensodes 1,2 e 3 [6].

A distdncia da soma (também conhecida como distdncia 14
ou distdncia de Manhattan) entre dois elementos e y de R"
¢ dada por

Ag(A) =

n
& (@,y) =z —ylh = > lei — wil.
i=1
Pode-se mostrar que se d é a distdncia da soma, entdo
vol(B4[0,1]) = 2"/n! [12]. Dados x,y € Z!, a distdncia
de Lee entre x e y € definida como

dree(®,y) = Zmin{a(% —¥i),q —o(xi — i)},
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sendo o : Z; — Z a inclusdo natural. A distdncia minima de
Lee de um cddigo linear ndo nulo C' C Zy € definida por

dLee(C) = Oggc dLee(wz 0)

A métrica de Lee foi introduzida em [9] e [18] na abordagem
da transmissdo de sinais em determinados canais com ruido.
Recentes aplicacdes na area de comunicagdes podem ser
encontradas, por exemplo, em [7] e suas referéncias.

Existem vérias constru¢des envolvendo cddigos lineares g-
arios e reticulados, como por exemplo a Constru¢do A [4] e as
Construgdes D, D’ e D [17]. Estas construcdes e a métrica da
soma aparecem em trabalhos recentes tais como [1], [2], [5],
[61, [7], [8], [13], [14], [15] e [19]. Neste artigo, estudamos
as distdncias minimas em relacdo a métrica da soma dos
reticulados Ap, Ap, e A obtidos a partir das Construcdes
D, D' e D, respectivamente. Na secdo II, apresentamos as
construcdes citadas acima e também alguns resultados prelimi-
nares. Apresentamos os resultados obtidos sobre as distancias
minimas dos reticulados Ap, Ap: € A na se¢do III. Por fim,
na secdo IV apresentamos nossas observacdes finais.

II. CONCEITOS E RESULTADOS PRELIMINARES

Sejam o : Z, — Z a inclusdo natural e ¢ : Z — Z, o ho-
momorfismo médulo g. Definimos o : Zy — Z" e 7 : 2" —
Zy da seguinte forma: o(z1,..,2n) = (0(z1),...,0(xn))
e o(21,...,xn) = (6(x1),...,5(zy)). Por simplicidade, em
alguns casos, escrevemos T ao invés de o (z).

Defini¢do 1: (Construgdo A) Dado um cédigo linear C' C
Zy, definimos o conjunto A 4(C') da seguinte forma

Aa(C) =qZ" + o(C).

O conjunto A 4(C) obtido via Constru¢do A a partir de um
codigo linear g-ario é sempre um reticulado de posto completo
[20, p. 31].

Exemplo 1: Considere o codigo linear

C= <(17 367 3)a (0, 377 7)> - ng
e o reticulado A 4(C) = 38Z? + o(C). E fécil ver que

1 36 3
0 -1 7
0 0 38

¢ uma matriz geradora para A 4(C). Logo a matriz

1 38 =7 1 36 3

M=|-2 =75 14 0o -1 71,
3 107 -20 0 0 38
isto €,
1 -2 3
M=1]-2 3 1
3 1 -2

¢ também uma matriz geradora para A 4(C'), uma vez que

1 38 =7
-2 =75 14
3 107 -20

¢ uma matriz unimodular. Em [12] foi mostrado que a densi-
dade de A(M) (e portanto de A4(C)) em relagdo a métrica
da soma € 18/19 e que esta é a maior densidade possivel em
relagdo a métrica da soma no R3.

Dado um c6digo linear ndo nulo C' C Z;‘, temos que

i (Aa(C)) = min {g,drc.(C)} (1)

¢ a distancia minima em relacdo a métrica da soma do
reticulado A4(C) [16].

Definicdo 2: (Construcdo D) Seja ZZ 0C12Cy DD
Cq4, q¢ € N, uma cadeia de cédigos lineares. Dados niimeros
inteiros k; > kg > --- > k, > 0 e vetores by, ..., by, em Zg
tais que Cy = (by,...,by,), para £ = 1,2,...,a. O conjunto
Ap consiste de todos os vetores da forma

a ke

02 Y. )  alby),

(=1 j=1

em que z € Z" e BJ(-Z) €{0,1,...,q—1}.
Pode-se mostrar que Ap consiste de todos os vetores da
forma

a ki

z+y Y ay)%a(bj), )
=1 jmki41

em que z € Z" e a;z) € {0,1,...,¢"—1}. O conjunto Ap é

um reticulado de posto completo [17]. Quando a = 1, temos

que Ap = A4(Ch).

Defini¢do 3: (Construcdo D,) Seja Zg 2C;2CyD---D
C, uma cadeia de cddigos lineares g-arios. Dados nimeros
inteiros 71,7, ..., satisfazendo 0 < r; < rg < --- <rg e
vetores hyi,...,h,, em Z7 tais que Cj- = (hq,..., h,,) para
¢=1,2,...,a, em que C7 é o cédigo dual de C,. O conjunto
A consiste de todos os vetores x € Z" tais que

x-o(h;)=0 mod ¢!

para 0 <i<aers_i—1<j<re emquery=0.

O conjunto Ap/ sempre é um reticulado de posto completo
[17]. Quando a = 1, temos que Apr = A4(Cy).

Definigcdo 4: (Construcdo D) Seja ZZ >OC;D---DC,
uma cadeia de cdédigos lineares. O conjunto I';5 € definido da
seguinte forma

Iy = ¢°Z" + qa—lg(cl) 4o+ qlo-(Cafl) +0(Cy).

Quando a = 1, temos que I'y; = A4(C1) e, neste caso, ['5
€ um reticulado. Para a > 2, temos que I'; € um conjunto
discreto, mas nem sempre é um reticulado. Dada uma cadeia
de codigos lineares Z;" > Cy O -+ D (,, denotamos por
A o menor reticulado que contém o conjunto I'; (Definig¢do
4). Em outras palavras, Ay é o reticulado que contém I';; e
satisfaz a seguinte propriedade: Se A € um reticulado em R"
que contém I'j, entdo A5 C A. Observe que quando I'5 é
um reticulado, temos A =I'5.

Para cada par de vetores © = (21, ...,Zn) € Y = (Y1, .-, Yn)
em Zg, a adi¢do zero-um de x por y ¢ dada por

TxY = (,Il XYLy eeey Ty ¥ yn) € ZZ,
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sendo
0, se o(x;) +o(y:) <q

1, se o(x;) +o(yi) > g

!Ei*yiz{

Uma cadeia de c6digos lineares ZZI‘ 2C;2CyD---DC, ¢
dita fechada sob a adi¢cdo zero-um quando a adi¢do zero-um de
dois elementos quaisquer de C; sempre pertence a C;_1, para
t=2,...,a. Em [17], mostramos que I'5 € um reticulado se,
e somente se, a cadeia Zg O0C; 203D ---D(C, é fechada
sob a adi¢do zero-um. Neste caso, ['5 = a=1Ap.

III. RESULTADOS

Nesta secdo, apresentamos resultados que obtivemos sobre
as distancias minimas (em relacdo a métrica da soma) dos
reticulados Ap,Ap e Ax

Teorema 1: Seja Zg 2 C1 2 Cy 2 -+ 2 Oy # {0} uma
cadeia de cédigos lineares fechada sob a adicdo zero-um e seja
A4 o reticulado obtido via Construgdo D a partir desta cadeia.
Se a distancia de Lee minima em C; é df ., para ¢ = 1,2, ...a,
entao

drlnm(AB) = min{qav qaildieev sety %ee}'
Demonstragdo: Para cada k € {1,2,...,a}, seja o
conjunto

Ay =" 2" + " 1o (C)) + -+ P (Cr_r) + a(Ch).

Temos que Ay é um reticulado, pois a cadeia ZZ BN OS]

Cy O -+ DO () é fechada sob a adi¢do zero-um. Vamos
mostrar por indugdo sobre k que

mln(Ak) < mln{qk qk 1dLeeﬂ EES) dlzee}v (3)
para k = 1,2, ...,a. Com efeito, a desigualdade (3) é verda-

deira para k = 1, uma vez que Ay = A4s(Ch) e

mln (AA(Cl)) = min{Q? diee}'
Suponha que d’. (Ax) < min{¢*,¢*1d},,, ...,
algum 1 < k < a. Como gA; C Ag41, segue que

dhin(Aps1) < min{g*™t ¢Fd} e, qdf ). @)

_ gkt
=dj . €0 vetor

dlzee}’ para

Agora, sejam T € Cy1 tal que drc.(T,0)
v=0(T) — qo(Z), em que Z = (Z1,...,2,) €

_ /0,
Zi = T

Como Z =TT, T € Ciy1 € a cadeia Cy O Ci4q é fechada
sob a adi¢do zero-um, segue que z € Ci. Logo v € A1,
uma vez que Aptq é um reticulado e o(%),qo(Z) € Agi1.
Além disso,

se 0(T;) < q/2
se o(Z;) > q/2.

o]l

D il =Y lo(@) — qo(z))
i1 i1
= Zmin{a(fi),q

e consequentemente d’; (Agy1) < ditl. Usando a desigual-
dade (4), obtemos

o(@)} = dpi,

k+1 dk-i—l

k 31
IIlln(Ak+1) < mln{q »q dLeev .. queea Lee

Isto mostra que d.; (Ax) < min{q®, ¢*~ 1dlLee, ey d$ oot

Dado 0 # y € Ag, podemos escrever y = ¢‘x com x € Z"
e x % 0 mod ¢. Vamos dividir em dois casos: (i) Se £ > a
entao

d'(y,0) = ¢'d" (x,0) > ¢*, pois 0 # x € Z".

(i) Se 0 < /¢ <a—1,entdo existem ¢; € C;, i =1,....0, e
z € Z" tais que y = 2 +q* 'o(cy)+- - +q'o(ca_s) (pois
A =Tp)elogox = "t z+q* " o(er)+ - +q 0 (ca ).
Temos que 0 # = € C,_, e consequentemente

Z ‘Il‘ > Zmln{a xz q— 0'(.131)} > dLee’

pois |z;| > min{o(Z;),q — o(T;)}, i =1, ...
d'(y,0) = ¢'d'(2,0) > ¢'dj,.
Portanto d};

min (AE) 2 min{qaa qa_ldiee’ Tt d%ee}' u
Acreditamos que o Teorema 1 possa ser refinado, retirando-
se a hipétese de que a cadeia Z;L O0C;1D2CyD---D(C, ¢
fechada sob a adi¢do zero-um. Propomos, portanto, a seguinte
conjectura:
Conjectura 1: Seja Zg 2 C1 2 Cy 2 --- 2 C, # {0}
uma cadeia de cédigos lineares e seja A o reticulado obtido
via Construgdo D a partir desta cadeia. Se a distincia de Lee

,n. Logo

minima em C; é df ., para { = 1,2, ...a, entdo
1 1
dmm(A ) mln{q qa dLee7"’7 %ee}'

Coroldrio 1: Seja Zy 2 C1 2 Cy 2 -+ 2 Cy # {0} uma
cadeia de cédigos lineares fechada sob a adi¢cdo zero-um e seja
Ap o reticulado obtido via Construgdo D a partir desta cadeia.
Se a distincia de Lee minima em Cy é deLee, paral =1,2,...a,

entao
1 .
dmm(AD> = 1?@12(; {q’ q dLee}
Demonstracdo: Como a cadeia de cdédigos usada é

fechada sob a adi¢do zero-um, temos que ¢* 'Ap = Ax e
logo dy,;,,(Ap) = (1/¢*~ ") min{¢®, ¢* "d}ees o di, ).

No exemplo a seguir mostramos que a condicdo de que a
cadeia de cddigos lineares utilizada na Construcdo D € fechada
sob a adi¢do zero-um ndo pode ser omitida no Corolério 1.

Exemplo 2: Seja Z% D (1 D Oy a cadeia de cddigos line-
ares, na qual Cy = Cy = ((1,2)). Escolhendo os parimetros
ki = 2,ky = 1 e b = (1,2),by = (2,1) € Z2, temos
0 < kg <kq, Cy = (b1,b2), Co = (by) e, consequentemente,
Ap consiste de todos os vetores da forma

1
z+afP(2,1) + a§2>§(1, 2),

)

emque 2 €3Z%,0<ay,’ <3e0< a(2) < 9. Portanto,

Ap=|J (z+ApN[0.3)%).
z€372
Os elementos de Ap N [0,3)? estdo representados na Figura
1. Neste exemplo, observamos que di. ., = di,, = 2,
i (Ap) = 1,

e L2
RN 34 PLee [ =3
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e que a cadeia C7 O (5 ndo € fechada sob a adi¢do zero-um,
uma vez que (1,2) € Cy e (1,2) * (1,2) = (0,1) ¢ C;.

N
{ ]
o]

Fig. 1. Elementos de Ap na caixa [0,3)2.

Observe que o Exemplo 2 ndo contradiz a Conjectura 1.
De fato, temos que I'5 = 3?Z? + 3'0(C1) + 3% (C3) com
o(Cy) = o(C2) ={(0,0),(1,2),(2,1)}, isto &,

I's=3%2°+T'5N10,9)

{(0,0),(3,6),(6,3),(1,2), (4,8),
(7,5),(2,1),(5,7),(8,4)}-

Os elementos de ' N [0,9)? estdo representados na Figura
2. Note que I'; ndo é um reticulado (evidentemente este

I5n[0,9?% =

©

o = N W »d OO N ©
®
S S A A S S S

©

o -2 N W A OO N

Fig. 3. Elementos de A na caixa [0, 9)2.

resultado ndo poderia ser diferente, pois a cadeia utilizada
nessa construcdo ndo é fechada sob a adi¢do zero-um). Na
Figura 3, temos o reticulado A (isto €, o menor reticulado
que contém I'z). Observe que d};, (A5) = 2 (ver Figura 3)
e min{3%,3d} ,,d?..} = min{9,6,2} = 2. Isto mostra que
o Exemplo 2 estd de acordo com a Conjectura 1.

Coroldrio 2: Seja Zy 2 C1 2 Cy 2 -+ 2 Cy # {0} uma
cadeia de cddigos lineares fechada sob a adi¢do zero-um. Se a
distancia minima déee de C} satisfaz déLee >q¢'0=1,2,..q,

entdo dy;,(Ap) = ¢ e dy, (Ap) = ¢. »
Demonstragdo: Basta observar que ¢° *dj.. > ¢°

e (1/¢""Yd},. > q para £ = 1,2,...,a. Assim, apli-
cando o Teorema 1 e o Coroldrio 1, obtemos d}.; (Ap) =
min{qavqaildie@ "'7d%ee} = qa € drlnin(AD) =4q u

Coroldrio 3: Seja Zy 2 C1 2 Cy 2 --- 2 Cy # {0}
uma cadeia de cddigos lineares fechada sob a adicdo zero-
um. Suponhamos que os vetores by, ..., by, € Zj usados na

Constru¢do D sejam ndo nulos e satisfacam:

matriz
triangular

1) Alguma permutacdo das linhas da
[0(b1)---o(bk,)]" forma wuma matriz
superior (resp. inferior) na forma escalonada.

2) Para cada j € {1,...,k1}, a primeira (resp. tdltima)
componente nio nula do vetor o(b;), denotada por «;,
divide ¢ e todas as demais componentes do mesmo.

Para A\ = minj<s<.{q, (1/¢"1)d} .}, em que d%, ¢ a
distdncia de Lee minima em Cy, ¢ = 1,2,...a, temos que
a densidade de Ap na métrica da soma € dada por

AanZ:l ke—n

A1(Ap) = A1(Ap) = (5)
i n! Hi‘ll Qi
e a densidade de centro
51 () = 61 (Ap) = 2L ©®
1\Ap) = 01\AAD) = .
P 27 [1%, oy
Além disso, temos que d4._ > ¢’ se e somente se
INTVS R i NPV P
1(Ap) = € 1\AD) = :
n! Hf;l a; 2n Hf;l a;
Demonstracdo: Segue imediatamente do Teorema 1 e de
[17, Teorema 6]. [ |

No exemplo a seguir mostramos que a condi¢do de que a
cadeia de cdédigos lineares é fechada sob a adi¢do zero-um nio
pode ser omitida no Corolario 3.

Exemplo 3: Seja Z% D (7 D (3 a cadeia de co6digos
lineares com C; = ((4,2),(3,0)) e C2 = ((4,2)). Escolhendo
ki = 2,ks = 1 e by = (4,2),by = (3,0) € Z2, temos
0 < kg < ky, C1 = (b1, bs), Cy = (by) e, consequentemente,
Ap consiste de todos os vetores da forma

1
z+ aél)(?), 0) + a§2)6(4, 2),

em que z € 6Z%,0 < aél) <6e0< a§2) < 36. Observe
que dt_, =3, d%, . =4 e os vetores by e by sdo ndo nulos
e satisfazem as hipdteses 1 e 2 do Coroldrio 3. Considere
também o conjunto

I's = 36Z% + 60(C1) + 0(C2)
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e o reticulado Az (menor reticulado que contém I'5). Pode-se
mostrar que Aq(Ay) = 2/3 ¢ Ai(Ap) = 1/2. Logo neste
exemplo ndo vale a igualdade (5), caso contrdrio teriamos
Ai(Ap) = A1(Ap) = 2/9. Evidentemente isto nao contradiz
o Corolario 3, pois a cadeia de cédigos utilizada neste exemplo
ndo ¢ fechada sob a adi¢do zero-um.

De forma andloga, e com as adaptag¢des necessdrias, ao que
foi desenvolvido no Teorema 1, podemos mostrar o seguinte
resultado.

Teorema 2: Sejam Zy 2 C; 2 Cy 2 --- 2 C, # {0}
uma cadeia de cddigos lineares, 0 < 1y < 19 < - < 1y
e hy,....h,, € Z} tais que Cf = (hy,...,h,,) para { =
1,2,...,a. Se A, ¢é o reticulado obtido via Construcdo D’
usando os parametros descritos acima, entdo

’ %ee} S dl}nin(AD/) S qa’

em que df e ¢ a distdncia de Lee minima em C,, para { =
1,2,...a.

Exemplo 4: Seja Z3 2 C; 2 (3 a cadeia de cédigos
lineares, na qual C; = Cy = ((1,1)). Temos que Ci- = C3 =
{(‘T7y) € Z%? T+y= 0} = {(07 0), (1, 2)7 (27 1)} = <(17 2)> :
Assim, para 71 = 1, 7o =2 e hy = (1,2),he = (1,2) € Z3,
temos que 0 < r; < 7o, O = (hy), C5 = (hy,hy) e,
consequentemente,

: a .a—1 71
mln{q yq dLeea"'

Ap = {(z,y) €Z*| x+2y =0 mod 9}.

Portanto
Ap = | (2+4p 000,97,

z2€972

e os elementos de A N[0, 9)? estdo representados na Figura
4. Neste exemplo, observamos que dj ., = d3 ., = 2 e portanto

min{d2,,3d},.,32} =2 < 3 =d; (Ap) < 32,
L I e e e S S S B S =
81 ° !
71 ° :
6 ° :
5 PO
4l e |
3 ° |
2] . i
11 ° !
0 S N

012 3 456 7 809

Fig. 4. Elementos de Ap/ na caixa [0, 9)2.

IV. CONCLUSOES

Neste trabalho, estudamos as distdncias minimas em relacao
a métrica da soma dos reticulados Ap, Ap: e Ay obtidos
a partir das Construgdes D, D’ e D, respectivamente. Forne-
cemos cotas inferiores e superiores para a distdncia minima
do reticulado Aps em fungdo das distincias minimas de Lee
dos cédigos lineares utilizados em sua construcdo (Teorema
2). Também apresentamos, no caso em que a cadeia de
codigos utilizada é fechada sob a adicao zero-um, expressoes

para as distdncias minimas dos reticulados A; e Ap em
funcdo das distancias minimas de Lee dos cddigos utilizados
em suas respectivas construgdes (Teorema 1 e Corolério 1).
Conjecturamos que a conclusdo do Teorema 1 também vale
quando a cadeia de cédigos utilizada ndo é fechada sob a
adicdo zero-um (Conjectura 1).
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