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Grafos Ḿınimos de Sistemas Dinâmicos Simb́olicos
Daniel P. B. Chaves e Cecilio Pimentel

Resumo— Seqûencias que obedecem a determinadas restrições
são usualmente empregadas em sistemas de gravação e trans-
miss̃ao de dados. Estas sequências s̃ao usualmente descritas por
um grafo rotulado direcionado. A determinação do grafo com
número mı́nimo de v́ertices envolve duas etapas, a determinação
de um grafo inicial e a aplicaç̃ao de um algoritmo de colapso de
vértices. Este trabalho prop̃oe um novo algoritmo por divis̃ao de
vértices para identificar os v́ertices do grafo mı́nimo sem precisar
determinar um grafo inicial.

Palavras-Chave— Grafos rotulados, dinâmica simbólica,
seqûencias com restriç̃oes.

Abstract— Constrained sequences have been used in many
storage systems as well as in data transmission schemes. These
sequences are usually described by a labeled directed graph. The
labeled graph with the fewest vertices is obtained, in general, via
a two-step procedure: The first step is to generate an initialgraph,
and the second one is to apply a vertex-minimization algorithm
to identify classes of equivalent vertices. This work proposes a
new algorithm based on vertex splitting to identify the vertices
of the minimal graph without determining an initial graph.

Keywords— Labeled graphs, symbolic dynamics, constrained
sequences.

I. I NTRODUÇÃO

Codificadores restritivos, também conhecidos comocodi-
ficadores moduladoresou codificadores de linha, convertem
sequências arbitrárias em sequências satisfazendo umadada
restrição na ocorrência de sı́mbolos adjacentes. O objetivo
de um código restritivo é melhorar o desempenho do sistema
de comunicações adaptando a sequência transmitida às carac-
terı́sticas do canal, contribuindo para a redução da interferência
inter-simbólica e melhoria do sincronismo de sı́mbolos.

Algumas aplicações de codificadores restritivos em sistemas
práticos incluem: sequências de comprimento limitado (RLL,
RunLength-Limited) são empregadas em drivers para CD e
DVD [1]. A restrição anti-tom, que impõe um limite máximo
para o comprimento de sequências periódicas, é aplicadapara
melhorar a temporização e algoritmos de controle de ganhoem
sistemas de gravação magnética [2]. Sequências com espectro
limitado emf = 0, chamadasdc-freeou de conteúdo limitado,
são empregadas em sistemas de gravação óptica para reduzir
interações entre os dados gravados e o sistema de gravaç˜ao
[2]. A restrição dc-free também é usada em sistemas de
comunicação onde sinais de baixa frequência são susceptı́veis
à distorção, o que inclui linhas de transmissão via caboe
fibra óptica. Códigos FM0 e de Miller são empregados para
melhorar a eficiência espectral em sistemas de identificação
via rádio frequência (RFID) [3], [4].
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A teoria de dinâmica simbólica, que explora as propriedades
de conjuntos de sequências bi-infinitas e dos mapeamentos
entre estes, vem sendo aplicada em diversos problemas abor-
dados pela teoria de codificadores restritivos [5], bem comono
projeto de sistema para codificação conjunta fonte-canal[6].
Nesta teoria destacam-se os sistemas dinâmicos simbólicos
de memória finita (SFT,shift of finite type), caracterizado
por possuir um conjunto de palavras proibidasF finito. Um
SFT pode ser especificado por conjuntosF distintos, mas
entre estes há um único conjuntoO com número mı́nimo
de palavras proibidas [5, p.33]. Alternativamente, um SFT
pode ser especificado por um grafo direcionado rotulado,
denominado de apresentação do SFT. Essa apresentação ´e
a entrada de vários métodos para geração de codificadores
restritivos e seus respectivos decodificadores. Contudo, tais
métodos têm complexidade computacional diretamente rela-
cionada ao número de vértices da apresentação. Portanto,
em casos práticos, algoritmos eficientes são necessários para
geração de apresentações mı́nimas (com número mı́nimo de
vértices) a partir de um conjunto de palavras proibidas.

As técnicas para geração de uma apresentação mı́nima são
implementadas em duas etapas. Inicialmente é gerada uma
apresentação determinı́stica do SFT a partir do conjuntoF

[5, Teorema 3.1.5], [7], [8]; seguida por um algoritmo para
identificar as classes de vértices equivalentes [9] (que definirão
os vértices da apresentação mı́nima) e as conexões entre os
vértices. Existem duas classes de métodos para implementar
a segunda etapa: Por divisão de vértices ou por colapso de
vértices. As técnicas por divisão de vértices (e.g. [10]), de
forma geral, possuem menor complexidade [9] e são baseadas
em um processo sucessivo de refinamento de uma partição
inicial do conjunto de vértices da apresentação.

Em [11], os autores deste trabalho propuseram um método
por colapso de vértices para determinar os vértices da
apresentação mı́nima diretamente do conjuntoO sem ter que
construir uma apresentação inicial, como tipicamente éreali-
zado na literatura [8], [12], [10]. Uma vantagem desta metodo-
logia é a redução do número de operações para determinação
da função de transição entre vértices, já que no método
proposto em [11] esta função só é calculada para os vértices
da apresentação mı́nima, enquanto nos métodos usuais esta é
calculada para todos os vértices da apresentação inicial.

Neste trabalho apresentamos um algoritmo por divisão de
vértices baseado nos conceitos propostos em [11], a saber,
de identificar os vértices da apresentação mı́nima para depois
calcular a função de transição. O algoritmo é baseado na pro-
posta de Moore [9], com a vantagem de gerar a apresentação
mı́nima sem precisar determinar uma apresentação inicial.

As próximas seções estão organizadas da seguinte forma. Na
Seção II são estabelecidos os conceitos necessários dateoria
de dinâmica simbólica. Em particular, a definição de conjuntos
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de restrições e suas propriedades são revisitadas na Sec¸ão II-
C. A Seção III introduz os conceitos de máscara de restric¸ão
e memória de restrição que é o mecanismo fundamental do
processo de particionamento recursivo proposto na SeçãoIV.
As conclusões deste trabalho são apresentadas na SeçãoV.

II. PRELIMINARES

Nesta seção são abordados os conceitos necessários sobre
teoria de dinâmica simbólica, partições e conjunto de restrição
[5], [9], [11].

A. Dinâmica Simb́olica

O conjunto de todas as sequências bi-infinitax = · · ·x−2

x−1x0x1 · · · sobre um alfabeto finitoA, ou seja,xi ∈ A para
−∞ < i < ∞, é denominado porAZ. Por alfabeto finito
entende-se que o conjuntoA é finito, com cardinalidade|A|.
Uma sequência finita de sı́mbolos consecutivos deA forma
umapalavra, comumente representada porw. O conjuntoA∗

é composto por todas as palavras finitas sobre o alfabetoA,
incluindo a palavra nulaε, que satisfazwε = εw = w para
toda palavraw. Uma palavraw é um fator de um ponto
x ∈ AZ se há inteirosi ≤ j, tal quew = xixi+1 . . . xj . Logo
o comprimentodew é igual aw = j − i+ 1. Uma dinâmica
simbólicaX é um subconjunto deAZ formado por todos os
pontos que não possuem fatores em um conjuntoF de palavras
sobreA, por issoF recebe o nome deconjunto proibidode
X. A linguagemde X é o conjuntoL de todos os fatores dos
pontos deX, incluindo a palavra vaziaε, esta última a única
palavra emL de comprimento zero e que satisfazεw = wε =
w. O contextoà direita, ou simplesmente contexto, de uma
palavraw é o conjuntoF(w) de todas as palavras emL que
podem seguirw, i.e., F(w) = {u ∈ L : wu ∈ L}. Duas
palavrasw,u com o mesmo contexto são ditas equivalentes,
ou seja,F(w) = F(u). Uma palavraw = w1 . . . wn é uma
proibição ḿınima se w /∈ L ao passo quew1 . . . wn−1 e
w2 . . . wn pertencem a linguagem. O conjunto de todas as
proibições mı́nimas de uma dinâmica simbólica é especificado
por O. QuandoO é finito, entãoX é de memória finita e é
geralmente chamado de SFT. SeM + 1 é o comprimento da
palavra mais longa emO, entãoX é de memóriaM .

DadosV um conjunto de vértices,E um conjunto de ramos
e L : E → A uma função de rotulação, entãoG = (V,E,L)
é um grafo rotulado. As funçõesi : E → V e t : E → V

especificam o vértice inicial e o vértice final de um ramo,
respectivamente. Umcaminho em G é uma sequência de
ramosπ = e1e2 · · · en, tal que, o vértice terminal deei é
o vértice inicial deei+1. O rótulo deπ é a palavraL(π) =
L(e1)L(e2) · · ·L(en). Um percursoemG é uma sequência bi-
infinita de ramosξ = · · · e−1e0e1 · · · tal quet(ei) = i(ei+1)
para todoi. Uma palavraw ∈ L é gerada por um caminhoπ
emG sew = L(π). Uma dinâmica simbólicaX é representado
por G, ou G é uma apresentação deX, se o rótulo de todo
percurso emG é um elemento deX, com o contrário também
verdadeiro. O conjunto de todas as palavras, de comprimento
arbitrário, geradas a partir de caminhos emG que começam
em I é o contexto deI, representado porF(I). Dois vértices
I, J sãoequivalentesseF(I) = F(J). Um grafoG é reduzido

se para todoI, J ∈ V, então F(I) = F(J) implica que
I = J . Uma palavraw ∈ L e de sincronizaç̃ao paraG se
todo caminho emG com rótulow termina no mesmo vértice.
Uma apresentaçãoG é determińıstica se para todoe1, e2 ∈ E

tal que i(e1) = i(e2) e L(e1) = L(e2), entãoe1 = e2. Se
para todo vértice deG pode ser associada uma palavra de
sincronização, entãoG é sincronizável. Se uma apresentação
G é determinı́stica e sincronizável, então ela é um SDP deX.
CasoG também seja reduzida, então ela é o m-SDP deX.

B. Partições

Uma partição P de um conjuntoE é uma famı́lia de
subconjuntos não vazios e disjuntos deE, portanto E =⋃

P∈P
P . O que torna o conceito de partição importante é

sua dualidade com o conceito derelação de equival̂encia.
Toda partição define uma relação de equivalência, e o contrário
também é verdadeiro.

SejamQ e P duas partições do conjuntoE. EntãoQ é um
refinamentode P , ou P é um adensamentode Q, se cada
subconjunto deQ está contido em algum subconjunto deP ,
o que é representado porQ ≤ P . A mais densa partição
que refinaP e Q, denominada deP ∧ Q, é gerada pelos
conjuntos não nulosP ∩Q, para todoP ∈ P e todoQ ∈ Q.
Esta notação é naturalmente estendida para uma coleção de
partições, de forma queP = P1 ∧ · · · ∧ Pn determina o
refinamento mais denso comum deP1, . . . ,Pn. Se n = 0
entãoP é o particionamento universal deE e só contém este
subconjunto.

C. Conjunto de Restriç̃oes

Seguem conceitos adicionais da teoria de linguagens for-
mais. Oconjunto de prefixosde uma palavraw = w1w2 . . . wn

emA∗ é representado porP(w) = {w1 . . . wj | 1 ≤ j ≤ n}∪
{ε}. De forma similar, oconjunto de sufixosdew é S(w) =
{wj . . . wn | 1 ≤ j ≤ n} ∪ {ε}. Assim, sejaw = abbc, então
P(w) = {ε, a, ab, abb, abbc} e S(w) = {ε, c, bc, bbc, abbc}. A
extens̃ao de uma palavraw ∈ A∗ por uma palavrav ∈ A∗

é igual awv. Dado B1, B2 ⊆ A∗, tem-se queB1B
−1

2 =
{w1 ∈ A∗| w1w ∈ B1 para algumw ∈ B2}, de forma similar
B−1

1 B2 = {w2 ∈ A∗| ww2 ∈ B2 para algumw ∈ B1}.
O contexto de uma palavra pode ser descrito de forma

compacta através do conceito deconjunto de restriç̃ao [11].

Definição 1. [11, Definiç̃ao 3] SejaL uma linguagem sobre
A com conjunto de restriç̃oes ḿınimas O. O conjunto de
restriçõesC(w) de uma palavraw ∈ P(OA−1) é formado
pelos sufixosv ∈ S(A−1O), tal que,wv /∈ L, maswu ∈ L
para todo prefixou ∈ P(vA−1). Os elementos deC(w) são
denominadosrestriçõesdew.

Pela Definição 1, para todow ∈ P(OA−1) e v ∈ C(w), a
palavrawv deve possuir um, e um único, fator emO. Portanto,
háv1 ∈ S(w) ev2 ∈ P(v), tal que,(v1v2) ∈ O. Assim,C(w)
é formado por palavrasu que quando concatenadas com algum
v ∈ S(w) geram uma palavra emO, mas o mesmo não ocorre
com os prefixos próprios deu.

Exemplo 1. SejaO = {aac, baa, babb, babc, bbb, bbc, ca, cbb,
cbc} o conjunto de proibiç̃oes ḿınimas ew = ba uma palavra
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em P(OA−1). As palavrasa, ac, baa, bb, bc são posśıveis
elementos deC(w), pois quando concatenadas comba geram
palavras com fatoresaac, baa, babb, babc ∈ O, respectiva-
mente. J́a que nenhum prefixo dos demais elementos emO

é sufixo dew, o conjuntoC(w) é determinado eliminando-se
a redund̂ancia do conjunto{a, ac, baa, bb, bc}. Uma vez que
só ac possui um prefixo próprio neste conjunto, a palavraa,
ent̃ao C(w) = {a, baa, bb, bc}.

Como estabelece o próximo teorema, a coleção de conjun-
tos de restrições de uma linguagemL especifica, de forma
compacta, o conjunto de contextos possı́veis na linguagem.

Teorema 1. [11, Teorema 5] Sejamw,w′ ∈ L, ent̃aoF(w) =
F(w′) se, e somente se,C(w) = C(w′).

Da proposição a seguir, a coleção de conjuntos de restrições
em uma linguagem é determinado pelo conjuntoP(OA−1).

Proposiç̃ao 2. [11, Lema 7] Sejaw ∈ L e v seu sufixo mais
longo emP(OA−1), ent̃ao C(w) = C(v).

Os resultados desta subseção permitem a construção de um
grafo de contextos(um m-SDP de um SFT),G = (V,E,L),
para um sistema dinâmico simbólico. EmG o conjunto de
vértices é associado aos possı́veis conjuntos de contextos, ou
seja,V = {F(w) | w ∈ L}. Para finalizar a construção, há um
ramo com rótuloa do vérticeI para o vérticeJ se, e somente
se, I = F(w) e J = F(wa). Como conjunto de restrições e
conjunto de contexto são conceitos duais, a construção de G
pode ser realizada a partir do conjunto{C(w) | w ∈ L} [11],
com uma transição de rótuloa de C(w) paraC(wa).

III. M EMÓRIA DE RESTRIÇÃO

O conjuntoP(OA−1) contém a informação necessária para
especificar o conjunto de restrições para qualquer palavra em
L (vide Proposição 2). Ademais, os conjuntos de restrições
nos permitem dizer quando palavras possuem ou não o mesmo
contexto (vide Teorema 1). Nesta seção abordaremos inicial-
mente a determinação do máximo sufixo próprio emP(OA−1)
de uma palavraw emP(OA−1). Em seguida, essa informação
é empregada na Definição 2 e na Definição 3 para calcular a
máscara de restriç̃ao e ameḿoria de restriç̃ao.

A determinação dos máximos sufixos próprios pode ser rea-
lizada construindo-se uma árvore rotulada com as palavrasem
P(OA−1). De cada nó desta árvore divergem ramos rotulados
com elementos deA distintos e o rótulo de um nó é o rótulo do
caminho que parte deste nó e termina no nó raiz. Este árvore
deve ter o menor número de ramos para que os elementos de
P(OA−1) sejam rótulos de seus nós. Dessa forma, os rótulos
dos nós da árvore correspondem aos possı́veis sufixos das
palavras emP(OA−1). Os rótulos das folhas e de alguns nós
intermediários correspondem aos elementos emP(OA−1) e
esses nós devem ser marcados com ‘×’, enquanto os demais
são marcados com ‘•’. Essa árvore constitui uma forma
algorı́tmica simples de determinar o máximo sufixo próprio
de uma palavra emP(OA−1). Para isto, basta armazenar o
rótulo associado ao último nó intermediário com marca×
encontrado ao percorrer na árvore o caminho associado aw.
Considerando o conjuntoO do Exemplo 1, a árvore obtida é

a

a

a

b

b

b

b

b

c

c

aa

ba

ab

bb

bab

cb

c

ε

a

Fig. 1. Árvore para determinação dos máximos sufixos próprios.

apresentada na Fig. 1 a partir do conjunto de prefixos próprios
P(OA−1) = {ε, a, b, c, aa, ba, bab, bb, cb}. Para determinar o
máximo sufixo próprio debab observa-se nesta árvore que o
nó precedente de rótuloab está marcado com ‘•’, porque a
palavraab não pertence aP(OA−1). Por outro lado, o nó com
rótulo b é o primeiro nó precedente com marcador×, entãob
é o máximo sufixo próprio debab emP(OA−1).

A máscara de restrição define as restrições ou prefixos
próprios de restrições de uma palavra emP(OA−1) , ambos
de comprimento um. Informação que permite identificar se
duas palavras podem ser equivalentes. Para isso é necessário
que suas máscaras de restrição sejam iguais, caso contr´ario,
uma palavra possui uma restrição de comprimento um que a
outra não possui ou uma restrição que possui um determinado
sı́mbolo como prefixo próprio e que a outra não possui. Na
Definição 2 os sı́mbolos� e� são marcadores que identificam
quando a extensão de uma palavra gera uma palavra proibida,
ou o prefixo próprio de uma.

Definição 2. Dada uma palavraw ∈ P(OA−1), suamáscara
de restriçãoM(w) é um subconjunto deA × {�,�}, cons-
truı́do sob os crit́erios:
a) Sejaa ∈ A uma restriç̃ao de um sufixo dew, ou seja,

wa /∈ L, ent̃ao (a,�) ∈ M(w);
b) Sejaa ∈ A um prefixo pŕoprio de uma restriç̃ao u dew,

ou seja,a ∈ P(u)\{u} ewu /∈ L, contudowa ∈ L. Ent̃ao
(a,�) ∈ M(w);

c) Se ñao existe uma restriç̃ao u de w, tal que, a ∈
P(u), ent̃ao a não possui informaç̃ao relevante para
determinaç̃ao do conjunto de restriç̃oes dew.

A máscara de restrição dew ∈ P(OA−1) é formada por
dois grupos de contribuições: 1) O grupo 1 está associadoaos
prefixos de comprimento um das palavras emw−1O; 2) O
grupo 2 de elementos da máscara de restrição do máximo
sufixo próprio dew em P(OA−1). Para determinação de
M(w), as contribuições do grupo 1 são calculadas primeiro,
seguidas pelas do grupo 2. O grupo 2 é formado por pares
cujos sı́mbolos não aparecem nos pares do grupo 1. Assim,
existe uma ordem para o cálculo da máscara de restrição,que
começa com as palavras emP(OA−1) de menor comprimento
para as de maior comprimento.

Exemplo 2(Continuação do Exemplo 1). Considerando o pre-
fixow = b emP(OA−1). O conjuntoM(b) = {(a,�), (b,�)}
só possui elementos do grupo 1, já que seu ḿaximo sufixo em
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cb

(b, )

(c, )

(a, )

Restrições

Prefixo Próprio de uma Restrição

Fig. 2. Representação da máscara de restrição decb.

P(OA−1) éε, para o qualM(ε) = ∅. SabendoM(b), podemos
calcular a ḿascara de restriç̃ao para qualquer palavra em
P(OA−1) que tenha-o como ḿaximo sufixo. Escolhendo a
palavraw = cb, ent̃ao {(b,�), (c,�)} ⊆ M(cb), decorrentes
do grupo 1. Agora, considerando o grupo 2, o par(a,�)
seŕa a única contribuiç̃ao do desse grupo aM(cb), já quea
é o único śımbolo que aparece nos pares emM(b), mas ñao
nos deM(cb). A Fig. 2 apresenta a representação gráfica de
M(cb).

Para um conjuntoB ⊆ A∗, tal que, para todosu,w ∈ B
verifica-se queM(u) = M(w), sem ambiguidade, podemos
afirmar queM(B) = M(w), como uma extensão do conceito
de máscara de restrição.

Definição 3. Dada uma palavraw ∈ P(OA−1) e um śımbolo
a ∈ A, sewa ∈ L, a meḿoria de restriç̃aoR(wa) da extens̃ao
dew por a é o ḿaximo sufixo dewa emP(OA−1). Portanto,
R(wa) especifica um elementov ∈ P(OA−1) que satisfaz
C(wa) = C(v).

A memória de restrição não é definida para(a,�) ∈
M(w), pois wa /∈ L e neste caso,C(wa) 6= C(v), para
todo v ∈ P(OA−1).Para(a,�) ∈ M(w), há três situações
que podem ocorrer ao calcular a memória de restrição: 1)
Quandow = ε, R(εa) = a; 2) R(wa) = wa quando
wa ∈ P(OA−1); 3) R(wa) = u onde u é o máximo
sufixo próprio dewa em P(OA−1), que é igual a memória
de restrição do máximo sufixo próprio dew estendido por
a em P(OA−1). A memória de restrição do máximo sufixo
próprio dew estendido pora já terá sido calculada sempre
que a memória de restrição for determinada das palavras de
menor comprimento para as de maior comprimento. Com isso,
a complexidade computacional para determinação da memória
de restrição é limitada pela complexidade do caso 2, parao
qual há algoritmos cuja complexidade é linear com o número
de palavras emP(OA−1).

Exemplo 3 (Continuação do Exemplo 2). Ao estenderw = cb
por a obt́em-seR(cba) = ba. Como cba /∈ P(OA−1), o
cálculo deR(cba) refere-se ao terceiro caso. Pela Fig. 1, o
máximo sufixo pŕoprio de cb em P(OA−1) é a palavra b.
Contudo, se o valor da memória de restriç̃ao é determinado
das palavras de menor para as de maior comprimento em
P(OA−1), ent̃ao R(ba) já foi determinado em uma etapa
anterior. De acordo com o segundo caso,R(ba) = ba uma
vez queba ∈ P(OA−1).

Na definição a seguir, a memória de restrição é empregada
para refinar as partições na etapa recursiva do algoritmo que
será apresentado na Seção IV.

TABELA I

ALGORITMO DE DIVIS ÃO PROPOSTO.

1. ALG(P(OA−1))

2. n← 1 ⊲ Inı́cio da Etapa 1

3. choosew ∈ P(OA−1)

4. Pn ← {w}

5. for all w ∈ P(OA−1) do
6. i← 1

7. repeat
8. if M(w) = M(Pi) do
9. Pi ← Pi ∪ {w}

10. ifelse
11. i← i+ 1

12. if i = n+ 1 do
13. n← n+ 1

14. Pn ← {w}

15. until M(w) = M(Pi)

16. P ← {P1, P2, . . . , Pn} ⊲ Partição inicial
17. repeat ⊲ Inı́cio da Etapa 2
18. P ′ ← P ⊲ P ′: Partição precedente
19. for all a ∈ A do
20. Pa ←

∧
P∈P

(P, a)|P(OA−1)

21. P ← P ∧
∧

a∈A
Pa ⊲ P : Partição atual

22. until P = P ′ ⊲ Etapa 3

Definição 4. Seja P ∈ P(OA−1) e a ∈ A, a secçãode
P(OA−1)a com relaç̃ao aP é definido por:

P\P(OA−1)a = {w ∈ P(OA−1) | wa ∈ L e R(wa) ∈ P}.

A partição deP(OA−1) com relaç̃ao a P e pela extens̃ao
por a é especificada por(P, a)|P(OA−1) = {P1, P

c
1}, em

queP1 = P\P(OA−1)a e P c
1 é o complemento deP1 com

relação ao conjunto de prefixosP(OA−1).

ComoP1 e P c
1 formam uma partição deP(OA−1), e além

dissoε ∈ P(OA−1), então a partição proposta na Definição 4
é bem definida.

IV. A LGORITMO DE DIVISÃO PARA IDENTIFICAÇÃO DE

V ÉRTICES DE UMm-SDP

Esta seção descreve um algoritmo por divisão para parti-
cionarP(OA−1), tal que, palavras pertencem a uma mesma
classe se, e somente se, possuem o mesmo contexto (ou,
analogamente, possuem o mesmo conjunto de restrições). Para
isso não é necessário listar esses conjuntos, basta saber a
máscara de restrição e a memória de restrição das palavras
emP(OA−1). O algoritmo é dividido essencialmente em três
etapas, que são descritas a seguir.

Etapa 1. Particionamento por ḿascara de restriç̃ao: Esta
etapa determinada a partição inicialP = {P1, P2, . . . , Pn}
que satisfaz a seguinte condição. Dadas duas palavraswi ∈ Pi

e wj ∈ Pj , em quePi e Pj são subconjuntos da partição
inicial, entãoi = j ⇔ M(wi) = M(wj). Essa etapa cor-
responde as linhas 2 a 16 do algoritmo da Tabela I.

Etapa 2. Particionamento por memória de restriç̃ao: Nesta
etapa o particionamento proposto na Definição 4 é empregado
para refinar a partiçãoP gerada na Etapa 1. Como discutido
na Seção III, as palavras emP ∈ P só são estendidas por um
sı́mboloa ∈ A se (a,�) ∈ M(P ). Na linha20 do algoritmo
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TABELA II

M ÁSCARAS DERESTRIÇÃO.

w ∈ P(OA−1) Máscara de Restrição
ε ∅
a {(a,�)}
b {(a,�), (b,�)}
c {(b,�), (a,�)}
aa {(a,�), (c,�)}
ba {(b,�), (a,�)}
bb {(a,�), (b,�), (c,�)}
cb {(a,�), (b,�), (c,�)}
bab {(a,�), (b,�), (c,�)}

TABELA III

PARTIÇÃO PELA ETAPA 1.

a ∈ A Partição
a {ε}, {c, ba}, {b, a, aa, bb, cb, bab}
b {ε}, {c, ba}, {a, aa}, {b}, {bb, cb, bab}
c {ε}, {c, ba}, {a}, {aa}, {b}, {bb, cb, bab}

da Tabela I gera-se uma partição deP(OA−1) com relação a
todoP ∈ P pela extensão por um sı́mbolo especı́ficoa ∈ A,
já na linha 21 a partição resultante desse processo refinaP .

Etapa 3. Crit́erio de parada:O critério de parada do algo-
ritmo é estabelecido quando a partição obtida em uma iteração
da etapa recursiva (Etapa 2) não puder ser mais refinada, ou
seja, quando uma partição for igual a sua subsequente. Essa
etapa corresponde a linha 22 do algoritmo da Tabela I.

A. Exemplo

SejaO o conjunto de restrições do Exemplo 1. Inicialmente,
para todow ∈ P(OA−1) calcula-se o conjuntoM(w). Para
tornar esse etapa computacionalmente mais eficiente, esses
conjuntos são calculados a partir dos prefixos de menor paraos
de maior comprimento. O resultado dessa etapa é apresentado
na Tabela II.

Definidas as máscaras de restrição, segue o particionamento
inicial descrito pela Etapa 1. Iniciando comP(OA−1), as
partições são refinadas de forma sequencial para cadaa ∈
A, tal que ao final de cada refinamento, toda palavraw

de um elemento da partição satisfaz-se apenas um dos três
casos:(a,�) ∈ M(w), ou (a,�) ∈ M(w), ou nenhum
dos casos anteriores. O resultado da partição sequencialpara
cada sı́mbolo é apresentado na Tabela III, sendo a partiç˜ao
P = {{ε}, {c, ba}, {a}, {aa}, {b}, {bb, cb, bab}} a entrada do
processo iterativo do algoritmo, que corresponde a Etapa 2.

Como os singletons deP não são considerados na Etapa 2,
só precisamos analisar os subconjuntosP2 = {c, ba} e P6 =
{bb, cb, bab}. Como devemos apenas considerar extensões as-
sociados ao marcador�, deve-se analisar a extensão deP2

pelo sı́mbolob e a extensão deP6 por a. Por exemplo, a ex-
tensão deP6 pelo sı́mboloa, gera o conjunto{bba, cba, baba}.
No entanto,R(bba) = R(cba) = R(baba) = ba, o que é um
elemento deP2. Analogamente, as memórias de restrição das
extensões dos elementos deP2 por b estão emP6. Como não
houve refinamento da partição, o critério de parada da Etapa 3
é estabelecido. Cada elemento desta partição é um vértice do
grafo de contextos. A Figura 3 apresenta o grafo obtido ao
conectar-se os vértices do grafo, contudo, eliminando aqueles
que só são vértices terminais ou vértices iniciais, al´em dos

P4

P5

P2 P6

b

a

a

c

c

b

a

b

Fig. 3. Grafo de contextos construı́do da partiçãoP gerada pelo algoritmo
da Tabela I. Cada vértice do grafo está associado aos seguintes elementos da
partição,P2 = {c, ba}, P4 = {aa}, P5 = {b}, P6 = {bb, cb, bab}.

respectivos ramos, já que esta operação não altera a linguagem
do sistema dinâmico simbólico apresentado [5].

V. CONCLUSÕES

O algoritmo apresentado estabelece um novo paradigma
para aplicação dos conjuntos de restrição na determinação de
apresentações mı́nimas. Neste trabalho foi apresentadouma
proposta baseada no algoritmo de Moore [9], que possui
complexidadeO(n2), em quen é o número de vértices
da apresentação inicial. Uma proposta para a continuidade
deste trabalho é apresentar um algoritmo baseado na técnica
de Hopcroft [10] que alcançará a menor complexidade para
algoritmos gerais de minimizaçãoO(n log n), com a vantagem
de não precisar de uma apresentação inicial, o que reduz
o número de transições entre vértices a ser estabelecida.
Conjectura-se que essa proposta terá a menor complexidade
entre os algoritmos conhecidos.
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