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Estimativa numerica de performance num sistema de
correcao de erro guantico

Paulo Henrique Franco, José Claudio Nascimento, Alexandre Marques Albano e Alan
Rodrigues de Araujo

Resumo—Este artigo faz um estudo da insercéo de ruido num
modelo de corregdo baseado em subcanais sem ruido. Usamos
0 grau de despolarizacdo da luz como uma probabilidade do
subcanal sofrer pequenas variagdes no periodo de tempo entre
a passagem de dois pulsos. Realizamos uma estimativa
numérica a partir de um experimento que mede o grau de
polarizacdo da luz, para examinar a performance de um
esquema corretor de erro quantico.
Palavras-Chave—Correcdo de erro quéntico,

polarizagédo, informagéo quantica, Subsistema sem ruido;

grau de

Abstract — This paper studies the insertion of noise in a
correction model based on sub channels without noise. We used
the degree of depolarization of the light as a probability in the
time period between passage of two pulses. We realize a
numerical estimate from an experiment that measures the degree
of polarization of light to analyze the performance of a quantum
error correction scheme.

Keywords — quantum error correction, degree of polarization,
quantum information, noiseless subsystem.

l. INTRODUCAO

Comunicacdo e computagdo quantica sdo novas areas do
processamento da informacéo que utiliza mecénica quéntica
para implementacdo de comunicacdo e computacdo em
contrapartida do mundo classico, como distribuicio de chave
quantica [1-3], teleportacdo quéntica [4,5] e a busca quéntica
[6].

Uma das mais promissoras propriedades fisicas na
realizacdo experimental de tecnologias quéanticas €é a
polarizacdo da luz [7]. No entanto, é conhecido que a
polarizacdo da luz é fragil a mudangas imprevisiveis no meio
de propagacdo. Logo, a fim de tornar possivel a tecnologia
quantica baseada na polarizacdo da luz, os esquemas de
correcdo quéntica de erro (CEQ) devem ser empregados, isto
¢, as mudancas imprevisiveis da polariza¢do da luz devem ser
controladas.

No esquema CEQ deste artigo, a ideia bésica é que as
componentes de polarizacdo podem ser separadas no tempo
por um interferdbmetro desbalanceado que possui um caminho
longo e um caminho curto. Os estados quanticos |S) e | L)

representam os pulsos que viajam através do caminho curto e
do caminho longo, respectivamente, ou semelhante aos pulsos
que chegam no intervalo de tempo inicial e final. Nos
assumimos que qualquer estado do espaco de Hilbert
bidimensional pode ser construido pela superposicéo dos
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estados basicos |S) e |L), ou seja, qualquer estado
a|S) + B L) pode ser preparado, onde « e S sdo nimeros

complexos tal que |a|2 + |ﬂ|2.

A ideia essencial para estes esquemas € separar 0S
componentes da decodificacdo da polarizacdo do qubit em
intervalos de tempo [8]. Assim, uma variacdo lenta da
transformacdo unitaria dos canais no dominio do tempo, nédo
muda a informacdo quando os estados quénticos viajam
através dele. Em [9], foi considerada uma baixissima
probabilidade de ocorrerem variagdes rapidas em qualquer
canal quantico.

Neste trabalho fizemos uma andlise de desempenho com
base em resultados extraidos de um experimento [10] e de um
modelo estatistico proposto em [13]. Para apresentar 0s
resultados nesse artigo foi necessario resolver um sistema de
equacBes numericamente. Depois avaliamos como seria o
desempenho do esquema CEQ para uma distancia de até
2000m. Percebemos que a uma de distancia pouco maior que
1,4km o esquema CEQ atinge o seu regime dentro do modelo
analisado.

Il.  SUBSISTEMA QUANTICO SEM RUIDO

No6s comecamos discutindo o esquema linear Optico
de foton simples para corre¢do de erro quantico proposto em
[10]. O esquema é representado na figura 1.
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Fig. 1. Esquema optico para corre¢do quéntica de erro para um féton: PBS

(polarization beam splitter) e PC (Célula de Pockel).

No transmissor, Alice tem um féton simples com
polarizagdo desconhecida de estado |y)=a|H)+g|V),
onde |H) (|V)) é a representacdo horizontal (vertical) do
estado de polarizagdo. Apds o foton passar pelo interferdmetro
desbalanceado de polarizacdo 0 estado torna-se
a|H,S)+p|V,L)y, uma vez que a componente horizontal
toma o caminho curto (S) e a componente vertical segue o
caminho longo, L. Alice ativa sua célula de Pockel somente
quando a componente do caminho L esté presente, efetuando a
transformacgdo |V, L) —|H,L). Por isso, o estado que Alice

enviaparaBob é «|H,S)+ S| H,L).
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Definindo o canal ruidoso como o produto de duas
matrizes, em que cada uma delas tem uma variavel aleatoria,

xeg:

U(¢,;()=(1 0](005425 —sin¢J )

0 e \sing cosg
Da expresséo geral (1) de U nds temos que:

U(¢,}()a’|H,S>+U(¢,Z)ﬁ|H,L>: (2)
a(cosg|H,S) +e%sing|V,S)) + B(cos ¢ | H, L) +e%sing|V, L))

Como pode ser visto na Figura 1, a célula de Pockel PCy,

¢ ativada somente quando o componente S esta presente; de
modo analogo PCg, é ativada somente quando o componente

L esta presente. Para cada modo, 1 (parte superior) e 2 (parte
inferior), existe um interferdmetro de polarizacdo
desbalanceada. Nestes interferdmetros, a componente
horizontal propaga-se através do caminho longo enquanto a
componente vertical propaga-se através do caminho curto.
Quando o estado corrompido, descrito na equacdo (2), chega
até Bob, ele tem sofrido duas transformages. Inicialmente,
apos a passagem através do primeiro PBS e célula de Pockel,
transforma-se em:

a(cosg|H,S)% +e sing|H,S)!) +

_ @)
B(cos p|V,L)y2 +eZsing|V, L))
E por Gltimo, apds a passagem através do interferdmetro
polarizador desbalanceado, o estado final torna-se:

cos gla| HY' + BIV)Y) +esing(a | HY? + BIV)?)  (4)

Nas equacdes (3) e (4), os sobrescritos 1 e 2 denotam 0s
caminhos dos modos de saida 1 e 2, respectivamente. O qubit
surge aleatoriamente em qualquer um dos modos de saida (1 e
2) de acordo com uma probabilidade que depende do
pardmetro ¢ . Assim, Bob obtém um estado ndo corrompido

a|H)Y+ £|V) no modo 1, com a probabilidade cos?¢, ou
no modo 2, com probabilidade sin?¢.

I11. CORRECAO QUANDO EXISTE UMA VARIACAO RAPIDA
ENTRE OS PULSOS

Nesta secdo consideraremos um caso muito mais realista.
Nos analisaremos o desempenho do esquema de corre¢do de
erro da Figura 1 quando o canal esta bastante ruidoso, isto €, o
canal sobre variacBes locais rapidas e mudangas durante o
intervalo de tempo entre um pulso longo e curto. Neste cenario,
0 pulso curto e o pulso longo tiveram diferentes matrizes
unitérias para representar a evolucgdo do canal, ou seja, a matriz
Us(ds,xs) € aplicada ao estado |H,S) e a matriz

U, (4., x.) éaplicada ao estado | H, L) . Logo, a evolugéo do
canal pode ser dada por:

a(cos g | HY+e7L sing [V))+ B(cos s | H)+e7S sings [V))  (5)

A eficiéncia do subsistema sem ruido é medido pela
fidelidade entre o estado de entrada no canal e o estado de
saida no decodificador. Por definicéo, o valor de fidelidade é:

F2=lal*+|p1* +2|a P BI* 1 (6)
f = cos(gs ) cos(4 ) +sin(gs ) sin(¢ ) cos(x. — xs) ()

Agora, tomando que ¢s =¢, @ =d+DP, ys =y €
XL = x+ X n6stemos que reescrever f a seguir:

f = cos(¢) cos(¢ + @) + sin(g) sin(¢ + D) cos(X)

%{cos D(1+ cos X) + cos(2¢ + ®)(L—cos X)} (8)
Ressaltamos que ®=¢ —¢s € X =y —yxs 530 as
diferencas entre os &ngulos de rotacdo e de deslocamento de
fase do angulo para pulsos longos e curtos, respectivamente.
Observe que o parametro f depende das variacdes de canal.

Além disso, se X =® =0 nio existem erros e F2 =1. Além
disso, note que o valor da expresséo F2 depende do valor
esperado de f, pois
E(F?) =la|* +| 8" +2|a|’| BI* E(f).

No6s consideramos que a varidvel aleatoria ¢ &
uniformemente distribuida, pois, sem nenhuma informacéo
adicional, é natural considerar que ¢ pode assumir qualquer
valor possivel com a mesma probabilidade. Como a funcéao
analisada é cos(2¢ + @), nds assumimos que ¢ € a variavel

aleatéria  variando  uniformemente a0 longo de
[—ﬂ—d) 7—-O
2 )

esperado de f para ¢ pela expressdo:

]. Neste caso, nds podemos escrever o valor

7-®
E,(f)= l{cos ®(1+cos X)+(1—cos X)i Z, cos(2¢ + @)d g}
2 A 9)

0

= %{cos ®d(1+cos X)}.

A fim de fazer uma descricdo da evolucdo das variaveis @
e X nés consideramos passos discretos, portanto, obtemos um
passeio aleatorio bidimensional, uma dimenséo para a variavel
® e uma dimensdo para varidvel X . O passeio aleatdrio
discreto descreve como as varidaveis @ e X mudam enquanto
o pulso curto e um longo atravessam o canal. O tempo discreto
é obtido pela divisdo do comprimento z do canal em n partes
iguais de maneira que n=12z/Az (Az é constante, sendo a
diferenca entre as posi¢cBes dos pulsos curtos e longos).
Portanto, podemos considerar que o tempo discreto muda de
ty, t;, ..., t, onde t, é o tempo inicial e t, & o tempo em
que o pulso longo chega no receptor. Na figura 2, entende-se o
tempo de evolugdo desse sistema.
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Fig. 2. A evolucéo temporal do pulso longo e curto dentro do canal.

Como representado na Figura 2, para o instante t, o pulso
posterior | H,L) esti prestes a entrar no canal, enquanto o
pulso USo | H,S) ja esta no ponto z;. Apds, o instante t;, o

pulso posterior estd no ponto z; e o pulso anterior esta no
ponto z,, além disso, o pulso posterior desenvolve em
UL1|H,L> enquanto o pulso anterior desenvolve em

USlUSO | H,S). Para cada enésima-secdo do canal, o pulso

anterior e o pulso posterior desenvolvem-se de acordo com a
evolugdo unitaria Ug e U respectivamente. Portanto,
I 1

podemos escrever a transformacéo global do canal por:

a] [u, IH.L+ B[ [Us, I1H.S) (10)

i=0 i=0

Note que os valores de @ e X evoluem a partir de @ e

X, para o tempo t, de ®, e X, para o tempo t,. A

evolucdo serd descrita como sofrendo um passeio aleatério
imparcial, ou seja, as varidveis aleatorias sdo independentes.
Para cada fase, pequenas variacbes &b >0 e oX >0 sdo
consideradas. Claramente, & e 6X dependem do intervalo
Az . Usando o modelo proposto de passeio aleatério de @ e
X é possivel calcular o valor esperado do parametro f .

Dado que as variagbes do canal & e OX sdo
desconhecidas, entdo nédo existira conhecimento a respeito do
desempenho do sistema estudado? Para resolver este problema,
precisamos elaborar um modelo estatistico baseado em
parametros do canal cuja a dindmica seja conhecida. A questdo
natural surge: Quais pardmetros do canal podem ser usados
para expressar a variagdo entre os componentes |H,S) e

| H,L)? A melhor resposta sdo os pardmetros de Stokes. Mas

ainda pode-se escolher um pardmetro que englobe os
parametros de Stokes. Entdo, para a proxima analise, nos
escolhemos o grau de despolarizacdo da luz. Dado que este
valor tenha sido usado em diversos experimentos para
descrever a dindmica da polarizagdo num canal e que possa ser
representado pelos pardmetros de Stokes [11,12].

O grau de polarizagdo é a quantidade usada para descrever
a porcao da onda eletromagnética que é polarizada. Note que o

grau de polarizacdo 1—&(z) estd em fungdo do comprimento
do canal z . A onda perfeitamente polarizada tem 1—&(z) =1,
enquanto que a totalmente despolarizagéo possui £(z) =1. A

onda que é parcialmente polarizada e, portanto pode ser
representada pela superposi¢do das componentes polarizados e
despolarizados, tem o grau de polarizacdo na faixa entre 0 e 1.
Para a polarizacdo simples do féton a mesma ideia é aplicada
para descrever se 0 estado quéantico é totalmente misturado,
denotado por 1/2, ou totalmente puro, representado por p . O
estado quéantico puro tem o grau de pureza igual a 1, enquanto
que o estado totalmente misturado tem o grau de pureza igual a
0. Logo, o estado quantico também pode ser representado pela
superposi¢do do estado quéantico puro e o estado totalmente
misturado:

g’<z>'§+<1—§(z»p (11)

H4 a correlacéo entre o grau de despolarizacdo da luz £(z)
e as mudancas dos parametros que representam o canal ¢(z) e
x(2) . As variagcbes ®(Az) e X(Az) sdo desconhecidas, mas
£(Az) €[0]] pode ser calculado [11]. Nés sabemos que existe
a correlacdo entre o grau de despolarizacdo £(Az) e a variacdo

dos pardmetros desconhecidos do canal, em detalhes, existem
valores desconhecidos A® >0 e AX >0 de tal modo que
&(Az) representa a probabilidade de ®(Az)>AD e
X(Az) > AX . Em outras palavras, existem alguns valores
desconhecidos A® >0 e AX >0 para o qual £(Az) é a
probabilidade que, no passo que Az, a variacdo de @
ultrapassa Ad® e a variagdo de X ultrapassa AX . Por
exemplo, considere a propaga¢do de um féton na distancia Az,
podemos designar que &(Az) representa a probabilidade

associada com o evento para cada ®(Az)>057=AdD e
X(Az) > 0,757 = AX . Se Az representa uma curta distancia
de propagacéo, entdo o evento é raro, por que é pouco provavel
que o pulso sofra uma téo alta variacdo na sua nessa pequena
distancia, mas ndo impossivel. Mas, o grau de despolarizagéo
pode ser expressar esta realidade, pois &(Az) ~0, para
pequenas distancias de propagacao, mas nao é nulo.

Em [9], foi apresentada uma analise baseada no passeio
aleat6rio bidimensional, cujo resultado na consideracdo de
£(Az) ~0como um evento raro foi uma distribuicdo
poissoniana para as Vvariagdes que alteram o angulo de
polarizacéo entre o pulso longo e o pulso curto

Usando a analise apresentada em [13], podemos escrever o
valor esperado de f a seguir:

*(1*005(A<D))@z —(1-cos(A®) cos(AX ) )L(AZ) z
Az e Az

E(f):% e (12)

Quando o pulso anterior e posterior ndo tem diferentes
variacfes locais entre eles em todas as se¢Bes do canal

(AD =AX =0), o valor esperado de f ¢é sempre igual a 1

para qualquer comprimento de canal Entretanto, quando estas
variacfes existem, inclusive em pequenas quantidades, a
expectativa para o valor de f decrescer exponencialmente
com o comprimento do canal z. Por isso, que o valor

esperado para a fidelidade (veja a equagéo (6) para F 2 )temo
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valor minimo de |« |4 +| B |4 para um canal suficientemente
longo.

Os valores A® e AX sdo considerados desconhecidos.
Entdo, nos escolhemos os valores A® =7z e AX =0, porque
eles nos déo o pior caso, ou seja, 0 minimo para E(f). Por

tanto, n6s temos o seguinte limite:

_ 2§(Az)Z
e Az

<E(f)<1 (13)

Agora, pela escolha da pior situacdo, a equacao que estima
fidelidade entre o estado quéntico enviado por Alice e 0 estado
quantico corrigido por Bob é:

_ 2§(Az)Z
Fo=lal* +| B +2|al’|plP e » (14)

Todos os pardmetros em (14), o comprimento do canal Z,
0o comprimento do sub-canal Az#0, o grau de
despolarizagédo §(Az) e o0 estado quéntico enviado por Alice

sdo conhecidos no projeto. Agora nds temos a expressdo
estimada para o desempenho da correcdo quéntica de erro
baseado na configuragdo de um subsistema sem ruido
assumindo mais condicdes realistas para o canal.

IV. ESTIMATIVA DO O GRAU DE DESPOLARIZAGAO DA LUZ A
PARTIR DE UM EXPERIMENTO PARA AVALIAR O DESEMPENHO
po CODEC

Usaremos para estimar a equacdo do grau de polarizacéo
um experimento realizado no Laboratério de Tecnologia da
Informagdo Quéntica LATIQ no ano de 2005. Os resultados
desse experimento foram publicados em [12] com o objetivo
de mostrar que a probabilidade do canal de polarizacdo para
fotons isolados é 0 mesmo grau de polariza¢do de um feixe de
luz coerente. Para medir o grau de polarizagdo de uma luz
coerente, foi usado o experimento na figura 3 [12].

Diodo Laser Fibra Optica Medidor de
1550,91 am Controlador de Controlador de Pontemm
: L ptica
Polarizagio Polarizagio )
N 000 Q00 —A
N CP, A B CPy |
88.88
PBS P
Fig. 3. Experimento para a medicdo do grau de polarizacgéo da luz.

A fonte da luz usada é um diodo laser CQF915/108 que
emite um estado coerente CW (onda continua) operando em
1550,91 nm. O controlador de polarizagcdo CP, define o estado
de polarizacdo a ser usado. O escolhido € aquele que
maximiza a poténcia éptica medida na saida inferior do PBS
quando o enlace de fibra e o controlador de polarizacdo CP,
estdo ausentes.

Em seguida, sem a fibra de teste entre os pontos A e B, 0s
compensadores do CP, sdo ajustados de forma a permitir que a
maxima poténcia Optica seja medida, pelo medidor PM (Power
Meter). Neste momento o experimento estd calibrado. A
primeira medicdo consiste em, na auséncia da fibra entre os
pontos A e B, variar o rotacionador de CP2 e, para cada valor
deste, medir a poténcia Optica. O resultado da observacédo esta
ilustrado na figura 4.
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Fig. 4. Variagdo da Poténcia 6ptica no experimento da Figura 3 sem a

fibra de teste.

O grau de polarizagdo para este experimento é dado por:
Prex — Prin (15)
Pmax + Pmin

O valor para o grau de polarizagdo encontrado foi
de g, =0.859. Agora, realiza-se 0 mesmo procedimento com

gp =

um rolo de fibra de 200m (100m+50m+50m) inserido entre os
pontos A e B. O resultado estd ilustrado na Figura 5.
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Fig. 5. Variagdo da Poténcia 6ptica no experimento da Figura 3 com a

fibra de teste (200m de fibra dptica bobinada).

Comparando-se os graficos das figuras 4 e 5, pode-se
observar claramente o efeito do decréscimo do grau de
polarizagdo na distingdo entre os valores maximo e minimo de
poténcia dptica medidos. No experimento da Figura 5, temos
que g, =0,354- Sendo p, 0 estado na entrada da fibrae p a

probabilidade do estado de entrada néo ser alterado, teriamos,
para a fibra testada, p=g,=0354.

Para estimarmos o grau de despolarizacdo ao longo do
canal, usaremos a sua expressao em funcdo dos parametros de
Stokes. Pelos pardmetros de Stokes, o grau de polarizacdo da
luz é dado por:

(16)
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No modelo proposto em [18], os parametros de Stokes
variam da seguinte forma:

5i(2)=5,(0072"; s5,(z)=5,(07; 55(z) =500 17)

Em (17), o pardmetro y indica a “for¢a” com que o canal
despolariza a luz. Usando (17), assume-se que na entrada do
canal os pardmetros de Stokes tém 0s seguintes
valores, 5,(0) = 0,530; s,(0)=0,152 5,(0) = 0,86151.

Usaremos o experimento acima para descobrir o valor do
pardmetro y que diz o quanto se perde de polarizacdo por

metro  propagado. Para isso, temos que resolver
numericamente duas equagdes:
0,859% —0,530%e ™% —0,152%e %" —0,862%e 2 =0 (a)

0,3942 _ 0’5302 e—4}/(Z+200) _ 0715226—2}/(2‘{-200) _ 0,8622 e—2}/(2+200) — 0 (b)

Na equacdo (a) encontramos jz = 0,1410 e na equacdo (b)
encontramos y(z+200)= 0,831 . Resolvendo o sistema temos
que y= 0,0034m™te z=4087m. Pelo experimento, a luz
entra na fibra parcialmente polarizada, g, = 0859 Isso

equivale a uma propagacdo de 40,87m, sabe-se que essa

despolarizagdo esta relacionada as imperfeigdes na montagem
do proprio experimento, como impurezas nas juncles das
fibras, etc. O g, =0859 foi a nossa condicdo inicial para

descobrirmos o valor de »=0,0034m™. Desta forma,

verificamos que o grau de despolarizacdo da luz nesse
experimento pode ser expresso, por:

&2)= 1-/0,8597 - 0,530% ™" — 015222 0,862% " (18)

Se 0 experimento tivesse sido feito com um rolo de fibra
superior a 1,4km a luz estaria completamente despolarizada,
como podemos observar na figura 6:

1 T T T L ——— T T
Grau de despolanzacdo
— Eficiéncia do CODEC

. . . . .
1000 1200 1400 1600 1800 2000
z (m)

I I I !
0 200 400 600 80D

Fig. 6. Eficiéncia do CODEC e Grau de despolarizagdo versus z(m)

Agora, consideremos disparos de pulsos de luz a cada
20ps. Dessa forma teremos pulsos de luz entrando no
codificador com distancia Az =6.m entre eles. A eficiéncia

do CODEC dada por (14) atingira o seu regime, |« |* +| 8]*,
por volta de 500m de propagacdo. O que mostra que diante do
ruido o codificador dependera apenas das amplitudes das
polarizagdes do foton.

V. CONCLUSOES

Para apresentar os resultados nesse artigo foi necessario
resolver um sistema de equacBes numericamente. Depois
avaliamos como seria 0 desempenho do esquema CEQ para
uma distancia de até 2000m. Percebemos que a uma de
distancia pouco maior que 1,4km o esquema CEQ atinge o seu
regime dentro do modelo analisado.

Se um experimento dentro das mesmas condicdes de [10]
for realizado com o esquema CEQ e os resultados forem
préximos, entdo o modelo proposto em [13] serd um modelo
valido para medir a eficiéncia do esquema CEQ.
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