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Detecgao Otima e Subétima para um Radar
Meteorologico com Trés Antenas Fixas

Fernando Dario Almeida Garcia, Marco Antonio Miguel Miranda e José Candido Silveira Santos Filho

Resumo— Em artigos recentes, os autores deste trabalho pro-
puseram e analisaram uma abordagem inovadora de baixo custo
para a construcio de radares meteoroldgicos, com base em duas
antenas fixas de feixe largo. Nesses artigos, verificou-se que uma
quantidade muito elevada de amostras de sinal seria necessaria
para garantir um desempenho satisfatorio do radar proposto.
Por outro lado, vislumbrou-se que tal problema poderia ser
contornado pelo uso de mais do que duas antenas. Este trabalho
constitui um primeiro passo nesse sentido, estendendo a proposta
original do radar de duas para trés antenas. Um detector 6timo
é projetado para o novo radar, bem como suas probabilidades de
deteccdo e falso alarme sdo obtidas em forma fechada. Além disso,
como termo de comparacio, um esquema subétimo de deteccao é
também avaliado, aplicando-se o detector 6timo conhecido para
duas antenas a cada possivel par de antenas, e combinando-se
entdo as decisoes parciais via regra da maioria. O detector 6timo
mostra-se muito superior ao detector suboétimo.

Palavras-Chave— Antenas fixas, deteccio 6tima, radar meteo-
rologico, regra da maioria.

Abstract—In recent papers, we have proposed and analyzed
an innovative low-cost framework for the construction of me-
teorological radars, based on two fixed wide-beam antennas. In
those papers, it has been found that a very large amount of signal
samples would be required to ensure an adequate performance
for the proposed radar. On the other hand, it has been envisaged
that such problem could be circumvented by using more than two
antennas. This work is a first step in this direction, by extending
the original radar proposal from two to three antennas. We
design an optimal detector for the new radar and derive its false-
alarm and detection probabilities in closed form. In addition,
for comparison, we also assess a suboptimal detection scheme,
by applying the known two-antenna optimal detector to each
possible pair of antennas, and by combining the partial decisions
via majority rule. The optimal detector proves much better than
the suboptimal one.

Keywords— Fixed antennas, majority rule, meteorological ra-
dar, optimal detection.

I. INTRODUCAO

Radares meteoroldgicos tradicionais se baseiam em uma
unica antena girante de feixe estreito [1]. No entanto, essa
abordagem pode ser muito custosa, pois requer um aparato
mecanico enorme e extremamente robusto. Além disso, pode
ser inadequada para previsdes do tempo de curto prazo (now-
casting), ja que seu ciclo de varredura ¢ muito demorado. A
fim de contornar esse problema, uma abordagem inovadora
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de varredura rdpida e baixo custo foi introduzida em [2].
A nova abordagem se baseia no uso de duas antenas fixas
de feixe largo. A ideia é que tais antenas, mesmo sendo
de feixe largo, possam prover resolucdo angular de feixe
estreito, explorando-se para tanto a correlacdo mitua entre
os sinais recebidos pelas antenas. Mais especificamente, se
existe um alvo meteorolégico (nuvem ou chuva, por exemplo)
na regido de interseccdo entre as células de resolucdo das
duas antenas, entdo os sinais recebidos por elas devem ser
correlacionados entre si. Do contrdrio, se ndo existe alvo
na regido de intersec¢do, entdo os sinais sdo mutuamente
independentes. Assim, o grau de correlagdo entre os sinais
recebidos pelas duas antenas prové a base para um algoritmo
de deteccdo para o radar. Quanto maior a correlagdo, melhor
o desempenho esperado. Em [2], essa correlacdo foi obtida
analiticamente em termos de parametros fisicos do radar, como
linha de base entre as antenas, largura de banda de frequéncia
e diretividade das antenas. Em [3], o detector 6timo para o
radar em questdo foi projetado e analisado, em termos das
probabilidades de detec¢c@o (PD) e de falso alarme (PFA).

Por outro lado, observou-se em [3] que uma quantidade
muito elevada de amostras dos sinais recebidos seria tipica-
mente necessdria para assegurar um desempenho satisfatério
do radar proposto, e que isso poderia ser parcialmente con-
tornado aumentando-se a quantidade de antenas. Este trabalho
constitui uma primeira investigagcao nesse sentido. Em particu-
lar, propde-se aqui um radar meteoroldgico com trés (em vez
de duas) antenas fixas. O detector 6timo para o novo radar é
projetado e analisado, obtendo-se expressdes fechadas para PD
e PFA. Além disso, como termo de compara¢do, um esquema
subdtimo de detec¢dao é também proposto e analisado. Nesse
detector sub6timo, cada par de sinais recebidos é submetido ao
detector 6timo de duas antenas projetado em [3], e as decisdes
parciais sdo posteriormente combinadas via regra da maioria.
Exemplos numéricos atestam que o detector 6timo é muito
superior ao detector sub6timo.

Os resultados apresentados neste trabalho vém sendo em-
pregados como ferramenta de projeto e dimensionamento de
radares meteoroldgicos na Bradar Indistria S.A., empresa do
grupo Embraer Defesa e Seguranca.

II. MODELO DO RADAR

Considere o radar meteorolégico apresentado na Fig. 1,
composto de um arranjo linear de trés antenas, separadas
por uma linha de base B. O radar é do tipo multiestatico
e pulsado, de modo que o mesmo arranjo de antenas € usado
para transmissdo e recep¢do, em intervalos alternados [4].



XXXII SIMPOSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICACOES - SBrT2015, 1-4 DE SETEMBRO DE 2015, JUIZ DE FORA, MG

Antena 1 ﬂ

B Interseccao

entre células de

Antena 2 resolugao

B

Antena 3 ﬂ

Fig. 1.  Vista superior do radar meteorolégico, composto por um arranjo
linear de trés antenas separadas por uma determinada linha de base, B.

Além disso, considera-se o uso de compressdo de pulso na
recepcao [5].

A menor distincia radial entre dois alvos tais que eles
sejam distinguiveis pelo radar é denominada resolucdo em
alcance (4). Da mesma forma, a menor separacdo angular
azimutal entre dois alvos tais que eles sejam distinguiveis pelo
radar é denominada resolugdo em azimute (6ys). Para um radar
pulsado com compressdo de pulso, mostra-se que 6 = ¢/Af,
em que c é a velocidade da luz e Af € a largura de banda do
pulso transmitido [S]. Por outro lado, observe na Fig. 1 que,
a um dado alcance, o valor de § e o feixe de cada antena
definem uma faixa curva, denominada célula de resolucdo.
Observe também que as células de resolugdo das trés antenas
apresentam uma regido de intersec¢io (hachurada). E essa
regido que determina 6,5, como indicado na figura. Note
que B diminui com o aumento de B.

O sinal recebido por cada antena resulta da soma de
ecos provenientes de uma quantidade imensa de espalhadores
dentro da célula de resolucdo. Esses espalhadores representam
o fendmeno meteorolégico sob observagdo (chuva ou nuvens,
por exemplo). Os sinais recebidos pelas antenas 1, 2 e 3 podem
Ser escritos respectivamente como

S1i =X1i + jY (la)
Soi =Xo; + jYo; (1b)
Ssi =X3i + jY3i, (1c)
em que ¢ € um indice temporal discreto (i = 1,2,...,n),

n é a quantidade de amostras observadas em cada antena,
Xp; é a componente em fase da k-ésima antena (k = 1,2, 3)
e Yy; é a componente em quadratura correspondente. Como
discutido em [2], X;; e Y7; sdo mutuamente independentes,
bem como X5; e Ys5;, e também X3; e Y3;,. Além disso,
S1i, So; e Ss; sdo independentes de Sim,, Som € Sim,
Vi # m, considerando que o intervalo de repeticio de
pulso é muito maior que o tempo de coeréncia associado ao
movimento randomico dos espalhadores [6]. Por outro lado,
Xy e Xy; (bem como Yy; e Y;;) podem ser ou mutuamente
independentes ou apresentar certo coeficiente de correlacio
ks (k1) € {(1,2),(1,3),(2,3)}, dependendo da existéncia
ou auséncia de alvo na regido de interseccdo entre as células

{131 {82037 {S3d1

\4 \4 \4
DETECTOR OTIMO
TRV Dy Decisio
Otima
Ry Pz jj e
:{,
A
D D D o~
TRy [Pz jf A ecisao
M Subdtima
1
(e}
mry [Pazs] 5
A

DETECTOR SUBOTIMO

Fig. 2. Diagrama de blocos dos detectores 6timo e subGtimo.

de resolugdo das antenas, respectivamente. Finalmente, sob
condigdes bem gerais, S7;, So; € S3; sd0 processos gaussianos
brancos circularmente simétricos e identicamente distribuidos,
de modo que X1y;, Xo;, Xsi, Yii, Yo; € Y3; tém média nula
e mesma varidncia (digamos, o2), como demonstrado em [2].
Nesse trabalho, uma andlise abrangente dos pardmetros pg;
e o2 foi apresentada em termos dos pardmetros fisicos do
radar. Portanto, nenhuma discussao adicional envolvendo tais
pardmetros serd apresentada aqui. Em vez disso, o objetivo
deste trabalho é projetar e analisar o detector 6timo e um
detector subdtimo para o radar em questdo, em termos de
valores arbitrarios de pia, p13, p23 € o2. Isso é apresentado
na préxima secao.

III. PROJETO E ANALISE DE DETECTORES

Na apresentac@o que segue, fz(+) denota a funcéo densidade
de probabilidade (FDP) de uma varidvel aleatéria genérica Z,
E{-} denota média estatistica e VAR{:} denota variincia.
Além disso, as observagdes referentes aos sinais em (1) sdo
representadas de forma compacta como

X = {X11, X021, X531, .+, X1n, Xon, Xan}
X = {Y117Y2la }/31a cee 7Y1n7)/27u }/?)TL}

(2a)
(2b)

A. Detector Otimo

1) Teste de Hipoteses: No problema de deteccdo em rada-
res, a questdo central é decidir pela presenca ou auséncia de
um alvo. No caso deste trabalho, tal questao € posta sobre cada
regido de interseccdo entre as células de resolugcdo das trés
antenas, para diversas combina¢des de alcance. Desse modo,
varre-se todo o setor iluminado pelas antenas. Trata-se de um
teste de hipoteses bindrio simples, baseado nas observacdes X
e Y, como segue:

« Hipdétese Hy: ndo existe alvo. Nesse caso, de acordo com

o modelo de radar descrito na sec@o anterior, X e Y
sdo formados por componentes gaussianas mutuamente

independentes com média nula e varincia o2.
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o Hipétese H;: existe alvo. Nesse caso, X e Y sdo ainda
independentes entre si, mas agora as componentes Xy; €
Xy; (bem como Yy, e Yy,), (k1) € {(1,2),(1,3),(2,3)},
sdo varidveis conjuntamente gaussianas com média nula,
varidncia o2 e coeficiente de correlacio py;.
Em outras palavras, a FDP conjunta de X e Y ¢é

exXp [_% > (K?C;Liiz +X?C;LL1,X¢)]
[(2m)? det(Ce, )]" '
(3)
com v € {0,1}, conforme a hipétese, X, = [X1; Xo; X3;]7
eY, £ Yy, Yo; Y347, em que [-]” indica transposi¢do. Além
disso, Cy, e C'y, sdo as matrizes de covariancia, dadas por

fxy (X, Y[Hy) =

, 1 0 O ) 1 pi2 pis
Cyy =0 01 0|,C =0 P12 1 p23 | . (4
0 0 1 p13 p23 1

2) Critério de Decisdo: Em um teste de hipéteses bindrio
simples, a decisdo 6tima (maxima PD para uma dada PFA)
¢ fornecida pelo critério de Neyman-Pearson [7]. Segundo
esse critério, decide-se pela hipdtese H; se a razdo de
verossimilhanca A(X,Y’) entre as hip6teses H1 e Ho exceder
um certo limiar 7/, e pela hipétese Ho caso contrério, ou seja,

H

fxy (X, Y[Hy) "
AMX)Y)2 2= >
B XY 5

®)

O critério de Neyman-Pearson é também chamado de teste por

razdo de verossimilhanca (TRV).

3) Varidvel de Decisdo: A partir de (5), é possivel destrin-
char melhor a regra de decisdo em termos das observacdes
de X e Y. O intuito é explicitar uma fun¢do D, das
observagdes (também chamada de variavel de decisdo) a partir
da qual a decisao € tomada. O processo estd ilustrado na
Fig. 2. Substituindo-se (3) em (5), e realizando-se as devidas
simplificacdes, obtém-se

det(Cy) " 1o _ _
AMX,Y) = {ﬁ] exp [—2 ; (§zH (Coy — CH;)S@')] ;
(6)
em que S; = [S1; So; S3;]H, com []# indicando conjugado
transposto. A fim de simplificar a andlise, escalona-se a
varidvel de decisdo como D,, = D/ Kp, em que Kp £
o2 (1 — p3y — pI3 — 2p12p13p23 — pgg) € uma constante, e

B S S Cre EAE
=1

Uma vez que a fung@o exponencial é mondtona e crescente,
confrontar A(X,Y) com um limiar +/, como em (5), é equi-
valente a confrontar D,, com outro limiar ~ correspondente.
A normalizacdo por n em (7) € arbitrdria. Finalmente, a regra
de decisdao em (5) pode ser reescrita como

(7

Ha
D, =z . (®)
Ho
4) Desempenho do Detector: Considerando-se um

nimero n de amostras suficientemente elevado, segue, pelo
Teorema Central do Limite, que a varidvel de decisdo D,
definida em (7) se aproxima de uma gaussiana. Por conta
disso, a caracterizacdo de D,, requer apenas a determinacao

de sua média e varidncia, sob cada uma das hipéteses, Hy e
‘H1. Isso pode ser obtido a partir da FDP conjuntade X e Y,
dada por (3) e (4). Apés uma longa série de manipulacdes e
simplificacOes algébricas, omitidas aqui por simplicidade, os
resultados finais sdo estes:

E{D, [Ho } =40° (3p12p13p23 — p12°> — p13° — p23”) (9)

E{D, |H1} =0 (10)
8a* 4 2 2 3
VAR{Dy|Ho} = o (P12 + pi3 + P33 — 4pT2p13p2s
+ (pis + p33) > — 2p12p13p2s (3 + 2075 + 2p33)
+ pa (142035 + pls (2+6p33))]  (1D)
8o* 2 2 2
VAR{D,|H1} = o (plz + pis + P33)
2
x (=14 piy + pis + P35 — 2p12p13p23) - (12)

Quando a variavel de decisdo é gaussiana, a PD e a PFA
de um detector bindrio genérico sdo conhecidas, sendo dadas
por (veja, por exemplo, [3, Egs. (37) e (38)] ou [8])

PD =Q (M{W’> (13a)

/VAR{D,,[H,}

V—E{Dﬂﬂl}> (13b)

vV VAR{ D, [H1}
em que Q(z) £ [7°(1/V2m)exp(—t?/2)dt é a fungdo de
distribuicdo cumulativa complementar de uma varidvel nor-
mal padrio (média nula e varidncia unitdria). Finalmente,
substituindo-se (9)—(12) em (13), PFA e PD s&o obtidas como
em (14), no topo da préxima pagina, e

PFA =Q (

”
\/804 (PRa+pT5+035) (= 14p2+0T5+035—2012p13p25 )

" (15)

PD = Q

B. Detector subdtimo

O detector sub6timo estd ilustrado na Fig. 2. Nele, os sinais
de cada par (k,l) de antenas, (k,1) € {(1,2),(1,3),(2,3)},
originam uma varidvel de decisdo parcial D,, x;, obtida como
no detector 6timo (TRV) para duas antenas apresentado em [3].
Mais especificamente, D,, ; é obtida como [3, Eq. (18)]

1 n
Dy 12 = <2 Z (X1:X2i + Y1:Y2)

i=1

i=1

— p12 Z (X1® + X2 + V1% + Y212)> (16)

1 n
D13 =— 22 X1:X3: + Y1:Y3;
13 n( (X1:X3: + Y1,:Y3;)

=1

— p13 Z (X1i2 + X3 + Y + Y3i2)) Y

=1

1 n
D 23 = (2 Z (X2iX3i + Y2;Y3;)

i=1

— p23 Z (Xoi® + X3:® + Yai® + Y3i2)) . (18

i=1
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PFA = Q

v — 4 (3p13pasprz — Py —

2

ﬂ%3 - P%?)) 4

(14)

\/ (piy—4p13p23p3,+((603542) p25+2035+1) p25 —2p13p23 (2035 +2035+3) pra+p25+035+ (025035 )2) (8o#)

n

Uma decisdo parcial é formada a partir de cada D,, j;, por
comparagdo com um limiar 7, como em (8). Finalmente,
aplicando-se a regra da maioria as decisdes parciais, chega-
se a uma decisdo final. Ou seja, decide-se por Hi se pelo
menos duas das decisdes parciais tiverem decidido por Hi.
Caso contrdrio, decide-se por Hy. Portanto, a decisdo por H
ou H; corresponde a unido das intersecgdes entre cada par dos
eventos D, 12 > v, Dy.13 > v € Dy 23 > 7y, como mostrado
na regido hachurada da Fig. 3. Assim, PFA e PD podem ser
expressadas como

PFA =Pr[(Dp12 >7) N (Dpas > 7) |
+Pr[(Dni3 > ) N (Dp23 >7) |Ho
+PI‘[( n23>’}/)m( n12>7)|

—2Pr [(Dn,IQ > '7) (Dn,13 > ’Y) N (Dn,23 > '7) |H0]
(19)

PD =Pr[(Dy12 > ) N (Dn1z >7) M
+Pr[(Dni3 > ) N (Dp23 >7) |Hi
+Pr[(Dnas >v) N (Dpi2>7) |[H

—2Pbr [(Dn,12 > 7) N (Dn,13 > 7) N (Dn,23 > 7) |H1] )

(20)

e, portanto, formuladas em termos das FDPs conjuntas de
Dy, 12, Dy 13 € Dy, 23 como

PFA — / / For 12D vs (. b Ho) dadb
vy Yy

+/ / fDn,127Dn,23 (CL,C‘H()) dadc
vy v

+/ JDy 13,025 (b, ¢[Ho) dbdc
v Iy

-2 / / / fD'n.,l2;D7L,13;D7L,23 (CL, b, C|H0) dadbdc
ol vy ol

21
PD :/ / JDy 12,15 (@, b|H1) dadb
yoJy
+/ / fDu12.Dn s (@, ¢|H1) dade
+/ / fDn 13,Dn 23 (b C|H1) dbde
v Jy

2/ / / fDn 12,Dn,13,Dn 23 (CL b C|H1) dadbde.
ol vy
(22)

Faz-se, pois, necessédrio especificar tais FDPs para cada uma
das hipéteses. Mais uma vez, considerando-se um nidmero
n de amostras suficientemente elevado, segue, pelo Teorema
Central do Limite, que D,, 12, Dy 13 € D), 23, como defini-
dos em (16)—(18), se aproximam de varidveis conjuntamente
gaussianas. Assim, basta encontrar o vetor de média m =

[m1 mo ms3]” e a matriz (simétrica) de covarincia C' =

PFA

Pr[Dy12 > ¥ 13,] Pr[Dp13 > v [#o]

Pr[Dy, 23 >y |Ho]

Pr[Dy12 > v |H:] Pr[Dy13 > ¥ 193]

Pr[Dy 23 > v |#:]

Fig. 3. Cilculo de PFA e PD para o detector subétimo.

[CH Cia Ci3; Cio Coo Coz; Ch3 Cag 033] correspondentes.
Isso pode ser feito com uso da FDP conjunta de X e Y, dada
por (3) e (4). Todavia, o procedimento matemdtico é muito
extenso, e por isso serd omitido aqui. Os resultados finais estdo
apresentados na Tabela I, que lista os elementos de m e C' para
cada uma das hipéteses. As FDPs conjuntas correspondentes,

necessarias em (21) e (22), sao dadas por

1
b) =
fDn,127Dn=13 (a’ ) (27r)2 det (Cl)
y _1 afml_TC«—l_afml— (23)
exp 2| b—my Lol b—my |
PSR pp— |
Dy12,Dn,23 \ @y C) = (27T)2 det (CQ)
y _1 a—ml_TCfl_a_ml— (24)
exp 2 c—m3 | T2 | c—mg |
f _ (b,¢) = : |
D, 13,D4,23 \0,C) = (271-)2 det (CB)
- T
L[ b—my —1 | b—m
X exp _2[cm3] 03 |:cm3 :|‘| (25)
B 1
A b.9) = ST ()
fon 120100020 (:0:€) = s
a—m 1" a—m
xexp =5 | b=mg | CTH| b—ma ||, (20
c—mg c—ms
em que C1 = [C11 Cha; Cra Cog], Cy = [C11 Ch35 Cig Css)
e C5 = [Cag Cag; Ca3 Cs3). Aparentemente, ndo hé solugdo

em forma fechada para o problema, de modo que (21) e (22)
devem ser avaliadas numericamente.
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TABELA 1
ELEMENTOS DO VETOR DE MEDIA E DA MATRIZ DE COVARIANCIA DE
Dy,12, Dy 13 E Dy, 23, CONDICIONADOS AS HIPOTESES Ho E H1.

l I Ho l Ha l
mi —402p12 0
mo —402p13 0
ms —402pa3 0

Cu || 52 (143, :

T
824 (1 + p%3)
Css || %2~ (1+p33)
ES

n

80% (=1 +ptp) /
804 (—1+ pr)Z /n
8ot (~1+035)° /

n

n

Ci2 %PIQPL”’) % (p12p13 (=1 + p25 + p23)
—2p23 (=1 + p3y + p33) + p12p13033)
Cis %Pmpzs % (p12p23 (=1 + pis + P33)
—2p13 (=1 + 3y + p33) + P12P73P23)
Cas %pwﬁ% % (p13p23 (=1 + p25 + p33)

—2p12 (=1 + P35 + p33) + piap13p23)

-
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Fig. 4. PD e PFA em funcdo do limiar v de detec¢cdo (n = 100, o = 1,
p12 = 0.3, p13 = 0.1 € p23 = 0.2).
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Fig. 5. PD em fun¢do de PFA (n = 100, 0 = 1, p12 = 0.3, p13 = 0.1 ¢
p23 = 0.2).

IV. RESULTADOS NUMERICOS

A Fig. 4 ilustra o desempenho dos detectores Otimo e
sub6timo projetados, apresentando PD e PFA em fungdo do
limiar de decisdo, para n = 100, 0 = 1, p12 = 0.3, p13 = 0.1
e po3 = 0.2. A figura inclui curvas tedricas, obtidas a partir
das contribui¢des analiticas deste trabalho — (14), (15), (21)
e (22) —, e curvas obtidas por simulacdo de Monte Carlo.
Note como teoria e simulacdo estio em perfeito acordo, o
que atesta a validade das expressdes analiticas deduzidas.
A Fig. 5 apresenta PD em fun¢do de PFA, para o mesmo
cendrio anterior. Note como o detector 6timo é muito superior
ao detector subotimo, fornecendo um valor consideravelmente
maior de PD para cada PFA. No cendrio considerado, para uma
PFA de 1072, por exemplo, os detectores 6timo e sub6timo
apresentam uma PD em torno de 80% e 20%, respectivamente.

V. CONCLUSOES

Em trabalhos recentes, os autores deste artigo propuse-
ram uma abordagem inovadora para a constru¢cdo de radares
meteoroldgicos, com base em duas antenas fixas de feixe
largo. A grande vantagem dessa nova abordagem frente a
abordagem tradicional (uma antena girante de feixe estreito) é
0 menor custo e o menor tempo de varredura. Por outro lado,
verificou-se nesses trabalhos que uma quantidade excessiva-
mente elevada de amostras dos sinais recebidos pelas antenas
seria necessdria para o funcionamento a contento do radar.
Além disso, sinalizou-se o uso de mais do que duas antenas
como uma estratégia promissora de se contornar o requisito
por amostras. Este trabalho representa um primeiro esforco
rumo ao uso de multiplas antenas nesse esquema inovador para
radares meteorologicos. Mais especificamente, uma terceira
antena foi adicionada a proposta original. Dois esquemas de
deteccdo foram projetados para o novo radar: o 6timo e um
sub6timo. As probabilidades de deteccdo e de falso alarme
foram obtidas em forma fechada para o detector 6timo e em
forma integral para o detector subdtimo. Resultados numéricos
indicaram uma ampla vantagem para o detector 6timo.
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