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Distribuicdo Conjunta Fase-Envoltoria Nakagami-m
Bivariavel

Thiago Alencar Moreira de Bairros e Michel Daoud Yacoub

Abstract— A fading model for a correlated Nakagami-m com-
plex signal is proposed. Exact closed-form expression for the
joint probability density function of two envelopes and two
corresponding phases is obtained. It is assumed that the two
signals present the same fading parameter but arbitrary powers.
The model proposed here open a totally new area of research
and is unprecedented in the literature.

Keywords— Nakagami-m  distribution, bivariate
envelope joint distribution, phase distribution.
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Resumo—Um modelo de desvanecimento para o sinal
Nakagami-m complexo € proposto. Uma expressio exata e
fechada para a funcio densidade de probabilidade conjunta
envolvendo duas envoltérias e as duas fases correspondentes é
obtida. Consideram-se os sinais com o mesmo fator de desvane-
cimento mas com poténcias arbitrarias. O modelo proposto aqui
abre uma nova area de pesquisa e € inédito na literatura.

Palavras-Chave— Distribuicio Nakagami-m, distribuicao con-
junta de fase e envoltéria bivariavel, distribuicio conjunta de
fase.

I. INTRODUCAO

Um canal de comunicagdo ¢é tipicamente caracterizado em
termos de pardmetros como ganho e fase que afetam o sinal
que por ele trafega. Por conta do grande nimero de fatores
influenciando o fluxo do sinal pelo canal, tais pardmetros
sdo tratados de forma estocdastica. Particularmente, em comu-
nicagdes sem fio, o ganho do canal de multipercurso pode
ser descrito por processos bem estabelecidos como Rayleigh,
Hoyt, e Rice. Mais recentemente, Nakagami-m surgiu como
uma forma de aproximar Hoyt e Rice, incluindo, de forma
exata, Rayleigh. E Nakagami-m ganhou popularidade devido
a facilidade de tratamento matemadtico e bom ajuste a medidas
de campo. Ao contrdrio de Rayleigh, Hoyt, e Rice, o modelo
Nakagami-m foi proposto em termos das estatisticas de pri-
meira ordem do ganho do canal, € um campo imenso abriu-
se para melhor caracterizar o processo como um todo. Em
[1], um modelo fisico para Nakagami-m foi proposto, através
do qual a derivada da envoltéria do processo e estatisticas
concernentes (taxa de cruzamento de nivel, tempo médio de
desvanecimento) foram formuladas. Mais recentemente ainda,
trés outros modelos de desvanecimento, i.e. a-p [2], k-p [3],
e n-p [3] foram propostos, também em termos de suas estatis-
ticas de primeira ordem. Mais tarde, modelos para estatisticas
de ordem superior para estes canais foram investigados [4],
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[5]. As pesquisas avangaram e novos resultados envolvendo
correlagdo, tempo de coeréncia, distdncia de coeréncia, e
banda de coeréncia surgiram [6] [7]. Deve-se ressaltar, no
entanto, que os referidos avancos nas pesquisas envolveram
basicamente a caracteriza¢do do ganho do canal. De novo, ao
contrario de Rayleigh, Hoyt, e Rice, para os quais os modelos
de fase surgem naturalmente a partir dos modelos fisicos dos
respectivos canais, para Nakagami-m, nenhuma informacao a
respeito da fase pode ser extraida de sua proposta original.
Por este motivo, e por um bom tempo, as estatisticas de fase
para Nakagami-m foram arbitrariamente consideradas como
uniformemente distribuidas. Em [8], um modelo de fase para
Nakagami-m foi proposto, em que apenas para a condicio
m = 1 (Rayleigh) a fase era uniforme. Este modelo foi, em
seguida, generalizado em [9] para incluir desbalanceamento
de poténcias entre componentes fase e quadratura. Modelos
de fase para as demais distribui¢des propostas com base na
envoltéria apareceram mais tarde em [10] para -y e [11] para
k-p. Os modelos de fase propostos foram, de fato, validados
em situagdes praticas [12], [13]. O uso dos modelos em [§]
e [9] vem encontrando aplicagdes em diversas oportunidades.
Em [14], o desempenho de sistemas OFDM foi investigado.
Em [15], a capacidade de canais MIMO foi obtida. Em [13],
expressdes para a funcdo de distribuicdo cumulativa de fase
e de sua inversa foram apresentadas. Em [16] — [19], o
desenvolvimento de simuladores foi explorado.

A proposta de um modelo fisico para a Nakagami-m
propiciou que estatisticas de ordem superior pudessem ser
obtidas [1], [5], [6]. Além de estatisticas como taxa de
cruzamento e tempo médio de desvanecimento, tanto para a
envoltdria quanto para a fase, modelos de correlacdo puderam
ser explorados. Em particular, por meio dos modelos de
correlagdo, é possivel determinarem-se pardmetros importan-
tes do canal, como tempo, distancia, e banda de coeréncia.
Por outro lado, tais pardmetros foram obtidos apenas para
o ganho (envoltéria) do canal. De acordo com [1] e [2],
ganho e envoltéria em Nakagami-m constituem processos
independentes. Assim, resultados obtidos para a envoltdria
ndo necessariamente se aplicardo para a fase. Além disso,
modulacdes que fazem uso da informagdo de fase do canal
poderdo desempenhar de forma diferente dependendo de como
o canal se correlaciona ao longo do tempo, distancia, ou
freqiiéncia. Dentro deste contexto, o presente trabalho objetiva
a obtencdo de uma distribuicdo conjunta fase-envoltéria para
dois sinais Nakagami-m correlacionados. Uma férmula exata
e fechada para a fungdo densidade de probabilidade (FDP)
conjunta para os dois sinais correlacionados, com idénticas
figuras de desvanecimento, mas poténcias arbitrdrias € obtida.
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Pelo que consta aos autores, esta ¢ uma proposta inédita que
abre um leque de novos conhecimentos e campos a serem
explorados relativamente ao sinal Nakagami-m. A Secdo II
introduz alguns conceitos preliminares envolvendo o modelo
complexo Nakagami-m [20]. A Segéo III propde um modelo a
partir do qual se chega a FDP conjunta desejada. A Secdo IV
mostra uma nova identidade matematica. A Se¢@o V apresenta
uma nova expressao fechada da conjunta de fase e da diferenca
de fase para o caso m = 1. A Secdo VI mostra alguns plots
da FDP de fase conjunta para diversos valores dos pardmetros
de desvanecimento. A Sec¢do VII conclui o artigo.

II. PRELIMINARES

A obtengdo da distribuicdo conjunta fase-envoltéria
Nakagami-m mostrada em [8] segue o mesmo principio que
norteou o modelo fisico proposto em [1]. Isto é, em um
ambiente de propagacdo, os sinais chegam ao receptor em
clusters de multipercurso. Uma k-ésima varidvel aleatdria
(VA) complexa Nakagami-m, Nj, representa o somatoério de
um conjunto de m clusters que chegam ao receptor e é dada
por Ny = X + jYi, onde X}, e Y}, respectivamente, corres-
pondem as componentes em fase e em quadratura. A envoltéria
Ry, e a fase Oy sdo dadas por Ry = |Ng| e O = arg(Ng). A
poténcia do sinal Nakagami-m pode ser representada através
do somatdério de m VA’s Rayleigh R,qy_j, 1.€. Ri =
>ty R%ayfk,i’ em que Raz"ayfk,i = X% 1+ Y&y Neste
caso, Xg_; € Yg_,; correspondem a i-ésima componente
em fase e em quadratura com distribui¢do Gaussiana de média
nula e variancia E[R?,, ; ;] = Qray k. Da mesma forma,
R% = X,f + Ykz, onde X e Yi possuem média nula e
variancia E[R?] = () [8]. Como as VA’s de Rayleigh sdo
identicamente distribuidas [20], entdo Q) = m&qy—p,i. O
termo ¢ serd suprimido deste ponto em diante e o {2 passara
a ser representado por

Qk = mQray—ks (1)
com Qpqy—k = E[R? ]

ray—k
As FDPs das componentes em fase e quadratura [8] para

Z=X e Z=Y sdo otidas através da seguinte relagdo:

m
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aen) = (&) ey

2
mzk
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) —00 < zg < 00,
(2)
Para X, e Y} independentes, FDP conjunta envoltéria Ry

e fase O é dada por [8]

2
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As FDPs marginais sdo dadas por [8]
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Para um ambiente correlacionado [20], a FDP conjunta de
duas envoltérias Nakagami-m R;, Ro € dada por

4(7_17_2)'m
T'(m)Qray1Qray2(1—pr) (\/ Qrqy Qmpr)m_

2r1712+/pr
Qray, Qrays (1—p,)

leRz(T13T2) = 1

X exp {— L ( i + 2 )}I ,1[
1—p,- \ Qrayy Qrays m
0<r <00, 0<ry <00,
(6)
onde p, é o coeficiente de correlacdo de envoltéria [21].
A expressdo (6) e a relacdo (1) sdo utilizadas como base
para as deducdes apresentadas na Secdo III.

III. MODELO PROPOSTO
A. FDP Conjunta Fase-Quadratura

De acordo com o modelo proposto em [8], a distribuicao
do médulo da componente em fase ou da componente em
quadratura é uma Nakagami-m/2, i.e. Nakagami com para-
metro de desvanecimento m /2. Estendendo esse modelo para
a condicdo de sinais correlacionados, a densidade conjunta
dos médulos das componentes em fase e em quadratura para
Z =X e Z =Y ¢ dada por

1(1_m .
A2z T pl (1 2 )(QrayIQTayZ)_%(l+7)

(1=pr)T (%)
1 Ph 22
X exp [_(l—m) (Q,,_alyl + Q,.jyz)]

2|z122|\/Pr

xLp g |:\/Qraylﬂ7’ay2(1pr):|

0 < |z1] < 00, 0 < 22| < 00,
(N
O problema em questdo agora é o seguinte: dada a distribui-
¢do do médulo de uma VA, qual € a distribuicdo da respectiva
VA? Este € um problema que pode admitir infinitas solucdes.
Contudo, uma proposta de solu¢do dada em [11] leva em conta
condicdes de contorno que devem ser satisfeitas. Isso favorece
que a solugdo seja obtida de forma que situacdes conhecidas
do modelo se mantenham. Essa proposta foi aplicada com
sucesso na obtengdo do sinal complexo x-u, que se mostrou
correta através de dados de campo [22]. Interessantemente,
embora de forma intuitiva, a abordagem usada muito antes em
[8] é exatamente aquela de [11], mas sem o correspondente
formalismo vislumbrado. Assim, utilizando a solugdo de [11]
(apéndice A), mas aqui estendida para duas varidveis, a FDP
conjunta fz, z,(z1,%2) é determinada através da seguinte

relacdo:

fz1)122) (21, 22) =

fz1,25(21,22;A=A0)
fZl,Zz»(Zla Z2) = f|Z1\,\Zzl(|zl|7 |22|)f‘lel’llzzj(|ZZII|Z72\22\;A:0AO)7

onde A = Ay sdo as ditas condi¢des de contorno. Uma con-
dicdo de contorno conhecida em Nakagami-m é aquela para a
qual a distribui¢do reduz-se para Rayleigh, i.e. m = 1. Nesta
situagdo, a conjunta das componentes em fase é aquela de
uma Gaussiana correlacionada. Da mesma forma, a conjunta
das componentes em quadratura € aquela de uma Gaussiana
bivaridvel correlacionada.
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Assim,para Z =X e Z =Y

— 1
f7z0.25(21,22) |m=1 = oy FT W T TS

_ (21)QTay2—2y/Prn/ U ay1 rays (2122)+(23) Qray1

(1=pr)Qray1ray2

X exp

—0 <21 <00, —0 < 29 <00,

)

Substituindo (7) e (9) em (8) e utilizando (1) as FDPs

conjuntas fx, x,(X1,X2) € fr;v,(Y1,Y2) das componentes

em fase e em quadratura X;, X e Y7,Ys para Z7 = X e
Z =Y ¢ obtida através da seguinte relagéo:

%ﬂp%(l_%)(ﬂlnz)—%(w%)
(1—p)T(%)
m[(23)Q14(27) Q2] —2m/prv/ 0102 (21 22)
- (A—p )10

. 2m|z1z2|\/pr 2m|z122|\/pPr
*ly- [Vﬂlﬂz(l—l)r)} sech [\/9192(1—9»«)}

—00 < 21 < 00, — 00 < 2o < OQ.
(10)
Como Xi,Y; e Xs,Y> sdo VAs independentes, entdo

leaY11X27Y2 (371, Y1, T2, yQ) = fX1X2 ('rlv 332) X fY1Y2 (yla y2)
e com isto obtém-se a expressdo final dada por

(lz222) %

fZ1Z2 (Zla 22)

X exp

—
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X exp (1—=pr)Q1Q22
2m/prV/ Q1 Q2 (T1 22 +y192)
X exp {+ e } (11
wm [27"‘551:62\\/17} Im [ 2m|y1y2|\/07]
2 e (1—pr) | 2L | Ve (1-p1)

x sech [Qm‘wm‘m} sech [ 2m|y1y2|m]

VQ1Q2(1—pr) Q12 (1—py)
—0<r <00, — <y <09,
—00 < g <00, —00 < Yy < 00,

B. FDP Conjunta Fase-Envoltoria Bivaridvel

Utilizando (11) e através do processo o de transformacdo
de varidveis X1 = Ry cos#q,Y; = Rysinfy, Xo = Rocosbs
e Yo = Rysinf,, tem-se leg@17R27®2 (7’1,01,7“2,92) =
fX17Y1,X2,Y2($17y17x2»y2)‘t]| com |J| = RlRQ. Assim, a
FDP conjunta fase-envoltéria Nakagami-m bivaridvel é dada
por

le7®1gR2,@2 (’1"1, 01,72, 92) =

,%)(QIQ2)—(1+%)
(1-p)?r (%)’
x| sin @ sin 6 cos @ cos O] 7

1
(T1T2)m+1mm+2p£

m[r%ﬂngrng]72mr1r2‘/p7v\/9192 cos(01—02)
(I—=pr)21Q2

xexp{

<1 |:2mr1r2‘/pr\cos01 Cost92|_
-1 Vs (1—p,)
2mri1r2./pr| sin 01 sin O i|
XIm _
71 [ Vi Qz(1-pr)
2mr11ra./pr| cos 0 cos O3] ]
Q1Q2(1—pr)

xsech {

2mrira/pr|sin 61 sin 63| T

xsech [ % (1—p,)

0<r <00, 0<ry <oo,

—T< b <Tm—m<bly <.
(12)
Se aplicarmos o lim,, _o[fr,,0:,Rr,,0,(71,01,72,602)], ou
seja considerando as VA’s descorrelatas obtém-se o produto
das FDP’s de envoltéria e de fase de Ri,01 e Rs,05 de

Nakagami-m [8].

IV. DETERMINACAO DE IDENTIDADE MATEMATICA
ATRAVES DA ANALISE DA FDP DE NAKAGAMI-m

Dada a FDP conjunta de fase e envoltdria temos que:

)= S S Sr,01,m2,05 (71, 01,72, 02)d61d6s,
(13)
Substituindo (6) e (12) em (13) e considerando que w =

2mrire/pr L . . .
T ep)’ obtém-se a seguinte identidade

friRy (11,72

L1 [w] = ;’(Fg)“; 273 [T [T |sin 6 sin s cos by cos O] T
2

x exp [wcos(0y — 02)] Iy [w]cos Oy cos ba]]

xTm _y [w]sin 6y sin O5]] sech [w] cos 0 cos Oz ]

xsech [w| sin 0 sin O] dfdbs.
(14)
A identidade pode ser facilmente comprovada por métodos
numéricos, o que foi feito exaustivamente pelos autores.

V. FDP CONJUNTA DE FASE E FDP DA DIFERENCA DE
FASE

A FDP conjunta de fase é calculada como

fo,.0,(01,02) = [ fo T R1.01.R2,0, (11, 01,72, 02)drydrs.

Infelizmente, ndo € possivel encontrar-se uma férmula fe-
chada para a referida FDP conjunta para o caso geral. Por
outro lado, para m = 1, isso € possivel. Neste caso

) _ 2—2p,

fo1.0,(01,02;m = _sﬂz{—1+p,,,[cos(91—92)]2}

cos(01—02) \/ —1+p,)?
T 8n2{—1+4p,[cos(01—02)]2} —1+pT [cos(01—02)]2
15)
x {7+ 2arctan | ——<01=02)
2 —fcos(6:—0)2
—r<O<7m —mT<bO <.
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Através do processo de transformagdo de varidveis temos
que fae(A0) = [T fo,0,(01,602)|J|dp, onde ¢ = 0o,
A = 601 — 05 e |J| = 1, obtém-se a FDP da diferenca de
fase como

2-2p,
fae(AO;m =1) = — =l gy
cos(A0) pr(=1+pr)?
T 4An{—14p.[cos(AO)]2}T T —14p,[cos(A0)]?
(16)
x { 7+ 2arctan | ——=2A80
,/if[cos(AQ)]:’
-1 < Af < .

VI. RESULTADOS

A Figura 1 mostra o comportamento da FDP da diferenca
de fase e as Figuras 2 a 7 ilustram a FDP conjunta das compo-
nentes em fase X, X5 (ou, equivalentemente em quadratura
Y1,Y2) e a FDP conjunta conjunta das fases ©;,0, para
diferentes valores de m.

25

20

0.5

|
S
|
NI
o
NS
S

Fig. 1. FDP da diferenca de fase para m = 1.

£ (Xz,sz' 2
0.1
0.0

Fig. 2. FDP conjunta das componentes de fase para m = 1, Q; = 1,
Qo =1, pr = %

Note na Figura 1 que a medida que o coeficiente de
correlagdo diminui a FDP tende a ser uniforme. E o contrario,
a medida que o coeficiente aumenta a diferenca de fase
concentra-se em torno de zero, tendendo a zero no limite.
Nas Figuras 2 e 5 mostram, respectivamente, o0 comportamento

04
£y (X1,X2)

0.0

Fig. 3. FDP conjunta das componentes de fase para m = 3, Q; = 1,

Qa=1, pr=0.

1.0

£,(x1,x2)0.5

0.0

Fig. 4. FDP <1:0njunta das componentes de fase para m = 3, Q1 = 1,

92=1,Pr=§-

0.08
ff/l,//z (51 :52)0 05

Fig. 5. FDP conjunta de fase para m =1, p, = %

da FDP conjunta das componentes em fase (ou quadratura) e
da FDP conjunta das fases o caso particular de m = 1 e
correlacdo 1/2. Para correlacao nula a FDP das componentes
em fase (ou quadratura) tem o formato de um sino de simetria
circular enquanto que para a FDP da fase o formato é de
um paralelepipedo de lados idénticos e iguais a 27 e altura
(1/2m)°. Estes resultados, de fato, sdo conhecidos da literatura
[21], mas s@o mostrados aqui para contrastd-los com aqueles
para m # 1. As Figuras 3 e 4 e as Figuras 6 e 7 mostram
os grificos para a situacdo em que m # 1. Em todos esses
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Fig. 6. FDP conjunta de fase para m = 3, p, = 0.
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Fig. 7. FDP conjunta de fase para m = 3, p, =

graficos é possivel notar os efeito da presenga de clusters de
multipercurso, observavel através da segmentacdo planar da
distribuicdo das varidveis. Em particular, para o caso da FDP
conjunta das componentes em fase (ou quadratura), como na
Figura 3, hé picos simétricos ocorrendo nos quatro quadrantes
no plano X7, Xs (Y7,Y3). Com o aumento da correlagéo,
como na Figura 4, os picos dos quadrantes de sinais opostos
tendem a desaparecer. Relativamente as fases, para a situacio
de descorrelagdo, como na Figura 6, hd picos simétricos
ocorrendo nos 16 segmentos planares de lados 7/2. Com o
aumento da correlagdo, os picos tendem a se concentrar na
diagonal do plano ©1, ©s.

Vale ressaltar que as caracteristicas das componentes em
fase (ou em quadratura) e também das fases de sinais com-
postos por clusters de multipercurso € inédito na literatura.

VII. CONCLUSOES

Este artigo apresentou um modelo bivaridvel de sinais
complexos Nakagami-m correlacionados. Ressalte-se que a
modelagem reportada neste artigo € inédita e abre um amplo
campo de pesquisa para o estudo de desempenho de sistemas
de comunicagdes sem fio em que envoltérias e fases correla-
cionadas devem ser levadas em consideracdo. Por exemplo,
as seguintes perguntas surgem: (i) Qual o desempenho de
sistemas de modulacdo em que a fase deve ser levada em
considera¢do? (ii) Qual é a banda de coeréncia do canal

relativamente a fase? (iii) E o tempo? (iv) E a distancia? Enfim,
outras varias perguntas poderdo ser respondidas explorando-se
adequadamente o modelo proposto.
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